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Un modelo estocdstico sobre la
predictibilidad del signo del retorno y su
relacion con la no linealidad en media

RESUMEN

Se examina cémo es la relacion entre la pre-
dictibilidad del signo del retorno y los mo-
mentos condicionales. Para este proposito
se utiliza un modelo no lineal de series de
tiempo que luego se restringe a una expan-
sion de Taylor de orden uno en las innova-
ciones. Como resultado se muestra por qué
la predictibilidad del signo, cuando existe,
depende solo de los momentos condicionales
de orden impar (de la media condicional en el
modelo restringido), lo que hace interesante
evaluar la linealidad o no linealidad en media
antes de intentar una prediccion direccional.
A modo de aplicacion, se explora la existen-
cia de no linealidad en media en el indice de
la bolsa de Colombia IGBC mediante el test
BDS bajo un filtro ARMA-GARCH y el test
de White basado en redes neuronales bajo un
filtro AR. Ambos tests muestran que la serie
del IGBC exhibe no linealidad en media.

Palabras clave: predictibilidad, econometria

no lineal, no linealidad en media, test BDS,
test de White.
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A Stochastic Model for Return Sign
Predictability and How it Relates to Mean
Nonlinearity

ABSTRACT

This work examines the relationship between
predictability of return sign and conditional
moments. A nonlinear time series model, la-
ter restricted to a first-order Taylor expansion
in the innovations, is used for this purpose.
As aresult, it is shown why sign predictabili-
ty depends only on odd-numbered order con-
ditional moments (on the conditional mean
in the restricted model), which makes testing
for linearity or non linearity in the mean in-
teresting before attempting directional fore-
casting. As an application, the presence of
nonlinearity in the mean in the Colombian
stock exchange index IGBC is examined
applying the BDS test to the residuals of an
ARMA-GARCH filter and the White Neural
Network Test for Nonlinearity to the resi-
duals of an AR filter. Both tests show that the
IGBC exhibits nonlinearity in the mean.

Key Words: predictability, nonlinear eco-
nometrics, nonlinearity in the mean, BDS
test, White Neural Network Test for Non-
linearity.
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Introduccion

Una buena parte de la literatura financiera
asume la impredictibilidad de los retornos
financieros debido a la hipotesis de la efi-
ciencia débil de los mercados. Sin embargo,
hay evidencia contundente de la presencia de
patrones predecibles en muchas de las series
examinadas de forma empirica (Lo & Mac-
Kinlay, 1988). La gran mayoria de la literatu-
ra de predictibilidad que existe se ha centrado
en modelos de prediccion lineales en media,
como los modelos MA (moving average), AR
(autorregresive) y ARMA (autoregressive
moving average) (Hamilton, 1994, caps. 3-4;
Tsay, 2001, cap. 2).

A pesar de esto, dado que la linealidad es un
supuesto fuerte (Kuchta, 2004), en principio
esta deberia rechazarse con facilidad. Por una
parte, el mercado accionario estd sometido a
las perturbaciones no lineales del ambiente;
por otra, como Pesaran & Potter (1992) lo
han enfatizado, el predominio de los mode-
los lineales en economia no se debe a que
las teorias econdmicas sean intrinsecamente
lineales, sino a que los modelos lineales son
mas sencillos. Ahora bien, si miramos a los
practicantes financieros, la relevancia de la
no linealidad es aparente: en términos tedri-
cos, el analisis técnico consiste precisamente
en la extraccion de patrones no lineales de
datos con ruido (Lo, Mamaysky & Wang,
2000; De Wachter, 2004, p. 15). El consenso
general respecto a la no linealidad en las se-
ries de tiempo puede ponerse en palabras de
Ramsey: “All these authors testify to one ge-
neral result. There is abundant evidence that
economic and financial data provide many
varied indications of widespread stochastic

nonlinearity, even though the main effects
seem to be exhibited in the variances of the
respective distributions” (1996).

Una interesante pregunta de investigacion
relacionada con lo anterior se refiere a cual
seria el papel de la linealidad y de la no li-
nealidad (tanto en media como en varianza)
en la predictibilidad del signo del retorno.
Al elaborar un modelo de prediccion de los
log-retornos de una serie financiera es muy
importante hacer la distincion entre las cate-
gorias de linealidad y de no linealidad, ya que
los modelos no lineales tienden a sobreajus-
tarse con muestras pequefas gracias a su gran
flexibilidad y a la amplia gama de alternativas
disponible. Asi, si hay un sobreajuste cuan-
do el verdadero proceso generador de datos
(DGP) es lineal con una varianza residual
dada, el modelo no lineal tendera a encontrar
espuriamente una varianza estimada menor
(Terdsvirta, Tjestheim & Granger, 1994,
p. 2919) y produciréa predicciones erroneas
en el periodo fuera de la muestra.

El objetivo de este articulo es ofrecer un mode-
lo general que relacione la predictibilidad
del signo del retorno financiero con los mo-
mentos condicionales de diferentes 6rdenes
de la serie de los retornos. De esta manera,
podremos determinar el papel que desempe-
fia la linealidad y la no linealidad en media
y en varianza en la construccion de algorit-
mos de prediccion. El resultado al que lle-
gamos establece que si el signo de los log-
retornos es predecible, solo los patrones en
los términos que dependen de los momentos
condicionales de orden impar son relevan-
tes para la prediccion del signo. En caso de
que, por simplicidad, el modelo se restrinja

13



JaviEr HUMBERTO OSPINA HOLGUIN, EDINSON CAICEDO CEREZO

auna aproximacion de orden dos en los mo-
mentos condicionales (de orden uno en las
innovaciones), el resultado obtenido equiva-
le a afirmar que Ginicamente los patrones en
el término que depende de la media condi-
cional son relevantes para la prediccion del
signo. Por ende, si existe no linealidad en la
serie de retornos, en este modelo la inica no
linealidad que sera necesario examinar para
la prediccion en una aproximacion hasta el
segundo momento condicional es la no linea-
lidad en media.

El modelo desarrollado es, hasta donde sa-
bemos, una novedad, aunque esta inspirado
directamente en los comentarios de Kanzler
(1998), de acuerdo con los cuales quienes
descartan la hipotesis del camino aleatorio
por correlacion en el segundo momento con-
dicional cometen un grave error (en nuestro
modelo queda claro como la correlacion en
el segundo momento condicional no permite
la predictibilidad ni siquiera del signo). La
construccion de nuestro modelo se basa en
definiciones de linealidad y de no linealidad
hoy estandares. Es muy posible que para el
econometrista este modelo sea tan claro co-
mo obvio; sin embargo, no son pocos los tra-
bajos que han llegado a resultados erroneos
por ignorar estas “ideas obvias”.

Si el signo de los retornos depende princi-
palmente de los patrones en el primer mo-
mento condicional cuando los retornos son
predecibles, cabe preguntarse ; tales patrones
son lineales o no lineales? Como ejemplo de
la aplicabilidad del modelo, en este articulo
estudiamos la no linealidad en media en la
serie de los retornos del Indice Accionario
de la Bolsa de Colombia.
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En lo que concierne a nuestros antecedentes
metodolégicos, desde el punto de vista teo-
rico, el capitulo de modelos no lineales del
Handbook of Econometrics por Terdsvirta,
Tjestheim & Granger (1994), al igual que
Campbell, Lo & MacKinlay (1997, cap. 12) y
Tsay (2001), los ultimos con énfasis en series
financieras, describen algunas de las princi-
pales teorias y metodologias para establecer
y para modelar la no linealidad en una serie
de tiempo determinada. Por su parte, Ramsey
(1996) y Markellos (2002) son excelentes in-
troducciones a la no linealidad en finanzas y
econometria al tiempo que proveen referen-
cias a una buena parte de los principales ar-
ticulos que constituyen el tema, comentando
los resultados empiricos pero sin profundizar
en los detalles tedricos.

Cabe anotar que existe una amplia gama de
test de no linealidad. Una introduccion relati-
vamente detallada a los test de no linealidad
fue hecha por Barnett et al. (1997) y Brock &
de Lima (1995), quienes ofrecen referencias
a algunos de los principales articulos tedri-
cos y trabajos empiricos sobre no linealidad
en series de datos economicos. Aqui utiliza-
mos dos test para detectar no linealidad en
media: el test BDS, inspirado en ideas de sis-
temas dinamicos (toma su nombre de Brock,
Dechert y Scheinkman), y el test de Whi-
te, basado en redes neuronales. Estos test
se describen, junto con sus respectivas re-
ferencias especializadas, en los numerales
2.1.2 y 2.2.1 respectivamente. Ambos han
sido utilizados en diversos contextos y por
diferentes autores, por ejemplo: Abhyankar,
Copeland & Wong (1997) utilizan tanto el
test BDS como el test de White en cuatro de
los principales mercados internacionales y
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ofrecen otras referencias sobre no linealidad
en los mercados accionarios; Abhyankar,
Copeland & Wong (1995) y Opong et al.
(1999) emplean el test BDS en el mercado
britanico; Barkoulas (1998) aplica el test
BDS en el mercado griego; Kosfeld & Robé
(2001) usan el test BDS en acciones banca-
rias alemanas; Reitgruber & Sterlina (1995)
utilizan un filtro ARMA-GARCH y criterios
de informacion como nuestro trabajo, pero
adoptan el test BDS para probar la adecua-
cion de los modelos de prediccion y no para
buscar no linealidad en media; Kyrtsoua, La-
bys & Terraza (2001) se valen tanto del test
BDS como del test de White en un mercado
de metales, y Kyrtsoua & Serletis (2006)
utilizan, entre otros, el test de White en la
tasa de cambio canadiense. Cabe anotar que
Reitgruber & Sterlina (1995) concluyen que
el mercado austriaco es aun “inmaduro” y
logran un modelo de prediccion simple para
uno de sus indices, modelo que resulta ren-
table incluso teniendo en cuenta los costos
de transaccion.

En suma, la seccion 1 del articulo introduce el
modelo teodrico que relaciona la predictibili-
dad del signo de los log-retornos con los mo-
mentos condicionales de distintos érdenes.
La seccién 2, como ejemplo de la aplicabili-
dad del modelo, establece dos metodologias
para estudiar la no linealidad en media en la
serie de los retornos del indice accionario
de la Bolsa de Colombia (el Indice General de
la Bolsa de Colombia o IGBC) con base en
el marco teorico construido. Las secciones 3
y 4 introducen los datos del IGBC y los re-
sultados de los test obtenidos. Por altimo, se
exponen las conclusiones.

1. Modelo teorico

1.1 Linealidad y no linealidad
de una serie de tiempo

Existen diversas definiciones de linealidad
y no linealidad en la literatura de series de
tiempo, no todas compatibles unas con otras.
Siguiendo a Campbell, Lo & MacKinlay
(1997, p. 468-469), usaremos un modelo tipi-
co en el que una serie de tiempo 7, es funcion
de una sucesion de choques (incrementos o
innovaciones) ¢. En el analisis lineal de se-
ries de tiempo, 7, es una funcion lineal de las
innovaciones, que se asumen incorrelaciona-
das, pero no necesariamente independientes e
idénticamente distribuidas (IID) (Campbell,
Lo & MacKinlay, 1997, p. 468) (de acuerdo
con esto, los modelos de camino aleatorio
RW1, RW2 y RW3 son modelos lineales,
por ejemplo).

Sin embargo, en el andlisis no lineal de series
de tiempo se asume que las innovaciones ¢,
son IID, pero que 7, depende de una funcion
no lineal de las innovaciones. Seguiremos la
convencion de que las innovaciones ¢, son
IID (incluso cuando se trate de funciones
lineales).

1.2 Un modelo de no linealidad
para los retornos y su relacion

con la predictibilidad

Imaginemos que r, es una funcion de una su-
cesion de innovaciones I1D:

r,=f(€.e € 5. (1)
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Obtengamos la serie de Taylor alrededor de
e, =0,parag_,.€_,... dados:!

d
r, =f(0,e,_,,...) +¢€, Ef(o,z-:l_l )
(2)

1 ,d’
+58‘2 Ff(o,gkl,...) +...

Supongamos ahora que 7, es un retorno (lo-
garitmico) y que queremos llevar a cabo
una prediccion de este retorno con base en
la expansion de Taylor (2) para realizar una
compra o una venta de un activo financiero.
Vamos a asumir que lo primero que debemos
saber para tomar tal decision es el signo del
retorno, puesto que compraremos si el pre-
cio va a subir y venderemos si el precio va
a bajar. Una de las primeras observaciones
que debemos hacer sobre la serie de Taylor
(2) es que el signo de todos los términos de
orden mayor o igual a uno depende del sig-
no de la innovacion actual ¢, signo que por
definicion (i.e., por su naturaleza estocastica)
es impredecible. A pesar de esto, el signo de
todos los términos de orden par es predeci-
ble y corresponde al signo de cada derivada,
ya que sin importar el signo de ¢, todas sus
potencias pares son positivas. Esto nos lle-
va a concluir que sélo los términos de orden
impar tienen un signo impredecible. Asi, si
queremos predecir el signo del retorno, este
signo estara determinado por términos que
son predecibles (los términos de orden par,
incluyendo el de orden cero) y por términos
que son impredecibles. La predictibilidad del
signo del retorno sélo sera posible en cuanto
que el aporte de todos los términos de orden

Esta no es la tinica forma en que se puede descomponer
la serie, pero es una de las mas sencillas. Para apreciar
otras posibles representaciones, véase Terdsvirta, Tjos-
theim & Granger (1994) y Tsay (2001).
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impar sea mucho menor (una cantidad insig-
nificante) en comparacion al aporte de todos
los términos de orden par.

En conclusidn, si el signo del retorno es pre-
decible, el aporte de los términos de orden
impar debe ser una cantidad insignificante,
y la predictibilidad del signo s6lo dependera
de los términos de orden par. En lo que vie-
ne asumiremos que el signo del retorno es
predecible, por ende, nos concentraremos
exclusivamente en la prediccion de los tér-
minos de orden par.?

1.3 Interpretacion del modelo en
términos de momentos condicionales

Regresando a Campbell, Lo & MacKinlay
(1997, p. 469), si la magnitud de la innova-
cion actual ¢, es pequefia, los términos de
orden dos en adelante podrian llegar a ser
muy pequefos, pues son proporcionales a
una potencia de ¢. Despreciemos entonces
los términos de la expansion de Taylor (2)
de orden dos en adelante y renombremos los
términos restantes, asi:

r,=g(0,¢_,.)+eh0g_...0) (3)
donde

2(0.€,_,...)=f(0g,_,....)

Yh(Oe,_,,..)= if(o,asH,...) “)
dt

Aunque la prediccion de los términos de orden impar
no proporciona informacion directa sobre el signo
del retorno, entre mayor sea la contribucion de estos
términos, mayor sera el “nivel de ruido” que tendra
cualquier prediccion. Por esta razon, tal contribucion
s6lo ayuda a determinar el riesgo de la inversion.
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La funcion g representa la media de r, con-
dicionada a la informacion pasada (Teréds-
virta, Tjestheim & Granger, 1994, p. 2925),
puesto que

Elr, It .1, 1=8E€ € 55 (5)

Por su parte, la funcién /42 representa la va-
rianza de 7, condicionada a la informacion
pasada (Terdsvirta, Tjostheim & Granger,
1994, p. 2926), puesto que

E[(r, —2€,_ &y )’ 1101y ]

2
=h(e_,,€_5,..)

(6)

Vale la pena notar que al suponer que la serie
se expande s6lo hasta el segundo momento, la
variacion temporal de los momentos condicio-
nales de orden mas alto queda ligada a la va-
riacion temporal del segundo momento, pues

E((, —E[r, Ir_,.r_,....D" Ir_, .1, ,....]
=h(, € _,...) Ele"]

(Campbell, Lo & MacKinlay 1997, p. 469).
Esta restriccion es el precio a pagar por la
mayor sencillez del modelo.

De acuerdo con Campbell, Lo & MacKinlay
(1997, p. 469), los modelos que usan una
funcion g no lineal son llamados modelos no
lineales en media, mientras que los modelos
que usan una funcion /2 no lineal son llama-
dos modelos no lineales en varianza (cf. Tsay,
2001, p. 127).3 Los términos no linealidad en
media, o respectivamente en varianza, con-

A menudo, cuando se usa el término no lineal sin hacer
referencia a ningin momento (como en “correlacion
no lineal”, “dependencia no lineal” o “no linealidad”),
tal no linealidad incluye la dependencia lineal en mo-
mentos condicionales altos (por ejemplo, iguales o
mayores a dos) (Kanzler, 1999).

dicional también son usados en la literatura
(véase por ejemplo Peel & Speight, 1998).

1.4 Predictibilidad del signo
en téerminos de los momentos
condicionales

De manera mas general, podriamos decir
que el término de orden cero de la expansion
de Taylor (2) depende del primer momento
condicional de 7; el término de primer orden,
del segundo momento condicional de 7, y asi
sucesivamente. De la anterior discusion de la
predictibilidad del signo del retorno, habia-
mos concluido que si el signo del retorno era
predecible, la predictibilidad del signo sélo
dependeria de los términos pares. Sinos res-
tringimos a la expansion de Taylor de orden
dos (ecuacion (3)), se puede concluir que si
asumimos que el (signo del) retorno es pre-
decible, para predecirlo en términos practicos
deberemos restringirnos a estudiar especifi-
camente los patrones en la media condicio-
nal g, puesto que los patrones en la varianza
condicional /2 no nos permitiran saber nada
sobre el signo de los incrementos.

1.5 Descomposicion de la media
condicional

Después de concluir que so6lo los patrones en
la media condicional son de nuestro interés,
conviene averiguar qué tipo de patrones pue-
den ser estos. Una manera de representar la
funcion g es mediante un modelo polinomial
(paramétrico) que expanda la funcién en una
serie de Taylor alrededorde e, , =¢,_, =...=0
(Campbell, Lo & MacKinlay, 1997, p. 471)
(lo que equivale a una version discreta de la
serie de Volterra de g):

17



JaviEr HUMBERTO OSPINA HOLGUIN, EDINSON CAICEDO CEREZO

g€, & ,5.) =

Zae +22le L€

)

S e e e

i=1 j=i k=j

donde el indice j empieza en i y el indice k&
empieza en j para no contar dos veces los
productos cruzados de las innovaciones.

El primer término de la suma es un térmi-
no estandar de media movil (MA (e)) lineal,
mientras que los demas términos son no li-
neales. Esto nos motiva a escribir g como una
suma de un término lineal y de un término
no lineal, asi:

(€ > gre-r)
o ®)
=8 (€ & )8, (& & ,,0)
con
8 (& € )= zaisl—i
i=1
LRI NP
_22b| t=i t
e Fof )

Y Yoo e+

i=l j=i k=j

Notese que la definicion que estamos usando
de linealidad es analoga a la definicion de no
linealidad: una funcién es lineal si es una fun-
cion lineal de una sucesion de innovaciones
IID. Esta definicion se puede comparar con la
definicion de linealidad 11D de Brock y Potter
en Brock & de Lima (1995, p. 5):
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Un proceso estocastico estrictamente esta-
cionario de media cero Y, con suficiente re-
gularidad para que posea una representacion
de Wold (causal) unilateral es IID (MDS) li-
neal si tiene una representacion Y, = X 0,€,
con{ ¢, } una sucesion IID (una sucesién de
diferencias de martingala (MDS)) (traduc-

cion nuestra).*
1.6 Resumen del modelo

En resumen, la serie 7, de los retornos se pue-
de expresar como

r,=g0,e,_,,..)+eh(0g_,,...)

=g, €, & )t € € ) (10)
+eh(0,e_,,...)

es decir, como una media condicional que
tiene una parte lineal y una parte no lineal,
mas un término que depende de la raiz de la
varianza condicional. Cuando hablemos de
hallar patrones de no linealidad, nos intere-
sara encontrar exclusivamente el término no
lineal de la media condicional. Muchos de los
test (Portmanteau) con poder contra varias
alternativas no lineales no tienen un poder
especifico contra no linealidad en la media
condicional: por esta razon, en las dos me-
todologias que se utilizaran para establecer
la no linealidad en media sera necesario un
pre-filtrado lineal, y en una de ellas habra que

Otra definicion convencional de linealidad que se cor-
responde con la de esta seccion es aquella segtin la cual
un proceso estocastico es lineal si es un filtro lineal de
entradas IID (Barnett et al., 1997). Un proceso ARIMA
es un filtro lineal de orden finito, mientras que una ex-
pansion de Volterra de primer orden (con ningin kernel
de orden mas alto) es infinito-dimensional y cubre el
espacio de los filtros lineales (Barnett ez al., 1997).
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descartar ademas la no-linealidad debida a la
varianza condicional.

2. Metodologia

En el modelo anterior se concluyé que, des-
preciando los términos que dependen del ter-
cer momento condicional en adelante, siempre
que el signo del retorno sea predecible, tal
signo dependera exclusivamente de la media
condicional g. El propésito de esta seccion es
exponer con base en el modelo dos posibles
metodologias que permiten evaluar si los
patrones en la media condicional son no li-
neales o no, es decir, si el término g , es no
nulo o no.

La primera metodologia consta de un filtrado
lineal de la media condicional y de un filtra-
do de la varianza condicional, después de lo
cual se aplica un test de IID. A continuacion,
cada uno de los dos filtros se justifica teori-
camente, se explican sus detalles técnicos y
se expresa la serie de los retornos en términos
de estos filtros. Posteriormente, se presenta
el test de [ID y se interpreta y explica su fun-
cionamiento técnico.

La segunda metodologia consta de un filtrado
lineal y de un test de no linealidad en media
basado en redes neuronales. Para explicar es-
ta metodologia se ofrece una interpretacion
simple de lo que hace el test.

2.1 Primera metodologia (filtro lineal
de la media condicional - filtro de la
varianza condicional - test de 1ID)

La primera metodologia consiste en cuatro
pasos:

» Adoptar un modelo para la parte lineal de
la media condicional.

» Adoptar un modelo para la varianza con-
dicional.

» Filtrar los términos que dependen de la
parte lineal de la media condicional y de
la varianza condicional estimando los
parametros del filtro con base en los mo-
delos adoptados.

» Establecer mediante un test apropiado si
los residuos del filtro (que en teoria equi-
valen al término no lineal de la media
condicional g) son ruido independiente
o0 si contienen patrones que indiquen que
el término no lineal no es nulo.

2.1.1 Modelos para la parte lineal
de la media condicional y para la
varianza condicional

2.1.1.1 Un modelo para la parte lineal de
la media condicional

El Teorema de Representacion de Wold esta-
blece que todo proceso estacionario de tiem-
po discreto puede expresarse como la suma
de dos procesos: uno puramente determinista
y uno puramente indeterminista (Chatfield,
2003, p. 50). Por puramente determinista se
quiere decir que una serie x, se puede escribir
como una combinacion lineal (posiblemente
infinita) de x,,,X _,..-. sin error (cf. Bierens,
1996, p. 136). Notese que esta definicion no
se corresponde con el sentido tradicional en
que se usa la palabra determinista (Chatfield,
2003, p. 51).
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El teorema también establece que el compo-
nente puramente indeterminista puede escri-
birse como la suma lineal de una sucesion de
variables aleatorias (Chatfield, 2003, p. 51).
Si los elementos de la sucesion se distribuyen
normalmente, la incorrelacion implica inde-
pendencia, y podemos expresar la sucesion
como un proceso de media movil MA ()
(Chatfield, 2003, p. 51) definido como:
MA (=)= Yae,, (11)
i=l

De acuerdo con esto, el término lineal de
la media condicional g, puede interpretarse
precisamente como el proceso MA () que
representa la componente puramente indeter-
minista de g, en la descomposicion de Wold
(la componente puramente determinista es-
taria ausente).

Sin embargo, desde el punto de vista com-
putacional, y en la practica, no es muy util
expresar un proceso lineal puramente inde-
terminista como g, en la forma de un proce-
S0 MA () (Chatfield, 2003, p. 51), ya que
habria que estimar demasiados parametros.
Usualmente, para obtener representaciones
mas parsimoniosas de la representacion de
Wold se busca una representacion mediante
un modelo ARMA (Rothman, 2001). Un co-
nocido teorema (Schmidt, 2005, p. 235, teo-
rema 12.3) establece que todo proceso ARMA
(», q) puede representarse por un proceso
MA con un numero suficientemente largo de
rezagos (posiblemente infinito). De acuerdo
con esto, podemos reescribir el término lineal
de la media condicional g, en términos de un
proceso ARMA (p,q)
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g (8171 X ’EPZ’XPZ"")

“Sae +Yare, (12)

donde los dos primeros términos de la ulti-
ma linea corresponden a un proceso ARMA
que captura parsimoniosamente la mayor
parte de los patrones lineales del proceso
generador de datos (DGP), mientras que el
tercer término es comparativamente despre-
ciable.’ La constante del modelo ARMA se
omite aqui sin pérdida de generalidad. En la
practica, la distincion entre un filtro lineal
de orden muy alto y un proceso no lineal es
de poco uso, por esto nos restringimos a un
filtro lineal ARMA (cf. Barnett et al., 1997).
Asi, la deteccion o el filtrado de la linealidad
de la serie implicara simplemente el uso de
un filtro lineal de orden bajo. La discusion
anterior justifica la validez tedrica de aplicar
un filtro ARMA para extraer la linealidad en
la media condicional.

Comparese con uno de los modelos paramétricos no
lineales, el modelo bilineal:

g(SH RSP S y)

= zpigl—i + Eeixl—i + EEYUX i€

i=1 i=1 i=l j=1
(Campbell, Lo & MacKinlay, 1997, p. 471; véase Tsay,
2001, p.128, para una version con sumas finitas). Los
dos primeros términos corresponderian a la expresion
lineal que hemos llamado g,.
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2.1.1.2 Un modelo para la varianza
condicional

Existen multiples modelos para la varianza
condicional: ARCH (Autorregresive Condi-
tional Heteroskedasticity); GARCH (Gene-
ralized ARCH, una suerte de ARMA para va-
rianzas condicionales); IGARCH (Integrated
GARCH, una suerte de ARIMA para varian-
zas condicionales); FIGARCH (Fractionally
Integrated GARCH, una suerte de ARFIMA
para varianzas condicionales); ARCH-M
(ARCH in mean), EGARCH (Exponential
GARCH); HARCH (Hysteresis-GARCH) (cf.
Hamilton, 1994) y los modelos A-PARCH
(Asymmetric Power ARCH), entre otros.® En
finanzas, son comunes los modelos GARCH
(especialmente GARCH(1,1)), GARCH-M y
EGARCH. En este articulo utilizaremos un
modelo GARCH, con el supuesto de que el
apoyo empirico que ha recibido confirma que
puede ser suficientemente general para captar
los patrones de la varianza condicional (cf.
Hansen & Lunde, 2005).

Los modelos GARCH (Generalized ARCH)
fueron desarrollados por Bollerslev (1986)
y Taylor (1986) como una generalizacion de
los modelos ARCH introducidos original-
mente por Engle (1982). La representacion
de la varianza GARCH (r,s) es:

cl=wn+ zociefﬂ + 2[3]031. (13)
i=1 j=1

donde 7 es el orden de los términos GARCH
autorregresivos y s es el orden de los térmi-

Los modelos A-PARCH cubren a los modelos particu-
lares ARCH, GARCH, TS-GARCH, GJR-GARCH,
T-GARCH, N-GARCH y Log-GARCH (McKenzie
etal., 2001, Wurtz, Chalabi & Luksan, 2006).

nos ARCH de media moévil (cf. Hamilton,
1994, cap. 21).

Este modelo permite predecir el valor de la
varianza en el periodo actual con base en el
promedio de largo plazo (la constante), las
varianzas predichas en los periodos anterio-
res (términos GARCH) y la informacion so-
bre la volatilidad observada en los periodos
anteriores (términos ARCH). El modelo es
consistente con el agrupamiento de la vola-
tilidad observado a menudo en los datos fi-
nancieros, de acuerdo con el cual los cambios
grandes en los retornos suelen ser seguidos
de cambios grandes y los cambios pequefios
de cambios pequenios. Puede consultarse a
Bollerslev, Chou, & Kroner (1992), Bollers-
lev, Engle & Nelson (1994) o a Hamilton
(1994, cap. 21) para mas detalles.

2.1.1.3 Representacion de los retornos
con base en los modelos para la parte
lineal de la media condicional y para la
varianza condicional

De acuerdo con los modelos que hemos
escogido, los retornos se pueden expresar
como:

r[

= gnl (S!—l ’8172 e )
+g, (€., )+t€h(0,e ,,..)
=8 €€

(14)

‘{7“ + ipixt—i + qzeisl—i ]
i=l S i=l r o
+el[w + Zaief_l + ZBjof_j ]
i=1 j=1
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donde el segundo término representa un
modelo ARMA (p,q)y el ultimo término es
una innovacion por la raiz de un modelo
GARCH (7). (La constante 4 se introduce
en caso de que la media del proceso no sea
cero).

Después de estimar los parametros del mo-
delo ARMA-GARCH es posible filtrar los
retornos para evaluar si los residuos del fil-
tro no son independientes o si estan hechos
de ruido IID. Si los residuos no son inde-
pendientes, el término tedrico no lineal de
la media condicional sera no nulo (pues, en
términos mas laxos, los residuos tendran un
“patrén” que no ha sido capturado por el
modelo). En cambio, si los residuos del fil-
tro ARMA-GARCH son IID, concluiremos
que el modelo ARMA-GARCH describe
con suficiencia los datos y que, por ende, no
existe no linealidad en media condicional en
la serie de los retornos. Con el fin de evaluar
si los residuos del modelo ARMA-GARCH
son o no IID, tendremos que aplicar un test
de IID (véase el numeral 2.1.3 sobre los de-
talles especificos de como son tedricamente
estos residuos).

2.1.2 Un test de IID: el test BDS

El test de IID que se utilizara con el fin de
evaluar si los residuos del modelo ARMA-
GARCH son o no IID es el test BDS. El test
BDS fue desarrollado por William Brock,
Davis Dechert y Jose Scheinkman en 1986,
aunque su trabajo original no fue publicado
hasta 1996 en compaiiia de Blake LeBaron,
que ayudo a escribir un programa en Fortran
y luego en C para el test (Brock ez al., 1996).
Otros articulos originales de interés incluyen
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LeBaron (1997) y Scheinkman & LeBaron
(1989), y el libro Brock, Hsieh & LeBaron
(1991). El test BDS es un test de independen-
cia con poder contra virtualmente todos los
tipos de desviaciones lineales o no lineales
(aunque se han hallado excepciones tedricas
sin relevancia practica, v.g. Dechert (1988)).
El test no hace asunciones sobre la distribu-
cion de los datos (fuera de que son IID en
la hipotesis nula) ni asume la existencia de
momentos superiores.

En realidad, el test BDS no es un test de no
linealidad (ni de caos), aunque algunos auto-
res lo describan (errébneamente) asi (cf. Casti,
1992, cap. 4.7). Sin embargo, en conjuncion
con determinados filtros, el test puede de-
tectar no linealidad. Asi, por ejemplo, si se
aplica a datos filtrados linealmente, el test
tendria poder contra practicamente cualquier
tipo de desviaciones estocasticas no lineales
(en media, en varianza, etc.) o deterministas
no lineales (caos). A pesar de lo anterior, es
importante aclarar que el test no permite ave-
riguar, sin una estrategia metodologica apro-
piada que podria incluir a otros test o filtros,
qué tipo de no linealidad esta presente.

De acuerdo con la estructura de la primera
metodologia que se ha propuesto (numeral
2.1.1), para establecer la presencia de no
linealidad en media utilizaremos un filtro
ARMA-GARCH. Una de las ventajas del
test BDS es que es tedricamente robusto si se
aplica a residuos de filtros ARMA (Brock &
de Lima, 1995) y GARCH (Kanzler, 1999).
Sin embargo, por razones atin desconocidas,
y a pesar de su robustez tedrica, los residuos
aditivos GARCH parecen sesgar el estadisti-
co del test BDS (Kanzler, 1999), aunque este
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problema se puede contrarrestar utilizando
bootstrapping para estimar la significancia
del test (Kanzler, 1999), tal como se hizo en
este trabajo.

2.1.2.1 El funcionamiento del test BDS

Eltest BDS esta descrito en detalle en Brock
et al. (1996), pero vale la pena ofrecer una
idea general sobre su funcionamiento. Su-
pongamos, bajo la hipotesis nula, que una
serie de tiempo x, es 1ID. Si calcularamos la
probabilidad de que una historia de dos ob-
servaciones cumpliera cada una con la condi-
cion de cercania de estar en una bola cerrada
de radio &, tendriamos para cualquier i#j

con
c (&)= P(|xi - xj‘ < E) (16)

donde la segunda y la tercera igualdad en la
ecuacion (15) se deben al caracter 11D de la
serie.

En general, este resultado se puede generali-
zar para m-historias (m-dimensiones), y las
hipotesis nula y alternativa del test BDS son
precisamente que

H :c (e)=c™(¢)

H:c (e)#c™(e) (17)

lo cual es practicamente equivalente a probar
IID frente a casi cualquier otra alternativa.
Como al trabajar con datos no es posible
calcular las probabilidades ¢, (&) y c,(¢) de
manera directa, estas se estiman recorriendo
todas las posibles m-historias mientras que
se cuenta el nimero de m-historias que satis-
facen la condicion de cercania. En términos
matematicos, para una serie con n observa-
ciones, tenemos:

2
c. (&)=——m—
m.n (n-m+1)n—-m)
n-m+ln-m+1 m-1 (18)
u(£— Xs-+-j - XH—j )
s=l t=stl =0
donde

3 0,x<0 19
ulx)= 1,x>0 ( )

es la funcion de Heaviside, que en este caso
ayuda a enumerar cada m-historia que cumpla
con la condicion de cercania. Precisamente,
laentidad ¢, (¢) es la integral de correlacion
hecha popular por Grassberger & Procaccia
(1983), una medida de la probabilidad media
de que los estados de dos instantes diferentes
estén cercanos entre si.

Estas estimaciones muestrales de las pro-
babilidades pueden usarse para construir el
estadistico

bm.n (8): Cm.n (E:)_Cl.n—m-f-l(g)m (20)
que en tanto se cumpla la asuncion 11D de-

beria estar cerca de cero (el segundo término
descarta las tiltimas m—1 observaciones para
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que contenga el mismo niimero de términos
que el primero).

De hecho, Brock et al. (1996) prueban que

limvn—m+1 % ~N(0,1) (21)

n—ee
m,n

con
m -1

o2 (€)=4k" +8) k"¢ +
2 (22)

4(m-1)c,”™ - 4m’ke, "

donde el pardmetro ¢, puede estimarse por
medio de ¢, , y el pardmetro & es la proba-
bilidad de que una tripla de puntos estén a
una cercania € los unos de los otros y puede
estimarse contando el nimero de triplas que
satisfacen esa condicion

~ 2
n(-1n-2)

iii(le(xl,xs)lg(xs,xrﬁ (23)

t=1 s=t+1r=s+1

k, (&)

L(x,x ) (x,,x )+
IL(x,,x )L (x,,X,))
donde

Lxy)=ue-|x-y) (24)

2.1.3 Resumen de la primera
metodologia

De acuerdo con los modelos que se escogie-
ron para la parte lineal de la media condicio-
nal y para la varianza condicional, los log-
retornos se pueden describir, con base en la
ecuacion (14), asi:
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I,

=g (8171 ,8[72,...)
+g, (€€ y,-)+EN(0E _,..)
= gn] (8!71 ’8172"")

+{k + i“pixH + ieieH ]+. . (25
; s B . 1/2
gl o+ Zaisii + ZBJGf—j
i=1 i=1

donde el primer término de la tltima linea
es el término no lineal en media, el segundo
término corresponde al modelo ARMA del
término lineal en media y el Gltimo término
al residuo escrito en términos del modelo
GARCH.

Si el filtro ARMA-GARCH esta correcta-
mente especificado, después de aplicar la
parte ARMA del filtro el término ARMA
desaparecera de los retornos, y después de es-
tandarizar los residuos del filtro ARMA con
base en el modelo GARCH para la varian-
za (es decir, después de dividir los residuos
del filtro ARMA entre la raiz de la varianza
GARCH), los residuos estandarizados (i.e.
los retornos filtrados y estandarizados) que-
daran como:

£ CRE NS

= 1/2
o s r
t 26)
2 2 (
o+ E oe  + E Bo.
i=1 j=1

donde se utiliza la expresion ¢, para denotar
los residuos de la ecuacion en media del filtro
ARMAy la division entre o, para denotar la
estandarizacion GARCH de estos residuos.
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En otras palabras, en términos teoricos, los
residuos estandarizados del filtro ARMA-
GARCH resultan de eliminar de los retor-
nos de la ecuacion (25) el término ARMA

P q
[MZpisH +Zeix”J y de dividir el re-
i=1 i=1

sultado entre la raiz de la varianza GARCH

1/2

"“’20‘18‘: +25j03,j . Si no existe no
i=1 j=1

linealidad en media (i.e. si g, = 0), el primer
término de la expresion (26) sera cero. Por
ende, de acuerdo con el modelo teorico, los
residuos estandarizados seran IID:

t

AT g, cuandog, =0 (27)
o

t

En cambio, si existe no linealidad (i.e. si
g,70), no hay ninguna razon a priori para
que los residuos estandarizados sean IID.
Precisamente, como paso final de esta pri-
mera metodologia para detectar no linealidad
en media, se aplica el test BDS de IID a los
residuos estandarizados del filtro ARMA-
GARCH.

2.2 Segunda metodologia
(filtro lineal de la media
condicional — test basado en
redes neuronales)

La segunda metodologia que se utilizara pa-
ra detectar no linealidad en media en la serie
del IGBC consiste en evaluar si una funcion
mensurable de la historia del proceso se co-
rrelaciona con los residuos de un filtro lineal.
Esta metodologia es la que se ha desarrollado
en el test de White de no linealidad (White,

1989).7 En este test, la serie de tiempo se
ajusta por medio de una red neuronal con
conexiones hacia delante (feed-forward) con
una unica capa oculta, la cual se usa para es-
tablecer si los residuos de un filtro (lineal)
AR exhiben estructura no lineal (en media).
Esta metodologia tiene la ventaja de que
es innecesario un prefiltrado de la varianza
condicional.

2.2.1 Test de White de no linealidad
basado en redes neuronales

Los detalles técnicos del test de White pue-
den verse en White (1989) o en Lee (2001)
para una exposicion resumida. En este apar-
tado solo describiremos en términos genera-
les la logica del test, como es expuesta por
Barnett et al. (1997) y por Lee (2001). Para
comenzar, el test de White ajusta la serie de
tiempo mediante una red neuronal con co-
nexiones hacia delante (feed-forward) con
una Unica capa oculta (para una introduccion
accesible a este tipo de redes neuronales se
puede ver Heaton, 2005, cap. 5). La salida de
la red viene dada por:

q
yo=x B+ DBy re (28)

j=1
donde x, es la entrada, £ es un vector colum-
na que representa la fuerza de las conexiones
entre la capa de entrada y la capa de salida,
7, €s un vector columna que representa la
fuerza de las conexiones entre la capa de en-
trada y cada una de las ¢ unidades ocultas, éj

Algunos autores lo denotan como el test de Lee-White-
Granger (v.g. McNelis, 2005, p. 91) o test de White
basado en redes neuronales. Este test no debe con-
fundirse con el conocido test de heteroscedasticidad
de White.
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es un escalar que representa la fuerza de la
conexion entre la j-ésima unidad oculta y la
unidad de salida, y y es una funcion de base
radial o una funcién compresora.

La red funciona enviando sefiales desde las
unidades de entrada hasta las unidades ocul-
tas intermedias; luego cada unidad oculta
produce una activacion y que envia una sefial
a la unidad de salida.

Mediante la red se determina si hay cual-
quier estructura no lineal en los residuos de
un filtro AR sobre la misma serie de tiempo.
La hipotesis nula del test es la 