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RESUMEN

Este articulo propone un modelo continuo para determinar el indice de pérdidas ase-
guradas desencadenante de los Insurance-Linked Securities, ILS. Para ello, se considera
que la cuantia total de la catastrofe cubierta en la emisién, esta formada por la suma
de dos variables aleatorias, la cuantia declarada de siniestros y la cuantia de siniestros
pendiente de declarar. La hipétesis central del modelo se basa en suponer un decre-
cimiento temporal de esta Gltima cuantia, proporcional a una funcién exponencial,
que denominamos tasa de declaracién de siniestros asintética. La dindmica de este
decrecimiento la representamos a través de un movimiento browniano geométrico y
la cuantia declarada de siniestros, numerador de la ratio de pérdidas que se quiere
determinar, se obtiene por diferencia entre la cuantia de siniestros pendiente de de-
clarar y la cuantia total de la catastrofe.

Palabras Clave: Insurance-linked securities; cuantia de siniestros pendiente de decla-
rar; cuantia declarada de siniestros, tasa de declaracién de siniestros asintética; indice
de pérdidas por catastrofes; movimiento Browniano geométrico.

ABSTRACT

This article proposes a continuous model to determine the loss-index-trigger of Insu-
rance-Linked Securities (ILS). To this aim, we consider that the total amount of the
thus covered catastrophe results from the sum of two random variables, the reported
claims amount and the reported-but-not-yet-reported claims amount. The central hy-
pothesis of our model assumes a temporary decrease of the latter, proportional to an
exponential function that we call asymptotic reporting claims rate. We represent the
dynamics of this decrease through a geometric Brownian motion, wheras the reported
claims amount, numerator of the loss ratio intended to be determined, is obtained
by the difference between the incurred-but-not-yet-reported claims amount and the
catastrophe’s total amount.

Key words: insurance-linked securities; incurred-but-not-yet-reported loss amount;
reported loss amount; asymptotic claim reporting rate; catastrophic loss index; geo-
metric Brownian motion.
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1. INTRODUCCION: REVISION DELOS MODELOS DEVALORACION
DE ILS PRECEDENTES

Hasta la década de los 60 del siglo pasado, las aseguradoras norteamericanas em-
pleaban los contratos tradicionales de reaseguro como instrumento para afrontar la
siniestralidad derivada de los riesgos de naturaleza catastréfica. A partir de 1970y hasta
1992, las catdstrofes ocurridas generaron un promedio de pérdidas anuales de 2.500
millones de délares. La mayoria de estos grandes eventos de suceso imprevisible y de
graves consecuencias econdmicas no llegaron a alcanzar los 250 millones de délares
en pérdidas, razén por la cual pudo ser hasta entonces el reaseguro cauce técnico
suficiente para canalizar la cobertura de este tipo de operaciones.

1992 marcé, sin embargo, un punto de inflexién en esta linea ordinaria de ac-
tuacion de las companias del ramo: en ese afo concurrieron varios factores, cuya
acumulacién provoco la insuficiencia del reaseguro como procedimiento idéneo para
la cobertura del riesgo catastréfico. En ese aio se sucedieron dos grandes catastrofes
en un corto periodo de tiempo, durante el tercer trimestre de 1992 (concretamente
durante los dias 24-26 de agosto de 1992), el huracan Andrew dej6 un abultado balance
de 18.600 millones de délares en pérdidas (mds del doble que la mayor catastrofe
registrada hasta aquel momento, el huracan Hugo, ocurrido en septiembre de 1989).
Escasa fechas después (11 de septiembre de 1992), los dafos causados por el huracan
Iniki alcanza una cifra aproximada de 1.600 millones de délares.

La gran magnitud de estas dos catéstrofes y su casi coincidencia en el tiempo
tuvieron una honda repercusién sobre la actividad de las reaseguradoras norteameri-
canas que se tradujo fundamentalmente en la reduccion de sus limites de aceptacion
de riesgos de este tipo. Como efecto derivado, las compafifas de seguros se vieron
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fuertemente incentivadas para la bisqueda de nuevos sistemas de diversificacién del
riesgo desarrollando y perfeccionando instrumentos alternativos de transferencia y
financiacion basados en los mercados de capital, asi como elaborando métodos fia-
bles de cuantificacién para evaluarlos, considerando ademas su constante evolucion.
Conocidos con el nombre de titulizaciéon (securitization), el objetivo Gltimo de estos
productos es incrementar las posibilidades en el mercado asegurador y, por tanto, la
capacidad de suscripcion, ofertando mayores coberturas en aquellos casos en los que
las coberturas existentes hasta el momento han sido insuficientes o nulas, mediante
la creacién y emision de derivados financieros basados en seguros (Insurance-Linked
Securities, 1LS), como bonos, opciones, swaps e industry loss warranties. De esta forma,
las aseguradoras pueden trasladar parte de su riesgo a los inversores quienes toman
posiciones en la ocurrencia y el coste de las catastrofes’. La estructura con que se
emiten los ILS depende de coémo se lleve cabo la cobertura del riesgo y, por tanto, la
indemnizacion que recibe la compania que patrocina la operacién. En general, existen
diferentes de triggers o desencadenantes, entre los cuales destacan los desencadenantes
de indemnizacion y de indices, aunque dentro de éstos ltimos se distingue, segiin se
realice su célculo, entre paramétricos, pérdidas modeladas y pérdidas de la industria
aseguradora, siendo este Gltimo el mas utilizado en el desarrollo de los activos deri-
vados sobre seguros.

Un aspecto relevante en el andlisis, tanto teérico como practico, de estos ins-
trumentos con desencadenantes de indices de pérdidas, es su tarificacién a lo largo
de un horizonte temporal determinado. Desde un enfoque exclusivamente actuarial,
para fijar el precio de un producto de seguros, tradicionalmente se trabaja con las
hipétesis de la Teoria Cldsica del Riesgo que suponen variables aleatorias cuantias
individuales de los siniestros independientes y equidistribuidas. Ademads, la prima
se obtiene aplicando el principio de mutualidad a partir del cual los riesgos se
distribuyen entre toda la masa asegurada, de forma que en promedio los errores
se compensan y la esperanza matematica de la siniestralidad total, o prima pura,
es suficiente para llevar a cabo la cobertura. Sin embargo, este procedimiento de
determinacién del precio del seguro es incongruente con la valoracién realizada
en los mercados financieros, en los que, la cuantificacion de los activos derivados
se obtiene, evitando las oportunidades de arbitraje, mediante la réplica de carteras
formadas por activos simples cuyos resultados son iguales, en todo momento del
periodo de negociacioén, al del activo derivado objeto de valoracioén. La tarificacion
de los ILS en este contexto requiere la definicién de un modelo que permita calcular
la evolucién temporal de la cuantia total de las pérdidas, y por tanto de la ratio de
siniestralidad subyacente de este tipo de contratos.

Diversos autores se han ocupado de esta cuestion. A continuacion se desarrollan
los mas relevantes para esta investigacion.

1 Pérez-Fructuoso, M. J., “La titulizacién del riesgo catastréfico: descripcién y andlisis de los
cat bonds (Bonos de Catdstrofes),” Revista Espanola de Seguros, 121, 2005, pp. 75-92.
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Cummins y Geman? desarrollaron de un modelo de valoracién para los contratos
de futuros sobre riesgos catastréficos negociados en el Chicago Board of Trade (en
adelante, CBOT), CAT-futures, a principios de la década de los 90 del siglo pasado.

Los autores definen el proceso {S(r)>0,0<¢<T}, y lo denominan proceso de recla-
maciones instantaneo (instantaneous claim process), en el que s() determina la cuantfa
total de declaraciones de siniestros por unidad de tiempo. A partir de esta siniestralidad
instantdnea, los autores calculan la cuantia total de pérdidas debidas a catastrofes en
el momento del vencimiento, L(T).

De acuerdo con este modelo, la dindmica de S@) puede representarse de dos
modos diferentes dependiendo de cuél sea el periodo de tiempo considerado:

* Durante el trimestre de pérdidas, la evolucién de S(t) viene dada por un proce-
so browniano geométrico con tendencia @, que describe la aleatoriedad en las
declaraciones de siniestros y las pequefias catastrofes. Se parte, a tal fin, de la
hipétesis de que los asegurados declaran sus siniestros de forma continua y de
que estas declaraciones siempre toman valores positivos. A todo ello, se anade
un proceso de Poisson que cuantifica los saltos imprevistos en la declaracién de
las pérdidas cuando sobrevienen grandes catéstrofes,

dS(0)= (" Yout-+dw(t)]+ kaN () )

donde w(t) es un proceso de Wiener bajo la medida de probabilidad neutral al
riesgo y N(t) es un proceso de Poisson independiente de w(t), cuyo parametro 2
que representa la frecuencia de los saltos.

En la ecuacién diferencial estocastica (1), k es una constante que indica la am-
plitud de los saltos producidos como consecuencia de la ocurrencia de una gran
catéastrofe. Dicho en otros términos, la cuantia total de las catdstrofes en este
modelo es siempre constante e igual a k.

La parte discreta que se incluye en la ecuacién (1), kdN(t), representa el salto
brusco en la intensidad de las declaraciones de siniestros que se produce como
consecuencia inmediata de la declaracién oficial de una gran catéstrofe de inten-

sidad k.

* En cambio, en el trimestre run-off, o trimestre de desarrollo o de declaracién de
pérdidas, el proceso S(t) se representa simplemente a través de un proceso brow-
niano geométrico con tendencia «':

2 Cummins, J. D. y H. Geman, “Pricing Catastrophe Insurance Futures and Call Spreads:
An Arbitrage Approach,” Journal of Fixed Income, 4, 1995, pp. 46-57.

RIS, Bogota (Colombia), 43(24): 195-216, julio-diciembre de 2015 \|99/



D2 MARIA JosE PErez-FRuCTUOSO

dS()=S®)[o. “dt+oacdw(t)] 2

En este periodo, solo se considera el caracter aleatorio del ritmo de las decla-
raciones. Ello supone que la cuantia de las declaraciones de siniestros no esta

influida por la ocurrencia imprevista y ocasional de catastrofes.

En las ecuaciones (1) y (2), a, a’ y & son constantes que representan la parte
continua de la siniestralidad instanténea, si bien hay que destacar que ¢ (o, alternati-
vamente, o) tiene imputado un valor especial, derivado de la valoracién en ausencia
de oportunidades de arbitraje, que puede obtenerse a partir de la siguiente expresion?,

a=p—pc (a'=p’—po)

donde u es la tendencia del proceso bajo la medida de probabilidad real y o es
la prima de riesgo por unidad de riesgo del mercado, constante para cualquier te[0, T].

Una vez especificada la evolucién de las declaraciones de siniestros de acuerdo
con las dos alternativas recién expuestas, puede obtenerse el valor de las pérdidas
totales en el momento del vencimiento, L(T), del siguiente modo,

L(T) = j OT S(s)ds (3)

teniendo en cuenta que la cuantia de siniestros declarada en el momento inicial
del proceso, S(0), es una constante positiva dada.

El modelo propuesto por Cummins y Geman parte de la hipétesis de que los
contratos de futuros sobre riesgos catastréficos tienen como subyacente una ratio
de siniestralidad que representa la acumulacion de pagos por pérdidas aseguradas
derivadas de sucesos de naturaleza catastréfica a lo largo de un periodo de tiempo
concreto. Ello los diferencia de los activos derivados clésicos, cuyo subyacente es
el precio de un commodity o activo financiero al final de un intervalo temporal
definido. La principal consecuencia de este nuevo enfoque financiero-actuarial
es que desaparecen las tradicionales relaciones existentes entre el precio spot y
el precio futuro*.

El precio del CAT-futures refleja al vencimiento una suma de pagos por indemni-
zaciones lo que, a juicio de los autores, implica que el resultado del futuro presenta
una estructura similar a las opciones asidticas, en las que el activo subyacente es una
suma ponderada de precios spot.

3 Shimko, D., “The Valuation of Multiple Claim Insurance Contracts”, Journal of Financial
and Quantitative Analysis, 27 (2), 1992, pp. 229-246.
4 Cox, J., J. E. Ingersoll, J. E. Y S.Ross, “ The Relation between Forward Prices and Futures

Prices”, Journal of Financial Economics, 9, 1981, pp. 321-346.
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Una vez determinada la evolucién de la ratio de siniestralidad, la hipétesis basica
para cuantificar el precio del contrato CAT-futures es que no existan oportunidades
de arbitraje. Dadas estas circunstancias, el precio a que se acaba de hacer referencia
puede establecerse como la esperanza matematica de la diferencia del valor de dos
opciones asiaticas que tienen por subyacente el proceso de reclamaciones instantaneo,
S(t), con vencimiento Ty con precios de ejercicio distintos.

En 1997, Geman y Yor5 proponen un nuevo modelo de valoracién de un tipo de
contrato de activos derivados sobre riesgos catastréficos, las opciones PCS. Su principal
rasgo: una representacién directa de la dinamica del subyacente que viene dado por
el total de pérdidas declaradas, L(t). Asimismo, toman en consideracién dos lineas dife-
rentes de evolucién para cada uno de los periodos de vida de las opciones analizadas:

* En el periodo de pérdidas, L(t) sigue un proceso de difusién (Poisson-difus-
sion process) representado por la siguiente ecuacién diferencial estocastica,

dL®=St)dt+0dN(t) (4)
donde S(t). es un proceso browniano geométrico que traduce la aleatoriedad en
las declaraciones de siniestros.

Para simplificar, los autores consideran que, S(t) = e*¥+*" siendo W(t) un proceso
de Wiener bajo la medida de probabilidad neutral al riesgo.

En cuanto a N(t) se define como un proceso de Poisson de parametro @, in-
dependiente de S(t), que representa la ocurrencia de grandes catastrofes. & es
una constante positiva equivalente a la magnitud de los saltos provocados por la
ocurrencia de una gran catéstrofe.

* Enel periodo de desarrollo, la dindmica de L(t) puede representarse mediante un
proceso browniano geométrico a través de S(t),

dL@® = S(tdt (5)
con parametros de tendencia y volatilidad diferentes a los del periodo de pérdidas.

Tras haber fijado la progresién del subyacente, L(t), y considerando un tipo de
interés constante, r, a lo largo de toda la vida de la opcién, los autores obtienen el
precio de la misma en el momento t, C(t), como la esperanza matematica actualizada
de su valor al vencimiento, de acuerdo con la siguiente férmula,

Clt)=e"MEq [maX{L(T)—kJO}/ F t] ©

5 Geman, H. y M. Yor, “Stochastic time changes in catastrophe option pricing,” Insurance:
Mathematics and economics, 21, 1997, pp. 185-193.
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siendo k el valor de la ratio de ejercicio de la opcién y F, la informacién sobre
ocurrencia de catastrofes y siniestralidad disponible hasta el momento t.

Para resolver la esperanza matemadtica de la expresién (6) se tiene en considera-
cién la informacién disponible en el momento ¢, F,, que permite escribir la diferencia
L(T)-k como,

L(T)—k= L(t)—k+ j ,T dL(w) 7)

donde L()-k es un valor conocido en t cuyo signo da lugar al analisis de dos
posibles situaciones.

De este modo, si L(t)-k>0 en cualquier momento t de la vida de la opcion,
ésta se hallard in-the-money al vencimiento y la concrecién de su precio se reduce al
célculo de la esperanza de la integral _[HL(U). En cambio, si L()-k<0O pueden plan-
tearse dos situaciones distintas dependiendo del momento de valoracién t. Si dicho
momento pertenece al periodo de desarrollo de la opcién, el precio de la misma se
obtiene calculando la esperanza matemdtica del valor de una opcién asiatica con
subyacente ajustado a un proceso browniano geométrico y con precio de ejercicio
k-L(t). Si el instante de valoracién pertenece al periodo denominado de pérdidas, el
problema de la valoracién resulta de extremada complejidad matematica: conforme
a una metodologia inductiva, la resolucién se asienta sobre un caso particular en
el que las hipétesis de partida quedan relajadas a un proceso de difusién (Poisson-
difussion process) para todo el periodo de negociacién. Dado que los procesos de
Wiener y de Poisson tienen caracter estacionario y son independientes entre si®, el
problema queda reducido al estudio de la situacién t=0 y se resuelve atribuyendo
caracter aleatorio al momento del vencimiento fijado y calculando la transformada
de Laplace de la cuantia L(T) respecto a este nuevo vencimiento. El caso general,
con dinamicas distintas para cada uno de los periodos considerados en la opcién,
puede resolverse del mismo modo: aleatorizando el momento final del periodo de
pérdidas y el momento del vencimiento y calculando una doble transformada de
Laplace de L(T) respecto a estos dos nuevos vencimientos.

Loubergé, Kellezi y Gilli” aplican el modelo de valoracién de opciones sobre ca-
tastrofes desarrollado por Cummins y Geman en 1995, para calcular el precio de un
bono sobre catastrofes (en adelante, Cat bond) cuyo desencadenante es un indice de
pérdidas de la industria aseguradora.

Estos autores consideran un bono cupén cero emitido en el momento t=0, cuyo
nominal es F, y con vencimiento t=T. Los pagos del bono estan condicionados a que

6 Arnold, L., Stochastic Differential Equations: Theory and Applications, John Wiley & Sons,
Inc.: New York, 1974.

7 Loubergé, H., E. Kellezi y M. Gilli, “Using Catastrophe-Linked Securities to Diversify In-
surance Risk: A Financial Analysis of Cat Bonds,” Journal of Insurance Issues, 22 (2), 1999,
pp. 125-146.
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el indice de pérdidas al vencimiento utilizado en la emisiéon de dicho bono, I=(T),
alcance un determinado valor que supere el valor desencadenante K especificado en
el contrato.

Denotando el valor del bono al vencimiento como V(T), los estados de la naturaleza
o posibles resultados del bono en t=T, son los siguientes:

*  Si (M<K, las pérdidas catastrdficas recogidas por el indice no superan el valor
desencadenante especificado en la emisién. Por tanto, V(T)=F y los inversores
recuperan el principal complete en el momento del vencimiento.

e Si K<I(T)<K+F, los inversores pierden parte del principal que se destina a cubrir
el exceso de pérdidas recogidas en el indice sobre el desencadenante y por tanto

V(T)=F-(I(T)-K)=0.
* Finalmente, si [(T)=K+F, los inversores pierden el principal complete y el valor
del bono al vencimiento es obviamente nulo (V(T)=0).
Estas expresiones llevan facilmente a escribir el valor del bono al vencimiento
como,

V(T) =F-max(0,I(T)-K) +max(0,I(T)-(K+F) (8)

el perfil de beneficios generados por la compra de un reverse call spread (es decir,
la combinacién de una posicion larga en bonos cupén cero sin riesgo, una posicion
corta en una opcién de compra sobre catastrofes con precio de ejercicio K, y una po-
sicion larga en una opcién de compra sobre catastrofes con precio de ejercicio F+K).

Entonces, bajo una aproximacion neutral al riesgo, y suponiendo un tipo de interés
r constante a lo largo del intervalo [o, T] el precio del bono en cualquier momento t
puede obtenerse facilmente como una martingala (es decir, como el valor actual del
precio del bono al vencimiento bajo la medida de probabilidad neutral al riesgo Q),

V() =e"™Eq [V(T)/F[] (9)
siendo F, la informacion disponible sobre declaraciones de siniestros en t.
La ecuacion (9) puede escribirse como,

V(t)=Fe"™—e"™Eq [max(0,I(T)-K)+max(0,I(T)-K+F))]

cuya solucion explicita se obtiene facilmente aplicando el modelo de valoracién
de opciones de Black-Scholes,

V() =Fxe ™ x—[I-N(d")]-INx[N(d)~ N(d") ]+ Kxe"™x[N(d)~ Nd)]  (10)

RIS, Bogota (Colombia), 43(24): 195-216, julio-diciembre de 2015 \{0/3/



D2 MARIA JosE PErez-FRuCTUOSO

2
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Otros autores que han desarrollado modelos de determinacién de indices de

pérdidas para valorar ILS se resumen a continuacion:

Aase® modela la dindmica del indice de pérdidas a través de un proceso de Pois-
son compuesto con saltos aleatorios para valorar futuros y opciones sobre futuros
sobre catastrofes (CAT futures y CAT options) como caso particular del modelo
desarrollado por Embrechts y Meister? que representa el comportamiento del
subyacente mediante una mixtura de procesos de Poisson compuestos y una
frecuencia de siniestralidad aleatoria.

Cox y Pedersen'® proponen un método de calculo del precio de un Cat bond en
mercados incompletos a partir de la definicion de una determinada estructura
temporal de los tipos de interés y de una estructura de probabilidades de ocu-
rrencia del riesgo catastrofico.

Leey Yu" incorporan el riesgo de crédito en la valoracion de los bonos catastrofi-
cos a través de un movimiento geométrico Browniano asi como factores practicos
asociados al azar moral y al riesgo de base.

Muermann utiliza la modelacion del indice de pérdidas desarrolla por Aase
(1999) para realizar una valoracién, consistente en términos actuariales, de los

10

11

12

Aase, K., “An Equilibrium Model of Catastrophe Insurance Futures and Spreads,” Ceneva
Papers on Risk and Insurance Theory, 24, 1999, pp. 69-96 y Aase, K., “A Markov model for
the pricing of catastrophe insurance futures and spreads,” Journal of Risk and Insurance,
vol. 68 (1), 2001, pp. 25-50.

Embrechts, P, y S. Meister, Pricing insurance derivatives, the case of CAT futures. Proceed-
ings of the 1995 Bowles Symposium on Securitization of Insurance Risk, Georgia State
University, Atlanta, Georgia. Society of Actuaries, Monograph M-FI97-1: 15-26, 1997.
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activos derivados opciones y futuros negociados en el CBOT durante la década
de los 90 del siglo pasado.

*  Nowak y Romaniuk® aplican modelos de ETTI (tipos de interés spot libres de
riesgo) para valorar bonos sobre catastrofes, bajo la hipétesis de que la ocurrencia
de la catdstrofe es independiente del comportamiento de los mercados financie-
ros.

e Zong-Gangy Chao-Qun'™, con el fin de tarificar también bonos sobre catéstrofes,
consideran un entorno de tipos de interés estocasticos, para describir las pérdidas
catastroficas a través de un proceso de Poisson compuesto no homogéneo.

* Finalmente, Lai, Parcollet y Lamond' desarrollan un modelo para obtener una
expresion semicerrada del precio de un Cat bond, a partir de un proceso de
difusion con saltos que representa las catastrofes, de un proceso estocastico tridi-
mensional para representar el tipo de cambio vy los tipos de interés nacionales y
extranjeros, y del coste de cobertura del riesgo de tipo de cambio.

Esta revision de la literatura financiero-actuarial pone de manifiesto el uso fre-
cuente del movimiento geométrico browniano para modelar el comportamiento del
indice de pérdidas desencadenante de los derivados vinculados a seguros en general
y, dentro de este tipo de activos, de los Cat bonds en particular. Trabajar bajo esta
hipétesis lleva a asumir un crecimiento exponencial, en promedio, de la declaracion
de siniestros instantdnea, que contrariamente a lo que revela la evidencia empirica,
tiende a ser uniforme en el tiempo. En Cummins y Geman, se asume ademas, que esta
tasa es discontinua al introducir el proceso de salto debido a las grandes catastrofes
en la definicion de S(t); en Geman y Yor, la introduccién de las grandes catdstrofes
se hace en la definicion de L(T). Este planteamiento agregado en cuanto al compor-
tamiento de la velocidad de declaracién de los siniestros no se corresponde con una
distribucién méas o menos uniforme de la ocurrencia de los mismos dentro de un
intervalo temporal concreto, pues es dificil entender que el proceso de agregacion
sea exponencial y no lineal.

Para resolver esta inconsistencia, Alegre, Pérez-Fructuoso y Devolder'® desarrollan
un modelo aleatorio en tiempo discreto que modela el comportamiento del indice de
pérdidas subyacente de los futuros y opciones sobre riesgos catastréficos negociados
en el CBOT. Los autores definen la cuantia total de una catdstrofe como la suma de

13 Nowak, P y M. Romaniuk, “Princing and simulations of catastrophe Bonds,” Insurance:
Mathematics and Economics, 52, 2013, pp. 18-28.

14 Zong-Gang, M.y Chao-Qun, M., “Princing catastrophe risk Bonds: a mixed approximation
method,” Insurance: Mathematics and Economics, 52, 2013, pp. 243-254.

15 Lai, V. S, M. Parcollet y B.F. Lamond, “The valuation of catastrophe bonds with exposure
to currency exchange risk,” International Review of Financial Analysis, 33, 2014, pp. 243-
252.

16  Alegre, A, M. ). Pérez-Fructuoso y P. Devolder, “Modéles discrets d’options sur risques
catastrophiques,” Belgian Actuarial Bulletin, 3, 2003, pp. 28-32.
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dos variables aleatorias, la cuantia declarada de siniestros y la cuantia de siniestros
pendiente de declaracion, limitando la posibilidad de ocurrencia de catéstrofes a una
por periodo. Para reflejar la incertidumbre del ritmo de las declaraciones en el tiempo,
establecen un proceso estocastico discreto formado por variables aleatorias de Bernou-
lli, denominadas tasas nominales de declaracién de siniestros, que permiten simular
periddicamente dos velocidades de declaracién de siniestros, una rapida y otra lenta.
Finalmente demuestran que, dividiendo infinitamente los periodos de observacion,
el modelo discreto aleatorio tiende a un modelo continuo basado en un proceso de
Wiener. A partir de este resultado, Pérez-Fructuoso'” realiza una extensién al campo
continuo del modelo discreto aleatorio anterior para modelar los Cat bonds. Para ello
supone que la dindmica de la cuantia de siniestros pendiente de declarar sigue un
movimiento geométrico browniano representativo de un decrecimiento temporal de
esta variable a raz6n de una funcién real de variable real, denominada tasa de decla-
racion de siniestros. Para el caso de una tasa de declaracién de siniestros constante
(tasa instantanea de declaracion de siniestros), Pérez-Fructuoso'® extiende el modelo
anterior al calculo de un indice de pérdidas que permite la valoracion de cualquier
instrumento derivado vinculado a seguros (Insurance-Linked Securities, ILS).

Sin embargo, observando el comportamiento real de siniestralidad tras la ocurren-
cia de la catastrofe, parece manifestarse una intensidad en el ritmo de las declaraciones
muy elevada durante los primeros dfas tras el evento, que va desacelerandose con el
paso del tiempo, hasta alcanzar un valor constante que se mantiene hasta finalizar el
proceso de declaracion. Por tanto, en este articulo se propone una tasa de declaracion
de siniestros definida como una funcién exponencial con el objetivo de desarrollar una
modelizacién mds ajustada del indice de pérdidas por catastrofes desencadenantes
de los ILS.

La estructura del articulo es la siguiente. Tras revisar en la Seccién primera los
principales modelos existentes de calculo del indice de pérdidas y valoracion de los ILS,
en la Seccién 2 se definen las hipdtesis basicas sobre las que se modela la ocurrencia
de las catastrofes y la declaracion de los siniestros, se describen las expresiones mas
relevantes obtenidas en el modelo original, tanto cierto como aleatorio, y se presenta
las soluciones de las variables cuantia declarada de siniestros y cuantia de siniestros
pendientes de declarar cuando la tasa de declaracién de siniestros se define de forma
exponencial. En la Seccién 3 se calcula el indice de pérdidas por catéstrofes, a partir
de los resultados obtenidos en la Seccién anterior. Finalmente, la Seccién 4 presenta
las principales conclusiones alcanzadas con la realizacion del trabajo.

17 Pérez-Fructuoso, M. J., “A continuous model to calculate the loss trigger index of a CAT
Bond,” Variance, 2 (2), 2008, pp. 253-265.

18  Pérez-Fructuoso, M.)., “Elaborating a catastrophic loss index for insurance-linked securities
(ILS) a continuous model,” Asian-Pacific Journal of Risk and Insurance, 3 (2), 2009, pp.
34-45.
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2. MODELO CONTINUO ALTERNATIVO BASADO EN UN
MOVIMIENTO BROWNIANO GEOMETRICO

2.1. Hipétesis sobre la ocurrencia de catastrofes

Siguiendo el trabajo desarrollado por Pérez-Fructuoso en 2009, para llevar a cabo el
desarrollo del modelo de elaboracién de un indice de pérdidas desencadenante de
los ILS, definimos, en primer lugar, el intervalo [0, TIc[0,T ] como el periodo de riesgo
durante el cual pueden producirse las catdstrofes cuyas pérdidas asociadas van a formar
parte del indice, siendo T* = T la fecha de vencimiento o amortizacién del contrato.

Clasificamos las catastrofes en tres categorias en funcion de su intensidad, i =1,2,3
de forma que i=1 si la catastrofe ocurrida es de pequefa cuantia, i=2 si es de cuantia
media e i=3 si es de gran cuantia™.

Finalmente, consideramos la variable Ni(t) es un Proceso de Poisson de pardmetro
At que representa el nimero aleatorio de catéstrofes ocurridas durante el periodo de
riesgo considerado. Entonces, el tiempo que transcurre entre dos procesos de Poisson,
es decir, entre la ocurrencia de dos catastrofes consecutivas del mismo tipo, -t

es posible representarlo mediante una distribucion exponencial de parametro (A).

2.2. Hipétesis sobre la declaracién de siniestros

Asumimos que el proceso de declaraciones de siniestros asociado a la ocurrencia de
una catastrofe se inicia en el mismo instante en el que ésta se produce y se alarga hasta
el momento del vencimiento del ILS, T".

Entonces, para un momento de valoracion te[t, T 1[0, T"], definimos la cuan-
tia total de la catéstrofe ocurrida en el momento 1, K como la suma de dos variables
aleatorias®,

Ke= Si(t)+ R:(t) (11)

donde Si (t) es la cuantia declarada de siniestros (reported claims, RC), y Rit) la
cuantia de siniestros pendientes de declaracion (incurred-but-not-yet-reported claims,
IBNRC) ambas referidas al momento de valoracién t y sujetas a las siguientes condi-
ciones de contorno:

19  Alegre, A, M. J. Pérez-Fructuoso y P. Devolder, “Modéles discrets d’options sur risques
catastrophiques,” Belgian Actuarial Bulletin, 3, 2003, pp. 28-32.

20  Pérez-Fructuoso, M.J., “Elaborating a catastrophic loss index for insurance-linked securities
(ILS) a continuous model,” Asian-Pacific Journal of Risk and Insurance, 3 (2), 2009, pp.
34-45.
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(@) Condicién de contorno inicial, t=1: si el momento de valoracion del bono
coincide con el momento de ocurrencia de la catastrofe,

R()=K; y S(t)=0

la cuantfa IBNRC coincide con el volumen total de la catéstrofe y, consecuente-
mente, la cuantia RC es cero.

(b) Condicién de contorno final, # — oo si la valoracion del bono se produce en un
momento lo suficientemente alejado de la ocurrencia de la catéstrofe (tiende a infinito),

Cpi(\_ Qi i
fm£()=0 y limS.(1)=K:

las pérdidas asociadas a la catastrofe ya se han declarado en su totalidad, y por
tanto ya no queda ningtn siniestro pendiente de declarar.

2.3. Calculo general en el modelo cierto de la variables R;(t) y S,i(t)

A partir del andlisis de la evidencia empirica se considera como hipétesis fundamen-
tal del modelo que la intensidad en la declaracion de los siniestros es muy elevada
inmediatamente después de la ocurrencia de la catastrofe y va disminuyendo con el
tiempo hasta anularse cuando ya no quedan mas siniestros pendientes de declarar.
Como consecuencia de ello, se representa la siniestralidad instantdnea a través de una
ecuacion diferencial cierta que describe un crecimiento de la cuantia de siniestros
declarada proporcional a la variable cuantia de siniestros pendiente de declarar,

dsi(t)= a;'(t—tj)Rj(t)dt v[t,",T] (12)

donde a;(t— t;) es una funcién real denominada tasa de declaracién de siniestros
cuya forma explicita se obtiene mediante el analisis de datos empiricos sobre declara-
ciones de siniestros por catdstrofes y bajo la hipotesis de que los siniestros asociados
a catastrofes de cuantia media se declaran mas rdpidamente en el tiempo que los
siniestros referidos a las grandes catastrofes, esto es o (t—1 >afgt—t73 . En cuanto
a las catastrofes de pequefa cuantia, i =1, se considera que se declaran de forma
instantdnea en el momento en el que se producen, pasando a forma parte del indice
de pérdidas directamente. Por tanto ai(t—tl)—) 0, Sl(t):Ki y R;(t):o .

T
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Diferenciando la ecuacion (11), resulta,

ds; (t)=-dR;(r) (13)

i
y substituyendo de(f) por (13) en la ecuacién (12), se obtiene la ecuacion
diferencial cierta que describe la evolucién de la cuantia de siniestros pendiente de

declarar, R;(t), variable fundamental de nuestra modelacién, como:
dRT"(t)z—aj(t— tj)Rj(t)dt v[tj,T] (14)

Resolviendo esta ecuacion diferencial ordinaria, con las condiciones de contorno
definidas anteriormente, obtenemos:

—t_;.ai s)ds
K=K [0 (15)

Finalmente, substituyendo (15) en la ecuacion (11), que establece la relacién

entre las variables R,l(l‘) y STI(I), la cuantia declarada de siniestros hasta , S,l(l), se
obtiene facilmente como diferencia entre la cuantia total de la catastrofe y la cuantia
de siniestros pendiente de declarar:

i i i i _’T;a;(s)ds
Si(t)=K, - R()=K]|1-e (16)

=

2.4. Calculo de las variables R;(t) y S,i(t) en el modelo cierto para una
tasa de declaracion de siniestros asintética

En el articulo publicado por Pérez-Fructuoso en 2009, siguiendo a otros autores como
Cummins y Geman, se desarrolla el modelo presentado en la seccién anterior supo-
niendo un valor constante de la funcién tasa de declaracién de siniestros. Asumir esta
hipétesis implica considerar que el ritmo de declaracion de los siniestros es el mismo
para todo el periodo analizado. Sin embargo, la evidencia empirica pone de manifiesto
que el ritmo de las declaraciones es mayor en los primeros dias después de haber
ocurrido la catastrofe, lo que provoca, en esos momentos, una mayor disminucion de
la cuantia de siniestros pendientes de declarar y por tanto un mayor crecimiento de
la cuantia de siniestros declarada.
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En este articulo se presenta una definicion alternativa para dicha tasa, que deno-
minamos tasa de declaracién de siniestros asintética, cuya expresion es,

ai(s)=ai(l—e’ﬂis) (17)

T

y que supone un crecimiento exponencial de las declaraciones de siniestros de
forma que a medida que pasa el tiempo el ritmo de las declaraciones se reduce pro-

porcionalmente al pardmetro g’ definido como el tiempo medio de declaracién de

los siniestros, hasta alcanzar, en el limite, el valor de la tasa constante «!.

Entonces, si a;’(s): a;’(1, e*/’iSJ, la integral en la ecuacion (15) resulta,
t

:f’a; (s) ds =I_J£Ta; (1 —e ") ds=a! (t— t;) —Oﬁl’i(l —e” (o )] (18)
0 0 ©

y la cuantia de siniestros pendiente de declarar y la cuantia declarada de si-
niestros hasta e incluido el momento t son, respectivamente:

(19)

o _eﬂr‘(uéJJ
R(t)= K,iefa;(tft; )’ [l

ai A ]
X —Lll-e
Si()=K| 1—e“4(”4)eﬂ4[ (20

2.5. Calculo general de las variables R,’(t) y S,l(t) en el modelo aleatorio
Para capturar el comportamiento irregular de las declaraciones de siniestros catastréficos

a lo largo del tiempo, introducimos un proceso de Wiener en la ecuacién (14) dando
lugar a la siguiente ecuacion diferencial estocdstica®',

de(t)=—a;'(t— zﬁ)Rj(t)dz+ajRj(t)dwj(t— tj) Vie [tj,T] (21)

21 Pérez-Fructuoso, M. J., “Elaborating a catastrophic loss index for insurance-linked secu-
rities (ILS) a continuous model,” Asian-Pacific Journal of Risk and Insurance, 3(2), 2009,
pp.34-45.
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donde a;(t—t,’) representa la tendencia del proceso, o} es una constante que

indica la volatilidad del proceso, y w;(t—t;) es un proceso de Wiener estandar aso-

ciado a la catastrofe del tipo i ocurrida en el momento ..

El proceso de Wiener recoge las diferencias en la intensidad de declaracién de
siniestros ya que se considera que cada catdstrofe tiene caracteristicas propias no
explicitadas en el modelo. Este hecho queda reflejado en el modelo introduciendo
perturbaciones diferentes a través de procesos de Wiener independientes.

Por otra parte, perturbar la tasa de declaracién de siniestros con un ruido
blanco amplificado por & puede dar lugar a valores de dicha tasa negativos, lo
que provocaria un crecimiento en el tiempo de la cuantfa de siniestros pendiente

de declarar, Rf_ t), debido a la variacion inversa definida para dicha variable. Esto
puede suceder cuando, después de realizadas las declaraciones de siniestros, la
tasacion de los peritos dé lugar a valoraciones de pérdidas inferiores a las estimadas
inicialmente. Por ello, la incorporacion de la aleatoriedad mediante un proceso
de Wiener tnicamente es vdlida para valores de o tales que la probabilidad de
que la cuantfa de siniestros pendiente de declarar sea creciente, es practicamente
despreciable.

La ecuacion diferencial (21) se resuelve aplicando el lema de 1t6*? a la transfor-

macion y:lnRT"(t), de donde, considerando las condiciones de contorno (a) y (b), se
obtiene:

i (i 2
) - J.a;(s)ds—g(t—t;)—a;w;(t—t;) (22)
R;(t)z Kle °
Sustituyendo (22), en la ecuacién (11), que establece la relacion entre las va-

riables R;(t) y S;'(t), obtenemos facilmente la cuantia declarada de siniestros hasta t,

S;(t), como diferencia entre la cuantia total de la catéstrofe y la cuantia de siniestros
pendiente de declarar,

—th

a0 2 i ot ()
0=t r)-x1-e T @

22 Arnold, L., Stochastic Differential Equations: Theory and Applications, John Wiley & Sons,
Inc.: New York, 1974.
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sin necesidad de definir una ecuacion diferencial estocéstica para describir su di-
namica.

2.6. Calculo en el modelo aleatorio de la variables R,’(t) y S;(t) para una
tasa de declaracion de siniestros asintética

La cuantia de siniestros pendientes de declarar RT’(t , en este caso, se obtiene substi-
tuyendo en la ecuacion (23) el resultado obtenido en (18) y operando, de forma que,

el Q (-t il (i) i [l_e#(wélj (24)
R["(t): Kle e’

y la cuantia declarada de siniestros, S;(t), despejando de la expresion (11), resulta:

. a;+(°'i) (il potwi (1t) @t [l_eﬂi(“é)J
Si(t)=K]1-e " (25)

Dado que, en este caso, la distribucién de la cuantia de siniestros pendiente de
declarar, Rf(t), depende de la distribucion de probabilidad de la cuantia de la catas-

trofe, K7, si consideramos que dicha cuantia es un valor constante, la variable R,’(t)
seguird una distribucion lognormal, siendo su distribuciéon normal asociada:

T T

InK; - ai+C‘—;)2 (s a—;(l—eﬂ;(tti))ai 1 (26)
ey [ ’)Vfi

La funcion R;(t) expresa la cuantia de los siniestros pendiente de declaracion a
lo largo de tiempo y como ya hemos indicado, parece légico pensar que, una vez
ocurrida la catastrofe, y especialmente en el momento de su ocurrencia, esta cuantia
serd muy elevada e ird disminuyendo con el tiempo a medida que se vayan declarando
los siniestros asociados a la misma. Este comportamiento decreciente de la cuantia de
siniestros pendiente de declarar queda perfectamente reflejado en el modelo aleato-
rio con tasa de declaracién de siniestros constante desarrollado por Pérez-Fructuoso
en 2009, en el cual, la variable Rf’(t) es, en promedio, la funcién R,’(t) obtenida en el
modelo cierto en el que i =0, esto es:
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i) e )

Como es obvio, la representacion grafica de E(R;(t)), considerando un valor

constante para la variable cuantia total de la catastrofe k7, es la funcion de distribucién

i
T/

complementaria de una distribucién exponencial de parametro ..

La definicién de este nuevo modelo con la tasa de declaracién de siniestros asin-
tética, modifica la expresion de la cuantia de siniestros pendientes de declarar del
modelo original con tasa de declaracién de siniestros constante, al multiplicarla por

o, 0]
ﬂl

3

la funcién exponencial , lo que hace necesario el estudio matematico

de la funcién R!(¢) en el nuevo modelo en cuanto al analisis del crecimiento y la cur-
vatura de la misma, para determinar si su comportamiento se ajusta a la realidad que
se pretende plasmar. Los resultados alcanzados con el estudio de la primera, segunda

y tercera derivadas de la funcién R!(t) permiten concluir que dicha funcién cumple
los requisitos de crecimiento y forma para representar la variable cuantia de siniestros
pendiente de declaracion.

3. DETERMINACION DEL INDICE DE PERDIDAS POR CATASTROFES

Un indice de pérdidas por catastrofes se define como el cociente entre la cuantia total
de pérdidas asociadas a una o varias catastrofes ocurridas a lo largo de un determinado
periodo de tiempo y un valor constante cuya definicion depende del tipo de indice
utilizado (por ejemplo, podria ser el volumen de primas devengadas durante el periodo
de riesgo para cubrir las pérdidas catastréficas asociadas o un valor constante para
referir las pérdidas registradas a puntos de cotizacion del mercado.)

Los indices de pérdidas utilizados como desencadenantes en las emisiones de ILS,
basan el pago de las indemnizaciones en la cuantia acumulada de las pérdidas hasta el
vencimiento asociadas a las catéstrofes ocurridas durante el periodo de riesgo. Por tanto,

3 N'(T)

LI(T)=2" > S{T") (27)

i=l 7=l

siendo LI(T') el valor del indice de pérdidas al vencimiento.

Entonces, substituyendo en (27), S;(T") por su expresién dada en la ecuacién
(25), y considerando que las catastrofes de” pequena cuantia, i=1, se declaran de
forma instantanea en el momento en el que se producen, el valor de dicho indice al
vencimiento resulta:
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3 N'(T) -|a: +@ (t—tﬁ)—aiw; (t—t;) a%[l—eﬂ;(””]
LI(T)——XZZK 1-e e’ =

i=l =1
(28)
vey  swve | e npeon) ot A1)
=—>< ZK1+ZZK l—-e eﬁ)r
i=2 =1

4. CONCLUSIONES

Desde sus inicios, a principios de los anos 90 del siglo pasado, hasta la fecha el merca-
do de Insurance Linked Securities (ILS) ha ido evolucionando hasta convertirse en un
mercado financiero consolidado en el que las emisiones y los limites de riesgos record
cubiertos durante los Gltimos afios apuntan a que estos instrumentos son herramientas
viables de inversion y transferencia del riesgo para las aseguradoras. Los ILS son, por
tanto, productos de transferencia alternativa de riesgos que incrementan la capacidad
y la flexibilidad del sector asegurador.

Respecto a su valoracién, el modelo continuo propuesto en este trabajo permite
calcular facilmente el indice de pérdidas desencadenante del activo sobre catastrofes.
Ademds permite, en primer lugar, clasificar las catastrofes y facilita la estimacién de los
parametros correspondientes a las distribuciones de la cuantia de dichas catéstrofes.
Como ampliacién de los modelos previos, hemos considerado que ademas de ser
aleatorio el nimero de catastrofes también lo serd la cuantia total de cada una de
ellas. Esta dltima hipétesis nos ha llevado a clasificar las catastrofes en tres categorias.

A diferencia de muchos de los modelos precedentes, que asumen un crecimiento
temporal de la cuantia declarada de siniestros y representan dicha evolucion a tra-
vés de un movimiento geométrico browniano, la hipétesis central del modelo aqui
presentado es la definicion de la dindmica de las declaraciones siniestrales basada
en un crecimiento proporcional a la cuantia de siniestros pendiente de declarar. Esta
cuantia es la variable fundamental en el proceso de formalizacion del modelo, cuya
dindmica decreciente es la que modelamos a través de un proceso geométrico de
Wiener. Una vez determinada esta variable, el total de declaraciones de siniestros se
obtiene facilmente como diferencia entre la cuantia total de la catastrofe y la cuantia de
siniestros pendiente de declaracién, eliminando de esa forma la necesidad de definir
una ecuacion diferencial estocastica para describir su dinamica. El indice de pérdidas
catastroficas resulta de sumar la cuantia declarada de siniestros asociada a cada una
de las catéstrofes ocurridas durante el periodo de riesgo definido en el producto.
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La obtencion de estas variables se ha realizado para dos contextos diferentes. En
primer lugar, calculamos las expresiones asociadas a cualquier definicién funcional
de la tasa de declaracion de siniestros, para, posteriormente, atribuir a dicha tasa una
forma asintética con el objetivo de realizar una representacién lo mas ajustada a la
realidad de la evolucién real de las declaraciones de siniestros en el tiempo.
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