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MARIA JOSE PEREZ-FRUCTUOSO

RESUMEN

En este trabajo se propone un modelo discreto aleatorio que describe la
evolucion del indice de pérdidas desencadenante de los bonos sobre catastrofes.
Para ello, se supone que la cuantia total de la catastrofe es la suma de la cuantia
declarada de siniestros y de la cuantia de siniestros pendientes de declaracion.
Tras establecer una dinamica de la declaracion de siniestros determinista, en la
que la aleatoriedad del modelo reside unicamente en la ocurrencia o no de una
catastrofe se introduce la aleatoriedad en el modelo substituyendo la tasa de
nominal de declaracion de siniestros por una variable aleatoria dicotomica que
permite simular una declaracion de siniestros lenta o rapida en cada periodo.

Palabras clave: bonos sobre catastrofes, cuantia de siniestros pendiente de
declaracion, tasa nominal de declaracion de siniestros, modelo binomial

ABSTRACT

This paper proposes a discrete random model that describes the evolution of the
loss ratio triggering catastrophe bonds. For this purpose, it is assumed that the
total catastrophe amount is the sum of the claims reported amount and incurred
but not yet claim reported amount. After establishing a deterministic claims
dynamic, where the randomness of the model resides only in the occurrence or
non-occurrence of a catastrophe, randomness is introduced into the model by
replacing the nominal claims reporting rate by a dichotomous random variable
that allows to simulate slow or fast claim filing in each period.

Keywords: cat bonds, incurred but not yet reported claims amount, nominal
claims reporting rate, binomial model
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1. INTRODUCCION

En el afio 1992 empezaron a negociarse en los mercados financieros norteamericanos
los primeros contratos de cobertura de los riesgos catastroficos. Ello fue debido a
las importantes dificultades financieras que sufrieron algunas grandes reaseguradoras
como consecuencia de la ocurrencia de dos grandes catastrofes, el huracan Andrew y
el huracan Iniki, cuya magnitud y su casi coincidencia en el tiempo tuvieron una honda
repercusion sobre la actividad de las reaseguradoras norteamericanas: la reduccion de
sus limites de aceptacion en riesgos de este tipo. Como efecto derivado, las compaiiias
de seguros se vieron fuertemente incentivadas para la biisqueda de nuevos sistemas de
dispersion del riesgo a través de los mercados de capital. Conocidos con el nombre de
titulizacion (securitization), su objetivo es incrementar las posibilidades en el mercado
asegurador y, por tanto, la capacidad de suscripcion, ofertando mayores coberturas en
aquellos casos en los que las coberturas existentes son insuficientes o nulas, mediante
la creacion y emision de derivados financieros basados en seguros (Insurance-Linked
Securities), como bonos, opciones y swaps. De esta forma, las aseguradoras pueden
trasladar parte de su riesgo a los inversores quienes toman posiciones en la ocurrencia
y el coste de las catastrofes (PEREZ-FrRUCTUOSO, 2005).

La emision de Bonos sobre Catastrofes (o Cat bonds) es una de las formas de titulizacion
que mas ha desarrollado y utilizado el mercado asegurador en los ultimos afios para
dar cobertura a riesgos tradicionalmente “no asegurables” o los denominados “nuevos
riesgos”, como el riesgo derivado de la intensificacion de las catastrofes naturales
(PoLacek, 2018). Estos bonos son productos financieros cuyos flujos, cupones y
principal, estan condicionados a la ocurrencia de un determinado suceso de naturaleza
catastrofica establecido en la emision. En compensacion por esta incertidumbre que
se produce en los flujos de caja, los inversores en bonos catastroficos reciben unas
rentabilidades muy superiores a las ofrecidas por otro tipo de bonos con un rating de
crédito similar, ademas de reducir el riesgo de sus carteras a través de la diversificacion.
El rendimiento de un Cat bond no depende de las condiciones de los mercados de
capital sino de la ocurrencia de una catastrofe cuyas caracteristicas se ajusten a unos
valores establecidos en la emision. Esto supone que el riesgo de pérdida en los bonos
catastroficos no esta correlacionado con el riesgo de pérdida en otros bonos y activos
financieros tradicionales, convirtiéndolos en titulos “beta cero”. Igual que en los bonos
tradicionales, la aseguradora pide prestado a los inversores una determina cantidad,
conocida como principal o valor facial, que devuelve en el momento del vencimiento
(normalmente anual) mas un importe adicional en concepto de intereses. Sin embargo,
los resultados de los Cat bonds estan condicionados, esto es, la compaiiia emisora se
reserva el derecho a no realizar el pago de los intereses y/o a no devolver parte o la
totalidad del principal si se produce un determinado suceso desencadenante cuyos
parametros quedan fijados en el momento de la emision. Este desencadenante se puede
definir de muchas formas, dependiendo de como se realice la cobertura del riesgo,
pero siempre refleja una situacion en la que la compaiiia aseguradora presenta pérdidas
catastroficas. Entre los desencadenantes mas utilizados para la emision de un Cat bond
se encuentra el de indice pérdidas de la industria aseguradora.
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La modelacion de estos indices de pérdidas con el objetivo de tarificar este tipo de
instrumentos de transferencia alternativa del riesgo alo largo de un periodo determinado,
ha sido ampliamente tratada en la literatura cientifica. En su mayor parte, los modelos
utilizados se han desarrollado en tiempo continuo basandose en procesos de Wiener
mas o menos complejos (ver por ejemplo CUMMINS y GEMAN, (1995); GEMAN y YOR,
(1997); Aast (1999 y 2001); EMBRECHTS y MEISTER (1997); LOUBERGE, KELLEZI
y GiLLI (1999); LEE y YU (2002 y 2007); Cox y PEDERSEN (2000); BARYSHNIKOV,
Mayo y TAYLOR (2001); MUERMANN (2003); BURNECKI y Kukra (2003); Burnecki
(2005); Jaimungal y Wang (2006); Biagini, Bregman y Meyer-Brandis (2008); EGam1
y YOUNG (2008); CHANG, CHANG Y LU (2010); BRaUN (2011); NowaK y ROMANIUK
(2013); WANG (2016) ZoNG-GANG y CHAO-QUN (2013); LA1, PARCOLLET y LAMOND
(2014); PErEzZ-FrRUCTUOSO (2008, 2009, 2016a y 2017)).

En cuanto a las aproximaciones discretas son escasas y se limitan a la siguientes.
Unger (2010) propone un enfoque discreto de modelizacion de bonos sobre catastrofes
mediante una aproximacion numérica de la ecuacion en derivadas parciales resultante.
Como una extension del modelo de Cox y PEDERSEN (2000), SHAO, PANTELOUS y
ParatoaNNoOU (2015) tarifican los Cat bonds desarrollando un modelo discreto en el
que incorporan diversas catastrofes, como terremotos, que se modelizan utilizando la
teoria de valor extremo, y riesgos financieros a través de un modelo ARIMA clasico
para determinar los tipos de interés y las tasas de inflacion y finalmente representan el
proceso estocastico de los pagos de cupones del bono en funcidon de un determinado
tipo LIBOR anual a través de un modelo de Cox-Ingersoll-Ross (modelo CIR).

ALEGRE, PEREZ-FRUCTUOSO y DEVOLDER (2003) desarrollan un modelo aleatorio en
tiempo discreto que modela el comportamiento del indice de pérdidas subyacente de
los futuros y opciones sobre riesgos catastroficos negociados en el CBOT basado en
el modelo discreto de valoracion de opciones de Cox, Ross y RUBINSTEIN (1979).
Finalmente, PEREZ-FRUCTUOSO (2016b) establece en tiempo discreto, un modelo cierto
y muy simple para modelar el comportamiento de un indice de pérdidas por catdstrofes
utilizado como subyacente de los derivados vinculados a seguros en general.

En este trabajo se realiza una extension del modelo de ALEGRE, PEREZ-FRUCTUOSO
y DEvVOLDER (2003) anteriormente mencionado y del modelo cierto presentado
por PEREZ-FRUCTUOSO (2016b) que permite modelizar el comportamiento del
desencadenante de los bonos sobre catastrofes analizados. Para ello, se considerara
que la cuantia total de la catastrofe cubierta en la emision es la suma de dos variables,
la cuantia declarada de siniestros y la cuantia de siniestros pendiente de declarar
reduciendo la posibilidad de ocurrencia de catastrofes a una por periodo. En una
primera aproximacion determinista se supondra que la cuantia de los siniestros
pendiente de declarar decrece proporcionalmente a un valor constante denominado
tasa nominal de declaracion de siniestros. En la version aleatoria de este modelo, se
substituira la tasa nominal constante del modelo discreto determinista por una variable
aleatoria dicotomica.

La estructura del articulo es la siguiente. Tras la introduccidn, en la seccion 2 se
definen las hipotesis basicas sobre las que se modela la ocurrencia de las catastrofes y
la declaracion de los siniestros y se presentan las soluciones del modelo calculando las
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variables cuantia declarada de siniestros y cuantia de siniestros pendientes de declarar.
La Seccion 3 se dedica al calculo del indice de pérdidas por catastrofes, a partir de los
resultados obtenidos en la Seccidn anterior. En la Seccion 4 se calcula la variable cuantia
de siniestros pendiente de declaracion por -ésimo de periodo que permitira obtener
el valor del indice del bono para periodos de tiempo inferiores al afio. Finalmente, la
Seccion 5 presenta las principales conclusiones alcanzadas en el trabajo.

2. MODELO DISCRETO ALEATORIO DE DECLARACION
DE SINIESTROS

Consideramos que K es la variable aleatoria que denota la cuantia total de la catastrofe
ocurrida al final del periodo /7-/,7/ Sin embargo, para simplificar el desarrollo del
modelo que se va a presentar a continuacion consideraremos que es un valor constante
y que su ocurrencia se produce en el momento 7=0.

Definimos esta cuantia total K como la suma de dos variables aleatorias, ambas
referidas al momento de valoracion ¢:

K = S(t)+R(1) (1)

donde S(?) es la cuantia declarada de siniestros al final del periodo /#-1,¢/ (RC, por sus
siglas en inglés reported claims amount) y R(#) es la cuantia de siniestros pendiente de
declarar al final del periodo /#-1,¢] (IBNRC por sus siglas en inglés, incurred but not
yet reported claims amount).

Como se describe en PEREZ-FRUCTUOSO (2016) la hipétesis de partida para llevar a
cabo la modelizacion considera que la variable R(?) decrece proporcionalmente en el
tiempo a razén de una tasa constante que denominamos tasa nominal de declaracion
de siniestros y que, en el caso de periodos unitarios, coincide con la tasa efectiva de
declaracion de siniestros.

Bajo esta hipdtesis, la dindmica de la cuantia de siniestros pendiente de declarar, R(?),
se representa a través de una ecuacion en diferencias finitas cierta, como sigue,

AR(t) = -a(t)R(t)At 2)
cuya solucion particular resulta,
R(1) = (1-0)™t A3)

y la solucion general es,

R(t) = K-(I-a)"t 4)

siendo R(0)=K la cuantia de siniestros pendiente de declarar en el momento en el que
se produce la catastrofe, que coincide con el volumen total de la misma (condicion de
contorno inicial).
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La variable R(?) tiene incrementos negativos, porque es una funcion decreciente en el
tiempo, de valor:

AR(t) = -aK-(1-a)"t (5)

Substituyendo en la ecuacion (1) la variable R(z) por su expresion obtenida en (4) y
despejando, se obtiene de la cuantia declarada de siniestros al final del periodo /#-1,¢/,
S(t) como sigue,

S(t) = K-R(t) = K-K-(1-a)"t = K-[1-(1-a)"t] 6)

y la cuantia de sus incrementos es,
AS(t) = a-K-(1-a)" (7
cuyo valor en este caso es positivo porque S(z) es una funcion creciente en el tiempo

(Para mas informacion sobre el proceso de resolucion de la ecuacion en diferencias
finitas y la obtencion de los incrementos ver PEREZ-FRUCTUOSO, 2016b).

En el modelo discreto de evolucion de la ratio de siniestralidad, introducimos la
aleatoriedad substituyendo la tasa nominal de declaracion de siniestros del modelo
discreto cierto, por un proceso estocastico discreto:

{ﬁ {ﬂ }r elrr+1_T}

En este modelo, hacemos la hipétesis de que @(t) =¢ son variables aleatorias
dicotomicas independientes ¢ idénticamente distribuidas para cada uno de los periodos
considerados. Esto supone que, en cada periodo, se admiten dos escenarios de
comportamiento para la evolucion de las variables cuantia de siniestros pendiente de
declarar y cuantia declarada de siniestros ambas referidas al final del periodo [£—1.1]

La distribucion de probabilidad de la variable aleatoria dicotomica &, para cada
periodo, es:

@ Probabilidad

ay q

2 1-q ®)

con @ = @iz y donde g representa la probabilidad de que, durante el periodo
considerado, se dé la tasa de declaracion de siniestros mayor a; (1 —g, es la
probabilidad complementaria de la anterior y, por tanto, la probabilidad de que se dé
la tasa de declaracion de siniestros menor, ).

Los momentos de tendencia y dispersion, esperanza y varianza, de esta variable
aleatoria dicotomica son:

El@)=aqta(l—g)=a ©)
Var(d@) = [la,)%q + (a1 — g)] —le,g + a2(1 —g)]* =

"

= o, g +{a.F(l-g)) —[al* =@ (10)
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A continuacion, se define la variable aleatoria que describe el numero de veces | en
que la velocidad de declaracion de siniestros es mayor, #1, desde el momento en el que
se produce la catastrofe, que hemos supuesto que es ¢ = 0, y durante £ periodos. Bajo
la hipotesis de equidistribucion e independencia, esta variable se distribuye siguiendo
una ley binomial, B¢, q] cuya funcién de cuantia, o probabilidad individual, viene
dada por la siguiente expresion:

F . .

Blt.gq) =jl=1.)-¢'- (1 —gq)t
plBtg) =1=()-a'- 1 -0 an
A partir de la definicion de esta variable, el valor de la cuantia de siniestros pendiente
de declarar en £, se obtiene aplicando el mismo procedimiento que el utilizado para
calcular el precio de una opcion segun el modelo binomial de valoracion de opciones
desarrollado por Cox, Ross y Rubinstein (1979):

H(ﬂ =K. |:]_ _ n.L:]Bl:f_q'l . {1 _ ”:]r_ﬂ-l:r_q-l
(12)
La cuantia declarada de siniestros hasta el final del periodo [# — 1,#] se obtiene como

la diferencia entre la cuantia total de la catastrofe y la cuantia de siniestros pendiente
de declarar en ese momento, esto es:

$() =K - [1-(1 — 5% . (1 — )80 ]
(13)

3. DETERMINACION DE LA RATIO DE PERDIDAS

Un indice de pérdidas por catastrofes puede definirse como el cociente entre el total de
pérdidas asociadas a una catastrofe ocurrida a lo largo de un determinado periodo de
tiempo [0.T] denominado periodo de riesgo, y un valor constante P cuya definicion
depende del tipo de indice empleado.

El valor alcanzado por el indice de pérdidas al vencimiento, T" se calcula como,

LT

LI(T") = = (14)
donde L(T") es la cuantia total en T" de las reclamaciones del conjunto de eventos
catastroficos registrados durante el periodo de riesgo.

Para el caso de los bonos sobre catastrofes, los indices utilizados como desencadenantes
del pago de las indemnizaciones se basan en la cuantia acumulada de las pérdidas
hasta el vencimiento asociada a una Unica catastrofe. Por tanto, definimos la variable
de Bernoulli o variable indicador, &, cuyo valor es 0 si no se produce la catastrofe
cubierta en la emision o 1 en otro caso y el indice de pérdidas se reescribe como sigue:
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5(Trn

0 sid =10
LIT') =6 " :{

K[Tr} Hj—Rj(TT} X
— =1 s5=1

p P (15)

LI(T") es el valor del indice de pérdidas al vencimiento y su determinacion se realiza
en el momento inicial del proceso, resultando:

K . .
LI{T’] — LE . ;. [1 _ {1 _ ”L]BI_T’_q'I . {1 _ ”:]T’—Bl_T’_q'l] —

0 §5=0
= %- [1 — (1 - )57 . (1 — ”:]Tr—:rl.'rr.q"] si5=1

(16)

Interesa ver ahora cémo se modifica la distribucion®de probabilidad de este irdi~>
cuando, con el paso del tiempo, llegamos al momento e incorporamos la inform;[ ]
disponible en ese momento acerca de los siniestros declarados en el intervalo

. Para ello, se define la variable aleatoria condicionada LI*(T") = LI(T")|F, que
representa la cuantia total de las pérdidas asociadas a la catastrofe cubierta en la
emision del bono que incorpora, a través de la filtracion F, , la informacion disponible
sobre las declaraciones de siniestros realizadas hasta el momento £ £ [+ = 0, T"]

La obtencion de la variable aleatoria condicionada LI*(T"), supone calcular la cuantia
declarada de pérdidas en el momento £, L(t):

K . _
U@ =0~ [1 -0 -a)?t7 - (1 —a) 700 ] =
0 §i6=0
- E' [1 - {1 - ”L:]B'.t,.q'l ' {1 — n.::]t—ﬂl.t..ql] g8 =1

(17

Una vez obtenida la variable L{t}, la incorporamos a la variable LI (T, y obtenemos
la expresion que permite calcular la variable condicionada LI*(T"):

LT = K|R - KR - L) - (L — @, )27 - (1 — @) 70804 g

donde K|F; es la distribucion de probabilidad de la cuantia total de la catdstrofe
condicionada a la informacion disponible sobre la misma hasta el momento ¢.

4. CALCULO DE LA CUANTIA DE SINIESTROS PENDIENTE
DE DECLARAR DEFINIDA POR r-ESIMO DE PERIODO

En este vamos a determinar la cuantia de siniestros pendiente de declarar por #-ésimo

de periodo F'™(#] Su obtencion permitira en trabajos posteriores demostrar la
% L ., , , .. .

convergencia, en distribucion, de esta cuantia a la cuantia de siniestros pendiente de
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declarar del modelo estocastico contintio basado en un proceso de Wiener desarrollado
por PErREZ-FrRUCTUOSO (2008).

Como paso previo a la obtencion de esta cuantia B '™ (£) concretamos explicitamente
las distribuciones que relacionan las tasas nominales y efectivas de declaracion de
siniestros en el modelo estocastico discreto que acabamos de describir.

Hemosdefinidolavariablealeatoriadicotomica g comolatasanominal dedeclaracionde
siniestros por periodo, que coincide, en el caso de periodos unitarios, con la tasa efectiva
de declaracion de siniestros. A partir de los momentos principales de esta variable,
esperanza y varianza, E (&) = @y Var(d) = [(a,)%q + (&) (1 — g)] —[a]* = &%,
podemos expresarla a través de la correspondiente variable aleatoria estandarizada, ,

_ fx
(== (19)
con E() = 0y Var(f) =1 y cuya distribucion de probabilidad es,
L Probabilidad
oy -
LT q
- 1
2T -4 (20)

de forma que la tasa nominal de declaracion de siniestros puede expresar como:

d=a+io 21)

En el modelo discreto cierto, la tasa nominal de declaracion de siniestros definida por
r-ésimo de periodo es la suma de las tasas efectiva de cada uno de los " periodos en
que subdividimos el afio, y como son numero reales, si estas son constantes e iguales
aa'™y, por tanto:

g=r am 22)

En el modelo discreto aleatorio, esta nueva tasa de declaracion de siniestros por ©
-esimo de periodo, &, es la convolucion de las variables ™ definidas como las tasas
efectivas de declaracion de siniestros correspondientes a cada r-ésimo de periodo
considerado, esto es,

G=6W 4+ 5 ¢ .y g1 23)

y bajo la hipotesis de estacionariedad en media y varianza, los momentos de esta tasa
efectiva de declaracion de siniestros por "-ésimo de periodo, resultan:

E@=rElg"]=a=r-an=a" =" (24)
Var(@) = wWar[d] = 6 =r- (LT':“): = (f.r':”]: = % 25)

La variable aleatoria estandarizada correspondiente a la tasa efectiva de declaracion
« . . , e o (1) . . . ’ .
de siniestros definida por "-ésimo de periodo, ®* *, es la variable aleaotria dicotomica
[r} .
¢ definida como,
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= (26)

con la siguiente distribucion de probabilidad:

g Probabilidad
ri_z
ay
zf” == q
L
R < e
W (27)

La expresion (26) nos permite obtener la variable aleatoria tasa efectiva de declaracion
de siniestros definida por "-ésimo de periodo en funcién de su correspondiente variable
aleatoria estandarizada,

zr) — & LA
gn =240, 2

VT (28)

cuya distribucion de probabilidad resulta:

gl Probabilidad
ry _ & (ry =
@ =R 9
ry_&, (. o _
@y =7 + =z, = 1—q (29)

En la seccion (2) hemos obtenido la distribucion de probabilidad de la variable
cuantia de siniestros pendiente de declarar al final del periodo [t — 1.t], calculada
para periodos unitarios, cuya expresion resultante es:

B®) =K (1 — a4 . (1 — g, )50
(30)

. . . ., . , . . [
Teniendo en cuenta la distribucién dicotémica de la variable & ™ calculamos ahora, la
expresion para la cuantia de siniestros pendiente de declarar por r-ésimo de periodo
durante t periodos o, de forma equivalente, durante " * £, #-ésimos de periodo:

7 =K-(1-a)” ]E[PWI (1- trér'llr-r_ﬂ[rml
GD

Y reagrupando términos esta expresion resulta:

Blrt.g)

t fralTh
FP® =k -(1-a™) .(L “tﬂ)
= L-ay

(32)
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Simbolizamos por B*(r-t.q) a la distribucion binomial estandarizada de la
distribucion B{r - t, g tal que:

Blrtgq) —-rtg
B*(r-t =
Oretg) = =

(33)

Entonces, utilizando la distribucién binomial B(’r-tq], en funcion de su
correspondiente distribucion estandarizada g* (. ¢, q), esto es,

Blr-t.q) =B‘{r-t,q]-y-'r-t-q-fl—qi-l—r-t-q
(34)

la cuantia de siniestros pendiente de declarar por r-ésimo de periodo, F™(¢), puede
expresarse como sigue:

| ey a—

Blrtgq-Jrtgli-g

O
(35)

Reagrupando términos en la ecuacion (35), obtenemos la">xpresion final de la cuantia
de siniestros pendiente de declarar para cada subperiodo en el que dividimos el afio:

B r gt
—— .
4:‘:_r_) wFg-ll-gl

20 =x-[(-a)" o) =)

rl
—a,

(36)

5. CONCLUSIONES

La modelizacion discreta, determinista o aleatoria, del comportamiento del indice
de pérdidas desencadenante de los bonos sobre catastrofes, simplifica el célculo
de la variable fundamental del modelo cuantia de siniestros pendiente de declarar.
Como hipotesis central para llevar a cabo la sistematizacion del modelo discreto en
un contexto cierto, consideramos que la cuantia de siniestros pendiente de declarar
decrece en el tiempo de forma proporcional a una tasa constante que denominamos
tasa nominal de declaracion de siniestros. Dicha tasa nominal, funciona como un tanto
nominal de descuento y coincide con la tasa efectiva de declaracion de siniestros, en
el caso de periodos unitarios. La forma mas sencilla de introducir la incertidumbre
en este caso es substituir la tasa nominal de declaracion de siniestros por un proceso
estocastico discreto donde las variables que lo integran se definen como variables
aleatorias dicotdmicas independientes e idénticamente distribuidas para cada uno de
los periodos considerados. De este modo, en cada uno de los periodos considerados, la
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tasa puede tomar dos valores con una probabilidad determinada. Operando bajo estas
hipétesis resulta evidente que, transcurridos ¢ periodos desde el momento en el que se
produce la catastrofe, podemos definir la variable aleatoria binomial B(t, g} indicativa
del nimero de veces, j, en que la tasa de declaracion de siniestros toma su mayor
valor en los ¢ periodos considerados. Nos encontramos asi con un esquema binomial
similar al utilizado en la teoria clasica de las opciones (Cox, Ross y RUBINSTEIN
(1979)). Finalmente, definimos la variable aleatoria tasa nominal de declaracion de
siniestros como la convolucion de las variables aleatorias dicotomicas tasa efectiva
de declaracion de siniestros por r-ésimo de periodo. Y sobre la base de estas tasas
efectivas de declaracion obtenemos la cuantia de siniestros pendiente de declarar por
r-¢simo de periodo.
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