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Resumen

En este articulo se presentan varios
ensayos numéricos sobre las ecuaciones
de reaccién-difusion en el espacio de
Turing afectadas por campos convecti-
vos presentes en flujos incompresibles,
bajo el mecanismo de reaccién de
Schnakenberg. Los ensayos se realizan
en 2D sobre cuadrados unitarios, a
los cuales se les impone un campo
advectivo proveniente de la solucién
del problema de flujo en una cavidad.
El modelo desarrollado consiste en
un sistema desacoplado de ecuaciones
de reaccién-adveccion-difusién, junto
con las ecuaciones de Navier-Stokes de
flujo incompresible, el cual se solu-
ciona de forma simultdnea mediante
el método de los elementos finitos.
Los resultados muestran patrones
complejos que mezclan bandas y
puntos que llegan al estado estable.
Ademis, se muestran resultados en
los que el patrén generado por las
concentraciones del sistema reactivo
varia tanto en el tiempo como en
el espacio, debido al efecto ejercido
por el campo advectivo. Los ensayos
numéricos muestran que los patrones
obtenidos son independientes de las
condiciones iniciales y de la malla
empleada para la solucién.

Palabras clave
Reaccién-adveccién-difusidn, ines-
tabilidades de Turing, problema de
la cavidad.

Ahstract

This work presents a number of nume-
rical examples of reaction-difussion
equations in Turing space, modified
by convective fields in incompressible
flows, using a Schnakenberg reaction
mechanism. Examples were made in
2D using quad elements, which have
an imposed advective field derived
from the cavity problem solution. The
developed model consists of an un-
coupled system of equations including
the reaction-advection-diffusion equa-
tions and the Navier-Stokes equations
for incompressible flow. This system is
solved simultaneously using the finite
element method. Results illustrate
that complex patterns are formed,
mixing dots and stripes which reach
a stable state. Changes in pattern
concentration in both space and time
are also shown due to the effect of the
advective field. Numerical examples
confirm that pattern formation is inde-
pendent of initial conditions and mesh.

Key words
Reaction-advection-diffusion, Turing
instabilities, cavity problem.

Resumo

Neste artigo apresentam-se varios
ensaios numéricos sobre as equacoes
de reagao-difusao no espaco de Tu-
ring afetadas por campos convectivos
presentes em fluxos incompreensiveis,
sob o mecanismo de reagao de Sch-
nakenberg. Os ensaios realizam-se
em 2D sobre quadrados unitérios,
a0s quais se impdem um campo
advectivo proveniente da solugao do
problema de fluxo em uma cavidade.
O modelo desenvolvido consiste em
um sistema desacoplado de equacoes
de reagao-adveccao-difusio, junto com
as equagdes de Navier-Stokes de fluxo
incompreensivel, que se soluciona de
forma simultinea mediante o método
de os elementos finitos. Os resultados
mostram padrdes complexos que mis-
turam bandas e pontos que chegam ao
estado estdvel. Além disso, mostram-
se resultados em que o padrao gerado
pelas concentragdes do sistema reativo
varia tanto no tempo como 1o espago,
devido ao efeito exercido pelo campo
advectivo. Os ensaios numéricos
mostram que os padrdes obtidos sao
independentes das condigoes iniciais e
da malha empregada para a solugao.

Palabras chave
Reagdo-adveccao-difusao, instabilida-
des do Turing, problema da cavidade.
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Introduccion

Diversos problemas fisicos pueden modelarse mediante el balance de tres fe-
némenos: la difusion, la conveccién y la reaccion (Garzén, 2007). La primera
se define como la dispersion de las especies involucradas en el proceso a lo largo
del dominio fisico del problema; la conveccién, como el movimiento de las
especies, gracias al transporte por el fluido del medio, y la reaccién, como el
proceso de interaccién mediante la cual se generan o se consumen las especies
involucradas en el fenémeno. Matematicamente, el problema de reaccién-ad-
veccion-difusién (RAD) se expresa a partir de la ecuacion diferencial (1), junto
con las condiciones de borde (2).

#=h(x,1) sobrel
du

5V Vu=VkVu+ 0w 1) )

Vu=g(x,) sobre T,

Donde # es la concentracion de la especie estudiada; V, la velocidad del
medio; £, la constante de difusion; Q(x), la funcién que define el proceso de
reaccion; h(x,z), la funcién que define los valores de # en direccién normal al bor-
de I' , y g(x,2), la funcién que define el valor del gradiente de # a lo largo del
borde I'y, . La velocidad I/ se puede imponer a priori, como en (Madzvamuse,
Wathen y Maini, 2003; Madzvamuse, 2000), o puede ser hallada, por ejemplo,
mediante la solucién del sistema de ecuaciones de Navier-Stokes (Franca y Frey,
1992; Acheson, 1990) para flujo incompresible planteado en (3):

oV _ )
p(E+V~VV)— Vp+uVV +f, (3)

V-v=0
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Donde p es la densidad del fluido, p es la presion, u es la viscosidad y fes el
vector de fuerzas de cuerpo.

Estas ecuaciones de RAD (1) y otros modelos mds complejos, donde inter-
vienen mas especies o reactantes, poseen la habilidad para crear ciertos patrones
espacio-temporales. Un caso particular son las inestabilidades de Turing (Garzon,
2007; Madzvamuse, Wathen y Maini, 2003), caracterizadas por la aparicion
de distribuciones de especies (patrones) estables en el tiempo e inestables en el
espacio. Dada su especial respuesta, este tipo de modelos matematicos han
inspirado modelos para el estudio de problemas en muy diversos campos, como
dindmica de fluidos (White, 1988), transferencia de calor (Hirayama y Takaki,
1988; Ardes, Busse y Wicht, 1997; Lir y Lin, 2001), fisica de semiconductores
(Balkarei ez 2/., 1988), ingenieria de materiales (Krinsky, 1984), quimica (Zhang
y Liu, 2009), biologia (Madzvamuse, Wathen y Maini, 2003; Crauste, Lhassan y
Kacha, 2008; Rossi y Ristori, 2008; Frederik y Maini, 2003), dindmica de
poblaciones (Yi, Wei y Shi, 2009; Baurmanna, Gross y Feudel, 2007; Rothschild
y Ault, 1996), astrofisica (Nozakura y Ikeuchi, 1984), ingenieria biomédica
(Madzvamuse, 2002; Garcia-Aznar ef al., 2007 ; Ferreira, Martins y Vilela, 2002)
y matematicas financieras.

El andlisis de estos sistemas de reaccion-difusion (RD), que presentan ines-
tabilidad de Turing, se ha desarrollado tradicionalmente desde dos marcos
de trabajo: analisis matematico (Mei, 2000) y simulacién numérica (Garzon,
2007; Madzvamuse, 2000). A partir del punto de vista analitico, los esfuerzos
por entender el comportamiento de los sistemas de RD se han centrado en el
estudio de la relacién entre las bifurcaciones del espacio de pardmetros y la
formacion de patrones.

Desde esta perspectiva, se han estudiado los sistemas de RD mediante com-
paraciones de sub y supersoluciones, teoria de grado, indice de Conley, teoria
de puntos criticos y perturbaciones singulares para varios tipos de maximos
principales (Mei, 2000). Estos métodos han sido efectivos para el analisis de
soluciones estacionarias y ondas viajeras (Rudiger ez 2/., 2007; Sagués et al., 2004).
También se han estudiado escenarios de bifurcaciones complejas en sistemas de
RD aplicando métodos de teoria de grupo para problemas con simetrias (All-
gower y Georg, 1997; Painter, Othmer y Maini, 1999). Los esfuerzos en esta
area del andlisis matematico y, especificamente, de la dindmica de sistemas han
permitido construir un gran conocimiento, el cual se ha comprobado y ampliado
con el uso de la simulacién numérica.
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La simulacién numérica de sistemas de RD ha permitido corroborar el
conocimiento obtenido analiticamente sobre la formacién de patrones, como en
(Madzvamuse, Wathen y Maini, 2003; Madzvamuse, 2000; Painter, Othmer y
Maini, 1999; Painter, Maini y Othmer, 2000), donde se han desarrollado ejem-
plos numéricos sobre la formacién de patrones en dominios bidimensionales bajo
consideraciones de dominio creciente.

Particularmente en (Madvamuse, 2000) se desarrollan simulaciones numéricas
usando un esquema lagrangiano con movimiento de malla, que muestra una gran
diferencia entre el estado estacionario para dominios fijos y la continua formacién
de nuevos patrones para dominios crecientes. En (Madvamuse, 2000) se reporta
la aparicién de diferentes estructuras que pueden variar entre sistemas de ban-
das, puntos y combinaciones de estos patrones en dominios con decrecimiento
exponencial.

Asi mismo, en (Madvamuse, 2009) se reporta la formacién de patrones en
presencia de campos convectivos con divergencia nula. Por otro lado, otros trabajos
numéricos han mostrado los efectos de los campos convectivos en la formacion de
patrones, al igual que la obtencién de patrones de Turing y la transicion de estos
a ondas viajeras en presencia de campos de velocidad toroidal que modifican la
dindmica del sistema.

Siguiendo el estudio de la variacién de patrones por la accién de campos con-
vectivos desde la perspectiva numérica, el objetivo de este articulo es solucionar
computacionalmente, y de forma simultdnea, las ecuaciones de RAD y Navier-
Stokes en 2D, para el sistema de reaccién de Schnakenberg, con parametros
cinéticos y difusivos en el espacio de Turing. Para ello se soluciona el sistema
de ecuaciones de RAD mediante un planteamiento conjunto del método de los
elementos finitos y el método de Newton-Raphson (Hoffman, 1992). Respecto a
la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes, se utiliza un enfoque de Petrov-
Galerkin, como el mostrado en (Hughes, Franca y Balestra, 1986).

El trabajo estd organizado como sigue: en primer lugar se muestra el modelo
matematico del sistema de RAD, incorporando las expresiones de reaccién de
Schnakenberg. Posteriormente, se muestra la formulacién por elementos finitos
para la solucién numérica del sistema de RAD. En la tercera se describen los
ejemplos que se van a resolver, las condiciones de contorno, el tipo de dominio
y parametros computacionales. Posteriormente, se muestran los resultados de
algunas de las simulaciones corridas y se finaliza con la discusion y conclusiones
de los patrones obtenidos.
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1. El modelo de reaccion-adveccion-difusion

1.1 Condiciones de inestabilidad de Turing

Siguiendo el modelo reactivo de Schnakenberg (Garzén, 2007; Madvamuse,
2000; Madvamuse, 2009), el sistema de ecuaciones diferenciales de RD en (1),
puede escribirse como (4):

a—u+V~Vu—V2u: y(a—u+u’v)

ot
Y en () 4)
—+V-Vv—dV?v=y(b-u"v)
ot

Donde # y v son las especies quimicas,V?# y dV?v son los términos difusivos,
d es la relacion entre los coeficientes difusivos de cada especie, Yes una constante

adimensional, # y & son pardmetros constantes del modelo, V es la velocidad

a—M+V-Vu—V2u: v fu,v)
del medio, en tanto que g’ son las funciones de reaccién
a—:+V-Vv—dV2v: v g(u,v)

de Schnakenberg.

La solucién de este sistema de ecuaciones conducird a una distribucion de
concentraciones espacialmente inestables o patrones de Turing, si se cumplen
unas determinadas condiciones, las cuales para el caso de un modelo de RD, sin
conveccién, estan dadas por las desigualdades descritas en (5).

/.8, —1.8.>0
f.+g,<0
df,+g,>0

(df, +g,) >4d(f,g, - f.2.)

®)

¥y, %

of og
Doﬂde =—, =, =
1. Ju Eu ou /. ov Yoy

Usando el analisis de estabilidad lineal (Madvamuse, 2000), se pueden
calcular los valores de los parametros adimensionales & y ¥, requeridos para la
formacién de patrones de Turing bajo el modelo de RD. Estos patrones pueden
ser identificados por los correspondientes nimeros de onda, tal como los que se
mencionan en la Tabla 1.
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Tabla 1. Modos de vibracion (m,n) para diferentes valores de d'y 7 del modelo de Schnakenberg con
valores constantes a=0,1 y b=0,9 (Madzvamuse, 2000)

Modo (m,n) d Y Modo (m,n) d Y
(1,0) 10,0000 29,0000 (3,2) 8,8676 379,2100
(1,1) 11,5776 70,6000 (3,3) 8,6076 535,0900
2,0) 10,0000 114,0000 4,0 8,6676 435,9900
.1 9,1676 176,7200 4,1) 8,5876 492,2800
2,2) 8,6676 230,8200 4,2) 8,7176 625,3500
(3,0) 8,6176 265,2200 (4,3) 8,6676 666,8200
3,1) 8,6676 329,2000 (4,4) 8,6076 909,6600

1.2 Solucion por elementos finitos del sistema de ecuaciones de RAD

Fuente: presentacion propia de los autores.

1.2.1 Consideraciones generales

Para solucionar numéricamente el sistema de ecuaciones (4) se optd por una

aproximacion a través del método de elementos finitos, empleando elementos

bilineales de cuatro nodos (Hughes, 2000). Dada las caracteristicas matema-

ticas del problema, se implementé una solucién con las siguientes considera-

ciones adicionales:

* Debido ala no linealidad de los términos reactivos incorporados en el modelo,

se utilizé el método de Newton-Raphson para solucionar el problema de la

evolucion temporal de las especies # y v.

* El valor del término de velocidad V empleado en la iteracién » dentro de

la aproximacién de la ecuacion de RAD fue el valor calculado en el tiempo

7 — 1 en la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes.

* Laintegracion temporal se ha realizado mediante la regla trapezoidal y una

formulacién totalmente implicita.

1.2.2 Formulacién de la ecuacién de residuos ponderados y forma débil

Planteando inicialmente la ecuacién de residuos ponderados para el sistema de

ecuaciones diferenciales (4), se obtiene la expresion (6):

[ @7*

Q

V-Vu—VZu—y(a—u-i-uzv))dQ:O

[w, (Q+V-Vv—dvzv— 7/(b—MZV))dQ =0
° \ot
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Donde ) hace referencia al dominio del problema, el cual est4 limitado por
la frontera I, mientras w, y w, son funciones de peso. Empleando el teorema de
Green para el debilitamiento de las ecuaciones (6), se llega a (7).

J.W] %dQ+Jw1V-VudQ+J.Vw1VudQ—fywl(a—u+u2v)dQ—Jr(Vu-n) wdl'=0

Q Q Q Q

(7
[w, %dgujwzv-Vvdmjvwz.dvvdg—jywz(b—uzv)dg—jr(vv-n)wzdr =0
Q Q Q Q

A partir de las ecuaciones de residuos ponderados en su forma débil (7), se
pueden plantear los residuos del problema, tal como se muestra a continuacion:

ou
= .[gz W Edg + Lz wV: VudQ+ .Lz VWIVudQ - J.Q ywadQ+ J.Q ywud<d

—JQ )/wluzde—L_ w,(Vu-n)dT =0
— [ w. %0 V-VudQ+ [ Vw,VvdQ—[ vbw,dQ ®
VV—JQWZ at +J.QW2 VYV +J-Q W2 Vi —'[Q}/ W2

+jg 7/w2u2de—Jl_ w, (Vv-n)dT =0

Al definir condiciones de flujo cero, o condiciones de Neumann homogéneas,
sobre los contornos del problema, los términos relacionados con la integral de
borde de las ecuaciones (8) se cancelan y los residuos se expresan como:

du
r= JQ w, EdQ + J.Q wV- VudQ+JQ Vw,VudQ —J.Q yaw,dQ +Lz ywudQ
- LZ ywuvdQ =0 9)
ov 2
n=[ w EdQ+J.Q W,V VudQ+ [ Vi, VvdQ- [ ybw,dQ+ [ ywuvdQ=0
Para plantear la solucién discreta se emplean aproximaciones escritas como
la combinacion lineal de funciones ortogonales, tal como se plantea en (10)
(Hughes, 2000; Zienkiewicz y Taylor, 2000), donde estas funciones de aproxi-
macién tendrdn la misma forma de las funciones de peso w. Asi, las variables

u y v son escritas en términos de los valores nodales usando las funciones de
aproximacién N, asi:

#’ =N (x, y)u
v = N (x, y)v (10)
V= NV (x, YV

Donde N (x, y), N (x, ) y N, (x, y) son las funciones de forma, que de-
penden tnicamente del espacio empleado para formulacién, u y v son los
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valores de # y v en los puntos nodales, en tanto que el superindice 4 indica la
discretizacion de la variable en elementos finitos.

Noétese que el empleo de funciones de peso w con la misma forma que las
funciones de aproximaciéon N indica el empleo de una formulacién Bubnov-
Galerkin, en lugar de una formulacién SUPG, capaz de estabilizar los problemas
numéricos derivados de la inclusién de los términos advectivos. Esta seleccion
se sustenta en el tamafio de malla empleado en todos los problemas simulados,
el cual asegura la obtencién de nimeros de Peclet inferiores a la unidad, lo cual
garantiza que adin con la formulacién Bubnov-Galerkin convencional pueden
obtenerse soluciones numéricamente estables (Zienkiewicz y Taylor, 2000).

Mediante la sustitucién de (10) en (9) se obtienen los vectores de residuo
en su forma discreta (11), donde r'y rl son los vectores de residuo para cada
ecuaciéon y VN es el vector gradiente de las funciones de aproximacion.

= SZNT%dQ+LZNT (v* ~Vu”)dQ+LZVNTVuth—J.Q yaNTarsuL2 INTU'dQ

2
—Jﬂ}/NT (uh) v'dQ (11)

n=] N aa—v:dQ+LZNT (V' Vv")dQ+ [ VN aVV'dQ-[ ypN"dQ+ [ yN' (u") v'dQ

Al emplear una discretizacién temporal basdndose en la ecuaciéon de Crank-
Nicolson (Zienkiewicz y Taylor, 2000), la ecuacién (11) se convierte en (12).
En esta Gltima expresién i y " son los valores nodales #* y ¢/ evaluados en
el tiempo # + Az, en tanto que O es un parametro caracteristico del método de
integracion temporal (Hughes, 2000; Zienkiewicz y Taylor, 2000).

(@ ") [ NT(V*-Vi')dQ+ [, IN'VidQ- [ yaNTa) "

Y JR 7o
N Lz At ” +j(zyNT12”dQ—'[Q7NT (zz’f)2 7'dQ
[ NT (V" Vi) dQ+ | IN'VI'dQ- | yaNdQ)
+[ NTuaQ- [ N (') v'd© .
(v —v') [ N7(V"-V#')dQ+ [ VN"avitaQ - |, ypNae)
At +[ N (@) 7a0
[ NT(V!-W')dQ+ [ VNTaVvdQ- | ybNTdQ)
+(1_a) Q Q Q

+ L N’ (u” )2 VdQ

Utilizando las expresiones (12) se pueden calcular cada uno de los términos
de la matriz de rigidez tangente, mostrada en (13).
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ar%h = ij N'NdQ+a J-QNT (Vh .VN)dQ+ LlVNTVNdQ + J.sz }/NTNdQ
on  Ar’e _JQ PN (2ﬁh)\7hNdQ
ar’ R
== —of N'y(a") NdQ
8:; Q .
ar’

= i_[QNTNdQ+ o[, N (V! -VN)aQ-+d] VN'VNaQ+ [ N'y (i) Nag)

Debe notarse que, a efectos de simplicidad en la solucién simultdnea de las
ecuaciones de RAD y de Navier-Stokes, los términos de velocidad nodal 17 em-
pleados en la ecuacién (14) corresponden al paso de tiempo # y no al # + Az. No
obstante, esta simplificacion no implica ninguna pérdida de exactitud, pues
los dos sistemas de ecuaciones, aunque se resuelven de forma simultanea, se
encuentran desacoplados.

Asi, los valores nodales #” y ¢/ en el tiempo ¢ + Ar se pueden aproximar
mediante un algoritmo iterativo Newton-Raphson, tal como se describe en la
ecuacién (14), donde Az’ y A/ representan la diferencia de los valores nodales
en dos iteraciones consecutivas.

ar, or!

Ja o |[aet] |

arvh 8rvh A i (14)
oV

1.3 Solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes

La soluci6n de las ecuaciones de Navier-Stokes para la obtencion del campo de
velocidades que define el término de transporte en el sistema de RAD se realiz6
empleando una formulacién estabilizada de elementos finitos SUPG (de sus
siglas en inglés Streamline Upwind Petrov Galerkin), siguiendo un enfoque similar
al utilizado en (Hughes, Franca y Balestra, 19806).

De acuerdo con este planteamiento, para cumplir con el criterio de incom-
presibilidad, sin acudir a formulaciones con términos de estabilizacién adiciona-
les, se necesita acudir a una solucién mixta de elementos cuadrilateros, la cual
involucra nueve nodos para el calculo de las velocidades y cuatro para el calculo
de las presiones (Yiy Wei, 2009; Hughes, Franca y Balestra, 19806).
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1.4 Solucién computacional

Se plantea analizar la formacién de patrones de Turing dentro del dominio de un
cuadrado de longitud unitaria, considerando un proceso reactivo caracterizado
por la ecuaciéon de Schnakenberg y un campo advectivo asociado al flujo den-
tro de la cavidad (Hughes, Franca y Balestra, 1986; Chung, 2002; Tu y Yeoh,
2007), problema definido por las ecuaciones (1) y (3). Para terminar de definir
el problema, se consideraron como condiciones de borde para las ecuaciones de
RAD unas condiciones de flujo nulo (condiciones de Neumann homogéneas).
Por su parte, en el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes, se consideraron
condiciones de velocidad cero en todos los bordes de la cavidad, a excepcion de
la parte de arriba, donde se ha impuesto una velocidad horizontal V = o(z).
En la Figura 1 se resume cada una de estas condiciones.

Figura 1. Condiciones de contorno para el problema de Navier-Stokes y reaccion-adveccion-difusion

Vx=c(t)

3 Vy: 0
T (Vo) e n=(Vv)en=0

— 1,
Ix=W=10 Ix=W=0
(Vo) o n,=(Vv) e n,=0 (Vo) n,=(Vv)+ n,=0
”4
Ix=W=0

(Vo) o n=(Vv)en=0

n; normal a cada uno de los lados del cuadrado unitario.

Fuente: presentacion propia de los autores.

En cuanto a las condiciones iniciales, se realizaron pruebas con dos tipos de
condiciones iniciales diferentes. El primer tipo consisti6 en el estado estable del
problema reactivo-difusivo, mientras que el segundo tipo se basé en una per-
turbacién del estado estable homogéneo de cada uno de los términos reactivos,
tal como se describe en (15).
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u(x,y,t=0)=u_+ €u,
v(x,y,t=0)=v +é&v,
(15)

u,v,)=|a+b,———
(s ) (a+b)2

Donde f(z,v) = 0y glz,v) = 0 son los estados estables de los términos
reactivos y € es un parametro de perturbacion aleatorio.

Como ya se menciond, la discretizacién empleada consistié en elementos
cuadrilateros bilineales de cuatro nodos para el problema de RAD y una formu-
lacién mixta para el problema de Navier-Stokes, la cual consistié en elementos
de nueve nodos —elemento cuadrilatero cuadratico (Hughes, 2000)— para la
interpolacion de la velocidad y de cuatro nodos —cuadrilatero bilineal (Hughes,
2000)— para la interpolacién de la presion (Figura 2).

Figura 2. Puntos de interpolacion de cada variable

o1

Nodo de inferpolacion de vy v

) 0 ) O Nodo de interpolacidn de la presidn

O Nodo de interpolacidn de la velocidad

& Nodos coincidentes para uy vy

& O fO velocidad

Nota: este elemento es cuadrildtero y de referencia (para mds detalles véase Hughes [2000]).

Fuente: presentacion propia de los autores.

Para llevar a cabo la implementacién numérica se programoé el conjunto de
ecuaciones en lenguaje FORTRAN vy se solucionaron todos los ejemplos que se
ilustran mas adelante en un computador portatil de 4.096 MB en RAM y 800
MHz de velocidad de procesador.

La malla utilizada es igual para todos los ejemplos (Figura 3), la cual consiste
en 2.500 elementos cuadrilateros de cuatro nodos para la interpolacién de la
presién y las concentraciones # y v (para un total de 2.601 nodos), y la misma
cantidad de elementos pero de nueve nodos para la interpolacién de las compo-
nentes de velocidad (para un total de 10.201 nodos).
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Figura 3. Malla utilizada en la solucion numérica”

0.8
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X

"La malla tiene 2.500 elementos y 2.601 nodos (caso bilineal) para interpolar la presién y las concentraciones
del sistema reactivo, y 10.201 nodos (caso cuadrdtico) para interpolar la velocidad.

Fuente: presentacion propia de los autores.

En la integracién temporal se utilizé un paso Ar = 0,01 y como criterio de
convergencia del problema no lineal (Newton-Raphson); ademas, se utiliz6 un control
de error relativo de convergencia |TOL|<10™ (Hoffman, 1992).

2. Resultados

Por medio de la formulacién numérica por elementos finitos planteada se tuvieron
los siguientes resultados. En primera instancia, los relacionados con el campo
advectivo de velocidades y, en segunda instancia, los del sistema de RAD,
considerando un término convectivo impuesto por la evolucién temporal del
campo de velocidades calculado. Por brevedad, en los resultados sélo se sefiala
el nivel de concentracién de # para el sistema reactivo. La variable v presenta un
comportamiento similar, pero con los colores de los patrones invertidos.

2.1 Resultados del campo de velocidades en el problema de flujo en la cavidad

En la Figura 4 se muestran los resultados alcanzados para el problema de la ca-
vidad, el cual es ampliamente referenciado en diferentes trabajos (como Hughes,
Francay Balestra, 1986; Chung, 2002; Tuy Yeoh, 2007). En cada fila se muestra
el campo de velocidades obtenido en estado estable, expresado en cada una de
sus componentes (V, Vy), asi como en términos de la resultante, a través de las
lineas de corriente. Cada fila corresponde a la solucién del problema de la cavidad
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con una velocidad adimensional en el borde superior diferente: ¢=0,5, c=5 y
¢=50 (Figura 4). Estos valores en el contorno son equivalentes a un numero de
Reynolds de 0,5, 5 y 50, respectivamente.

Figura 4. Resultados de la solucion del problema de la cavidad para un flujo incompresible con
diferentes valores de velocidad

Vx
. 45

Bk

-
B

s
w

a), d) y g) muestran los resultados para la velocidad en x con nGmeros de Reynolds de 0,5, 5 y 50, respectivamente.
b), ) y h) muestran los resultados para la velocidad en y, y ¢, f) e i) muestran los resultados para las lineas de corriente.

Fuente: presentacion propia de los autores.
Los resultados muestran la formacién de un voértice en la parte central su-

perior para las dos velocidades mas bajas, y de un vortice en la parte superior
derecha para la velocidad mas alta (¢=50). Los resultados de la magnitud de la
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velocidad en cada direccién y el patrén resultante concuerdan con los resul-
tados reportados por otros autores como (Hughes, Franca y Balestra, 1986;
Chung, 2002; Tu y Yeoh, 2007). Por brevedad en el reporte, en la Figura 4 no
se presentan los resultados alcanzados para la presion, ni la evolucion temporal de
las variables de velocidad y presion.

Estos resultados, y mds especificamente, el campo de velocidades en evo-
lucién temporal fue impuesto al sistema reactivo a través del termino convec-
tivo para observar el comportamiento de los patrones de Turing ante estos
campos de velocidad. En la siguiente seccion se muestran los resultados de
estas pruebas numéricas.

2.2 Resultados para un modo inicial (1,0)

Tal como se menciond y se list6 en la Tabla 1, para condiciones de RD, diferentes
valores en los coeficientes & y Y pueden generar distintos patrones de Turing,
que se identifican mediante su namero de onda. Asi, por ejemplo, un patrén de
Turing con un nimero de onda (1,0) puede obtenerse a partir un valor 4 = 10
y Y = 29 (para mayores detalles [Madzvamuse, 2000}).

De esta forma, el primer caso simulado consisti6 en evaluar la influencia del
campo advectivo derivado del problema de flujo en la cavidad, dentro de un caso de
RD con =10y ¥y = 29. La simulacién consistié en partir de un problema
de RD simple, que permite su estabilizacién temporal (este estado se tomo
como #=0), y adicionando posteriormente los efectos advectivos mencionados.

En la Figura 5 se presentan los resultados de la evolucién del patrén obte-
nido para el problema descrito, donde se emplearon tres campos de velocidad
definidos por tres nimeros de Reynolds diferentes: 0,5 (columna # Figura 5), 5
(columna 4 Figura 5) y 50 (columna ¢ Figura 5).

En el experimento numérico de la columna « en la Figura 5 se muestra la
formacién de un patrén de Turing que gira en el mismo sentido del campo de
velocidad. El nuevo patrén generado queda en constante giro y no llega a esta-
bilizarse en ningtn tiempo posterior. Se debe notar que el frente de cambio de
densidad pasa de ser recto a tener una curvatura, como se muestra en tiempos
posteriores.

En la Figura 5b se observa un patrén simétrico que, al igual que en el caso «,
queda en constante rotacién en el sentido de giro del fluido. En la Figura Sc se
observa que a una alta velocidad el sistema llega a un estado estable que tiene
una forma senoidal después de haber girado en el sentido del flujo. El tiempo
adimensional de estabilizacién es # = 0,008.
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Figura 5. Resultados del sistema de reaccion-conveccion-difusion para un espacio de Turing
con nimero de onda (1,0)
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=0,020
t=0,006
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Nota: los tiempos (adimensionales) se observan en la figura. Para un ndmero de Reynolds de a) 0,5; b) 5y ¢) 50
el color negro indica alta concentracion para la variable v, mayor a 1,1 (adimensional).
Se presentan Gnicamente los resultados de la variable v.

Fuente: presentacion propia de los autores.
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2.3 Resultados para un modo inicial (4,0)

La Figura 6 muestra los resultados para un patrén en estado estable obtenido
con los parametros de la Tabla 1, correspondientes a un namero de onda (4,0)
y tres magnitudes de campo advectivo. En la columna # de la Figura 6 se muestra
la evolucién del patrén para un campo convectivo con velocidad en el borde de 0,5.
En este caso, se observa que el patron original (formado por los efectos de reaccion-
difusién) se distorsiona levemente al incorporar el campo advectivo y alcanza
una estabilidad temporal en =0,04.

En la columna 4 de la Figura 6 se observa que el campo advectivo (es mayor
que en el caso #) rompe las bandas originales y genera puntos aislados en el do-
minio, que se estabiliza después de #=0,067. El aumento del término convectivo
(Figura 6¢) lleva a la formacién de un patrén estable temporalmente y de forma
similar a la del caso 4, pero una mayor definicién en las manchas alcanzadas. El
tiempo de estabilizacién en este ultimo caso es 7=0,032.

2.4 Resultados para un modo inicial (2,1)

En este experimento numérico se utilizaron los parametros que corresponden
al modo (2,1) de la Tabla 1 y los mismos tres campos de velocidad empleados en las
pruebas numéricas anteriores. En la Figura 7a se observa que el campo de velocida-
des impuesto (numero de Reynolds igual a 0,5) no altera de forma significativa
el patron de Turing original (formado por el efecto reactivo-difusivo); sélo se
observa una leve distorsion, que se estabiliza en 7=0,02.

En la columna 4 de la Figura 7 se muestra una distorsion significativa, donde el
patrén original rota un dngulo de 90° en direccién del flujo. Se observa, ademis,
la formacién de un punto cuyo centro coincide con la posicion del vortice formado
en el fluido (Figura 4f). El tiempo de estabilizacién para este caso es #=0,020.

En la columna ¢ de la Figura 7 se observa que bajo el efecto de un campo
advectivo mayor (nimero de Reynolds igual a 50) el patrén se ha perdido por
completo; se encuentran dos semibandas bien establecidas en la parte superior
e inferior.
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Figura 6. Resultados del sistema de reaccion-conveccion-difusion para un espacio de Turing con
nimero de onda (4,0)
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Nota: los tiempos (adimensionales) se observan en la figura. Para un ndmero de Reynolds de a) 0,5; b) 5y ¢) 50.
El color negro indica alta concentracion para la variable v, mayor a 1,1 (adimensional).
Se presentan Gnicamente los resultados de la variable v.

Fuente: presentacion propia de los autores.
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Figura 7. Resultados del sistema de reaccion-conveccion-difusion para un espacio de Turing con
nimero de onda (2,1)

a) b) J

Nota: los tiempos (adimensionales) se observan en la figura. Para un ndmero de Reynolds de a) 0,5; b) 5y ¢) 50.
El color negro indica alta concentracion para la variable v, mayor a 1,1 (adimensional).
Se presentan Gnicamente los resultados de la variable v.

Fuente: presentacion propia de los autores.
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3. Conclusiones

En este articulo se han realizado varios ensayos numéricos para el analisis de la
formacién de patrones de Turing bajo el efecto de un campo advectivo asociado
con el problema de flujo en una cavidad (Hughes, Franca y Balestra, 1986;
Chung, 2002; Tu y Yeoh, 2007).

Las pruebas realizadas con diferentes parametros de namero de onda evi-
dencian que la adicién de un término advectivo a la ecuacién de RD permite
generar inestabilidades de Turing complejas. En dos dimensiones se observa la
posibilidad de que aparezcan patrones mezclados de puntos y bandas para campos
advectivos fuertes. Se encontré que pueden presentar seudomodos de onda
complejos, capaces de cambiar la longitud y forma de las bandas y los puntos.

Para el caso de campos advectivos de pequenia magnitud se observé que el patrén
original puede, en algunos casos, rotar en la direccién del campo de velocidad,
alcanzar una estabilizaciéon temporal o permanecer en rotacion sin llegar a un
estado estable (véanse figuras Say Sb).
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