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Resumen

Este articulo presentan varios ensayos
numéricos sobre las ecuaciones de
reaccién-difusion en el espacio de Tu-
ring, bajo el mecanismo de reaccion de
Schnakenberg. El objetivo es obtener
los patrones de cada coeficiente de
la expansién en polinomios de caos.
Los ensayos se realizan en 2D sobre
cuadrados unitarios, a los cuales se
les imponen condiciones iniciales
aleatorias y condiciones de Neumann
nulas sobre el contorno. Los pardme-
tros que definen el comportamiento
de las ecuaciones se modelan como
campos estocdsticos; especificamente,
se utilizan la difusién y los pardme-
tros reactivos como valores de tipo
aleatorio. Por lo tanto, se combina el
método estandar de elementos finitos
con Newton-Raphson con el método
de los elementos finitos estocasticos
espectrales. Los pardmetros de cada
ecuacion se describen mediante la ex-
pansién de Karhunen-Loeve, mientras
que la incégnita se representa mediante
la expansion de los polinomios de caos.
Los resultados muestran la versatilidad
del método para solucionar diferentes
problemas fisicos. Ademds, se logra la
descripcion estadistica de la solucion.
Para los coeficientes estocasticos de
la incégnita, los resultados muestran
patrones complejos que mezclan ban-
das y puntos, los cuales no se pueden
predecir desde la dindmica del sistema.

Palabras clave

Elementos finitos estocasticos, reac-
cién-difusion, patrones de Turing, me-
canismo de reaccién de Schnakenberg.

ica Ramirez-Martinez, Carlos Duque-Daza

Abstract

In this paper we present several
numerical tests on reaction-diffusion
equations in the space of Turing,
under the Schnakenberg reaction
mechanism. The objectivge is to
obtain the patterns of each coefficient
of expansion in chaos polynomials.
The tests were performed on 2D unit
square, to which random initial con-
ditions and Neumann zero conditions
on the boundary were imposed.The
parameters that define the behavior
of the equations, more specifically
the diffusion and reactive parameters,
are modeled as stochastic fields. Thus,
the standard method of finite element
with Newton-Raphson was combined
with the spectral stochastic finite
element method. The parameters
of each equation are described by
Karhunen-Loéve expansion, while
the unknown is represented by the
expansion of the polynomials of chaos.
The results show the versatility of the
method to solve different physical
problems. Furthermore, it achieves
statistical description of the solution.
The results for the unknown stochastic
coefficients, show complex patterns
that mix bands and points which can
not be predicted from the dynamics
of the system.

Stochastic finite elements, reaction-
diffusion Turing patterns, Schnaken-
berg reaction mechanism.

Resumo

Este artigo apresenta varios testes
numéricos sobre equagdes de reagao-
difusao no espaco de Turing no ambito
do mecanismo de reagdo Schnaken-
berg. O objetivo é a obtengao de
padrées de cada coeficiente de ex-
pansao em polindmios de caos. Os
ensaios foram realizados em 2D sobre
quadrados unitdrios, aos que sao
impostas condigdes iniciais aleatérias
e condigoes de Neumann nulas no
contorno. Os parametros que definem
o comportamento das equagdes sao
modelados como campos estocasticos,
especificamente utilizando difusao e
pardmetros reagentes como valores
de tipo aleatério. Por conseguinte,
combina-se 0 método padrio de ele-
mentos finitos com Newton-Raphson
com o método de elementos finitos es-
tocasticos espectrais. Os parametros de
cada equacao sao descritos mediante a
expansao de Karhunen-Loeve, ao pas-
so que a incégnita é representada pela
expansao dos polindmios de caos. Os
resultados mostram a versatilidade do
método para resolver variados proble-
mas fisicos. Além disso, consegue-se a
descrigao estatistica da solucao. Para os
coeficientes estocésticos da incognita,
os resultados mostram padrées com-
plexos que misturam bandas e pontos,
0 que nao pode ser predito a partir da
dinamica do sistema.

Palavras-chave

Elementos finitos estocasticos, reagao-
difusao, padrdes de Turing, mecanismo
de rea¢ao de Schnakenberg.
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Introduccion

Muchos problemas de la fisica, la quimica, la economia, la biologia, la bio-
ingenieria e, incluso, la ecologia, entre otros campos, pueden ser modelados
balanceando tres fenémenos: la difusion, la conveccion y la reaccion (Babuska,
et al., 1995; Garzon, et al., 2009; Ferreira, et a/l., 2002; Chaplain, ez a/., 2001;
Madzvamuse, 2002; Kondo y Asai, 1995; Crauste, er @/., 2008; Rossi, et a/.,
2008; Rothschild y Ault, 1996; Nozakura y Keuchi, 1984; Smith, 2000; Richter,
2008; Ferragut, ¢t @/., 2007). Dicho balance se plantea en la ecuacién diferencial
de reaccién-conveccion-difusion (1), y se complementa con las condiciones de
contorno descritas en (2), (3) y (4).

%—V(kw)m.wﬂgz;:fm sobre () (1)
Ht=0)=9, ()
#(¥) = g(¥) sobre T, (condicién Dirichlet) (3)
V(¢) = h(%) sobre Ty (condicién de Neumann) 4)

Donde £ = 0 es el coeficiente difusivo, ¥ € R denota el vector posicién en
el domino, u es el campo de velocidad asociado al proceso convectivo, s es el
coeficiente fuente (s > 0 significa produccion y s < 0 significa disipacion), /(X) es la
funcién de generacion, g(¥) es la funcién que define el valor del campo escalar
¢ sobre la frontera T', y h(x) es la funcién que define el valor del flujo sobre la
frontera I',,.

Estas ecuaciones de reaccién-adveccion-difusién (1) y otros modelos mads
complejos, donde intervienen mds especies o reactantes, tienen la habilidad
de crear patrones espacio-temporales. Un caso particular de estos patrones son
las inestabilidades de Turing (Garzén, 2007; Madzvamuse, ez al., 2003), que se
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caracterizan por la aparicion de distribuciones de especies (patrones) estables
en el tiempo e inestables en el espacio. Dada su especial respuesta, este tipo de
modelos matematicos han inspirado modelos para el estudio de problemas en
muy diversos campos, como la dinamica de fluidos (Hirayama y Takaki, 1988),
la transferencia de calor (Ardes, ¢z a/., 1997, Lir y Lin, 2001), la fisica de semi-
conductores (Balkarei, ez z/., 1988), la ingenieria de materiales (Krinsky, 1984), la
quimica (Zhang y Liu, 2009), la biologia (Garzén, 2007; Crauste, et al., 2008;
Rossi, et al., 2008; Frederik y Maine, 2003), la dindmica de poblaciones (Yi,
et al., 2009; Baurmanna, ez a/., 2007; Rothschild y Ault, 1996), la astrofisica
(Nozakura y Ikeuchi, 1984), la ingenieria biomédica (Madzvamuse, 2002;
Garcia-Aznar, et al., 2007; Ferreira, ¢t al., 2002) y las matematicas financieras.

El andlisis de estos sistemas de reaccion-difusion (RD), que presentan ines-
tabilidad de Turing, se ha desarrollado tradicionalmente desde dos marcos de
trabajo: mediante andlisis matematico (Mei, 2000) y mediante simulacién
numérica (Garzon, 2007; Madzvamuse, 2003; Madzvamuse, 2000).

Desde el punto de vista analitico, los esfuerzos por entender el comportamiento
de los sistemas de RD se han centrado en el estudio de la relacién entre las
bifurcaciones del espacio de pardmetros y la formacién de patrones. Desde esta
perspectiva, se han estudiado los sistemas de RD mediante comparaciones de
sub- y supersoluciones, teoria de grado, indice de Conley, teoria de puntos criticos
y perturbaciones singulares para varios tipos de maximos principales (Mei, 2000).
Estos métodos han sido efectivos para el andlisis de soluciones estacionarias y
ondas viajeras. También se han estudiado escenarios de bifurcaciones complejas
en sistemas de RD aplicando métodos de teoria de grupo para problemas con
simetrias. Los esfuerzos en esta drea del analisis matematico y, especificamente,
de la dinamica de sistemas han permitido construir un gran conocimiento, el
cual se ha comprobado y ampliado con el uso de la simulacién numérica.

El objetivo de este articulo —siguiendo el estudio sobre los patrones de
Turing y la inclusién de parametros probabilistas— es solucionar computa-
cionalmente y de forma simultdnea las ecuaciones de RD en 2D. Se utiliza el
modelo de reaccién de Schnakenberg, cuyos parametros cinéticos y difusivos se
encuentran en el espacio de Turing v, se les asigna un comportamiento estocdstico.
Para ello, se soluciona el sistema de ecuaciones de RD mediante un planteamiento
conjunto de tres métodos: el de los elementos finitos, el de Newton-Raphson
(Garzén, 2007) y el de los elementos finitos estocasticos espectrales. Se desarro-
llan varios ejemplos numéricos que permiten observar el efecto de los patrones
sobre los coeficientes de la expansion del polinomio de caos. En este sentido,
se busca estudiar la influencia de los campos estocasticos en la formaciéon de
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patrones de Turing y obtener los patrones de cada coeficiente de la expansion
en polinomios de caos. Se demuestra la versatilidad del método para solucionar
problemas fisicos que contienen incertidumbre. Ademas, se logra la descripcion
estadistica de la solucion.

Por su parte, los resultados muestran patrones complejos que mezclan bandas
y puntos que llegan a la condicién estable en aquellos coeficientes que pertenecen
al polinomio de caos. Los patrones revelan la incertidumbre en los coeficientes
estocasticos que depende de la dindmica de la difusién y la reaccion.

1. Materiales y métodos

1.1. Modelo de reaccion-difusion (RD): condiciones de inestabilidad de Turing
Siguiendo el modelo reactivo de Schnakenberg (Garzén, 2007; Madzvamuse,
et al., 2003), el sistema de ecuaciones diferenciales de RD en (1) (sin conveccién),
puede escribirse como (5):

aa—u—Vzu = y(a—u+u’v)
! en () 5)
Jv

——dV?v=y(b-u’v)
ot

Donde #, v son las especies quimicas, V?u y dV?v son los términos difusivos,
d es la relacion entre los coeficientes difusivos de cada especie, ¥ es una cons-
tante adimensional, # y 4 son parametros del modelo y f (#,0)=(a —u + #*v) y
gu,w)=(b—u*v) son las funciones de reaccién de Schnakenberg.

La solucién de este sistema de ecuaciones conducird a una distribuciéon de
concentraciones espacialmente inestables o patrones de Turing, si se cumplen
determinadas condiciones, las cuales, para el caso de un modelo de RD, estan
dadas por las desigualdades descritas en (6):

1.8,-18,> =0
]2 + g < 0
dfﬂ +g >0 ©)

@, +g,)r>4d(f8-48)

of og of g
D d =, =, J =— = —
onde 1, Ju Eu Ju /, v Y& dv

Haciendo uso del andlisis de estabilidad lineal (Garzén, 2007; Madzvamuse,
et al., 2003; Madzvamuse, 2000), se pueden calcular los valores de los parametros
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adimensionales &'y ¥, requeridos para la formacion de patrones de Turing bajo el
modelo de RD. Estos patrones pueden ser identificados por los correspondientes
nameros de onda, como los que se mencionan (Madzvamuse, 2000).

1.2 Método de los elementos finitos espectrales
En el caso en que los pardmetros de las ecuaciones se pueden representar como
campos aleatorios, la ecuacioén de residuos se convierte en (7):

a"—ut - - - . 2
i:jﬂNT%dijVN’ [Ix, @) Va'dQ- | yla(x,)]N'dQ+ [ yN'a'aQ - N’ (a") (v')dQ -

r= JQNT %m[ﬂwv’ [d(x, w)]Vﬁ”dQ—JQy[b(x, w)]NTdmjﬂ N (@) () de

Donde los parametros del modelo (1, &, @ y ) dependen del espacio y tienen
naturaleza aleatoria, la cual estd indicada por el argumento ®. En los siguientes
apartados, se muestra la metodologia para resolver el problema con elementos
finitos estocasticos.

1.3. Expansion de Karbunen-Loéve

La expansion de Karhunen-Loéve de un proceso estocastico, por ejemplo 4(x,®),
se basa en la expansion espectral de su funcién de covarianza R, (x,,x,), donde
x, y X, denotan las coordenadas espaciales y ® denota la aleatoriedad. Por de-
finicién, la funcién de covarianza es simétrica y definida positiva; por lo tanto,
las autofunciones son mutuamente ortogonales y los autovalores son reales. De
esta forma, el conjunto de autofunciones y autovalores que permiten obtener la
representacion de d(x,®) toman la forma (8):

a0 @) =d)+ Y [T d (0 (@) ®

Donde d(x) es el valor promedio del proceso estocéstico, en este caso, del
coeficiente de difusion de la segunda ecuacion de (16) —este valor medio debe
cumplir las restricciones de Turing dadas en (6)—; los términos {& j(®)} forman
un conjunto ortogonal de variables aleatorias; {K]} es el conjunto de autovalores,
y {d].(x)} es el conjunto de autofunciones de la funcién de covarianza.

En el caso de los coeficientes cinéticos de reaccion « y b, se puede hacer una
expansion para cada una, asi (9):

a(x. @) =a(x)+ 3% 0, (€, (@)
oz ©)
b(x,®) = b(x) + 2 JA b, (D¢, (@)
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Las funciones Zﬂ(x), d] (X, a,y bjé(x) corresponden a las autofunciones de la
funcién de covarianza de la variable de campo. Igualmente, los valores 4;, A7,
A¢ 'y A] son los autovalores. De esta forma, cada conjunto de autofunciones y
autovalores, conforman el denominado autopar.

Por lo tanto, se obtiene:

~h h oo oo
= LN’ “ A_t” dQ+Ll VN' [1+;\/Z 1,06, (w):| VthdQ—Juy[E(xH;M a, (x).fju(w):|NTdQ
+[ N'@aQ [ N (@) 'dQ

~h h oo oo
i =[N0 [ VN [E(x)+;\/77d d, (¢, (w)]VG”dQ— jﬁy[&xﬂ%ﬁ bjh(x)fjh(w)]NTdQ

+[ N (@) (7)ae

(10)

1.4 Aspectos computacionales y condiciones de contorno e iniciales

Con el fin de evaluar la solucién del problema de patrones de Turing con ele-
mentos finitos estocasticos, se analizaron tres ejemplos con diferentes modos de
onda. Los problemas fueron implementados en lenguaje Fortran y solucionados
para una malla de 2500 elementos y 2601 nodos, como se muestra en la figura 1.
Los elementos utilizados son cuadrildteros con funciones de forma bilineales.

Figura 1. Malla utilizada en el andlisis con elementos finitos estocdsticos espectrales

1

08

0,6

04

02

0 02 04 0,6 08 1
X

Fuente: presentacion propia de los autores.
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Las condiciones iniciales se imponen a la variable determinista mediante una
pequena perturbacién del 10% alrededor de su condicién estable; esto es, alrededor

de (u‘\,\{X)Z[a+b,(fb)2J (Madzvamuse, 2000). Para las variables estocésticas,
a

las condiciones iniciales son nulas. De igual forma, las condiciones de Neumann
(naturales) son nulas para todas las variables de cada ejemplo en la frontera del
dominio mostrado en la figura 1.

2. Experimentacién numérica

En el ejemplo se utilizaron los siguientes valores promedio de los pardmetros del
sistema (5): ¢,=a=0,1, b,=b=0,9,d,=d =10y Y = 29. Para el caso estocastico
se hicieron tres pruebas numéricas, con diferentes valores de M, M, M y M,
y P Adicionalmente se utiliz6 C, =107, |4/=0,5,5 = b, = 0,25. El tamafio del
paso temporal (adimensional) es #/=0,01. En cada caso solo se presentan los
resultados cuando se alcanza la estabilidad en el tiempo.

En el primer caso se utilizaron los siguientes limites para el truncamiento de
las series dadas por Madzvamuse (2002): M, =2, M, =2, M =2y M, = 2,
y P = 2. Por lo tanto, se tiene 0., = 2,1537, oL, = 4,5779.

Los resultados se muestran en la figura 2. La fila 2) muestra los resultados
para la variables #, # y u,, ordenados por columnas, respectivamente. De la
misma forma se observan, en la fila 4), los resultados para v, v, y v,.

En este ejemplo, la expansién de los polinomios de caos lleva tan solo tres
términos (el primero de ellos, determinista). De igual forma, se utilizan tres tér-
minos para representar la difusion y los parametros de reaccién. En la columna
0 de la figura 2 se observa la formacién de un patrén con modo de onda 1-0
(Madzvamuse, 2000). Para #, se observa un patrén con alta concentracién en
la parte superior, y para el inhibidor 2, en la parte inferior. En la columna 1 se
muestra la formacién de un punto de alta concentracién. En #, se observa un
gradiente en la parte inferior. En la parte superior del dominio se forma un punto.
Comparando las dos primeras columnas, se observa que en la zona del punto
(de ) se presenta el mayor gradiente de la variable determinista (). Ademas,
nétese que los valores para # disminuyen en el contorno debido a que se tiene
una condicién de flujo nulo (para la variable # ). Para v, se observa exactamente
el mismo comportamiento de #, pero con el punto en la parte inferior. En la
columna 2 se observan los resultados para #,. En la parte inferior de #, se muestra
una regién de alta concentracion que indica el mayor gradiente de # . En
la zona central superior se muestra un punto de minima concentracién ubicado
en el mismo sitio que para # .
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Figura 2. Resultados para @, =@ =0,1,5, =5 =0,9,d, =d =10y y=19. M=2,M=2M=12
y M, =2,y P=12.Lafila a) muestra los resultados para la variables v, v, y u, ordenados
por columnas, respectivamente. De la misma forma, se observan, en la fila b), los resultados

para v, v,y v,

a)u

b) v

Fuente: presentacion propia de los autores.

En el segundo caso se utilizaron los siguientes valores de truncamiento de
las series dadas en Madzvamuse (2002): M, = 4, M, =4, M =4y M = 4,
y P = 4.Y de nuevo, se tiene a1l = 2,1537, o, = 4,5779, o, = 7,2868,
o, = 10,1732.

Los resultados se muestran en la figura 3. La fila a) muestra los resultados
para las variables #, #,, u,, u,yu, ordenados por columnas, respectivamente.
De la misma forma se observan, en la fila b), los resultados parav,v ,v,, vy,

En este ejemplo, la expansion de los polinomios de caos y de Karhunen-Loeve
lleva un mayor nimero de términos que en el caso anterior. En la columna 0 de
la figura 3, se observa la formacién de un patrén con modo de onda 1-0, pero
esta vez el gradiente estd rotado 90°, por lo tanto, la orientacién del patrén es
horizontal. En la columna 1 se puede ver la formacién de un punto en el dominio.
En #, se observa un gradiente en la parte izquierda. En la derecha del dominio se
forma un punto similar al ejemplo anterior. Para v se observa exactamente el
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mismo comportamiento de #, pero en direccion contraria. En la columna 2 se
observan los resultados para #,. Se nota la formacién de estructuras de mayor
numero de onda (Garzén, 2007; Madzvamuse, 2000). También se observa la
formacion de dos maximos en la esquinas de la derecha del dominio. En la fila 4),
para la variable v, se nota el mismo patrén, pero con sus maximos en la parte
izquierda. En las columnas 3 y 4, la fila 2) muestran los resultados para z, y
u,, respectivamente. De nuevo se notan estructuras de mayor nimero de onda
que las anteriores (Madzvamuse, 2000), con maximos dirigidos hacia la zona
derecha. En la fila 4) de estas mismas columnas se puede observar el maximo en
la parte izquierda del dominio. Nétese que en la figura 3 conforme se observa
de izquierda a derecha, crece el nimero de onda. Ademas, se puede observar
que los maximos de las columnas 3 y 4 se presentan hacia la zona de mayor

concentracion de la variable determinista de la columna 0.

Figura 3. Resultados para a, =@ =0,1,b,=b =0,9,d,=d =10y Y="20. M= 4, Md= 4, Mu= 4
y Mb =4,y P=4.Lafila a) muestra los resultados para la variables Uy U, Uy U Y U,
ordenados por columnas, respectivamente. De la misma forma, se observan, en la fila b),
los resultados para Vi Vo Vo VY V,

[T

Fuente: presentacion propia de los autores.

En el tercer caso (figura 4) se utilizaron los siguientes valores de truncamiento
de las series dadas en Madzvamuse (2002): M, = 4, M, =4,M =0y M, =0y
P = 4. En este caso, la incertidumbre se presenta sobre los parametros difusivos;
por lo tanto, son estos parametros los que se representan por una expansion de
Karhunen-Loeve. En el caso de los coeficientes reactivos, estos se consideran
totalmente deterministas. Los resultados se muestran en la figura 4. El orden

para mostrar las figuras es igual que para los casos anteriores.
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En la figura 4 se observa que el patrén determinista (columna 0) es similar
al anteriormente descrito, cuyo gradiente est4 rotado 90°; por lo tanto, la orien-
tacién del patron es horizontal. En la columna 1 se puede ver la formacion de
dos puntos. En u, se observa un gradiente en la parte central. En la izquierda
y derecha del dominio se forman dos puntos que determinan un maximo y un
minimo, respectivamente. Nétese que el patrén tiene simetria en x y antisimetria
en y. En las columnas 2, 3 y 4 se presentan patrones con puntos y bandas, con
mayor nimero de onda. En las figuras 3 y 4, los patrones exhiben un comporta-
miento poco definido. En la fila #) de las columnas 3 y 4 la mayor concentracion
se presenta en el lado derecho, igual que en el caso determinista. Por el contrario,
en la fila 4) la mayor concentracion esta del lado izquierdo.

Figura 4. Resultados para ¢, =a@=0,1,5, =5 =0,9,d,=d =10y y=19. M =4, M= 4, M= 0
yM = 0,y P=4. La fila @) muestra los resultados para la variables Uy U, Uy U Y U, ordenados

por columnas, respectivamente. De la misma forma, se observan, en la fila b), los resultados
para v, v, v, v,y v,

0 1
AL

Fuente: presentacion propia de los autores.

3. Discusion y conclusiones

En este articulo se utiliz6 el método de los elementos finitos estocasticos espec-
trales para solucionar un sistema de ecuaciones de RD de caracter no lineal.
Para estudiar la versatilidad del método se desarrollaron tres ejemplos de RD,
con un sistema reactivo de tipo Schnakenberg, cuyos parametros tienen un
comportamiento probabilista. El sistema no lineal se ha resuelto mediante el
método de Newton-Raphson. Los parametros deterministas del modelo cum-
plen las restricciones del espacio de Turing; por lo tanto, los patrones que se
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obtienen en la solucién, especificamente para la variable determinista, exhiben
inestabilidades espaciales, denominadas “de Turing”.

Una limitaciéon del modelo numérico aqui desarrollado es el empleo de la
misma funcién de covarianza, de las funciones de correlacion y de los valores
de longitud de correlacion para todos los parametros estocasticos. En futuros
trabajos se desarrollardn ejemplos con otros valores de la longitud de correlacién
y diferentes funciones. Por otra parte, no se llevé a cabo el andlisis de sensibilidad
de la malla en conjunto con los parametros estocdsticos; este tipo de trabajo se
desarrollara en futuros articulos.

En conclusién, el método de los elementos finitos estocasticos espectrales
con aplicacion a la ecuacién de reaccion-difusion permite incluir los parametros
reactivos y difusivos dependientes del espacio y de la aleatoriedad. La dindmica de
los patrones de los coeficientes del polinomio de caos estd bajo la influencia
del nimero de términos utilizados en cada parametro de la ecuacion. En general,
la localizacion de la incertidumbre depende de la expansion de Karhunen-Loeve
para el término reactivo y el difusivo. El término reactivo introduce, de forma
independiente del patrén de Turing, un alto componente de incertidumbre en
comparacion con el término difusivo.
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