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Resumen 
Este artículo presenta una metodo-
logía para identificar un sistema de 
tanques interconectados que describe 
un comportamiento no lineal, como un 
sistema dinámico híbrido (SDH) basa-
do en el método de identificación de 
sistemas no lineal bounded error appro-
ach. Identificado el sistema de tanques 
como un SDH, este se representa en 
variables de estado para aplicar una 
ley de control por realimentación 
de estados conmutada, que busca la 
existencia de una función múltiple de 
Lyapunov, la cual permite garantizar 
la estabilidad del sistema conmutado 
identificado.

Palabras clave
Sistemas dinámicos híbridos, identifi-
cación, sistemas no lineales, funciones 
múltiples de Lyapunov.

Abstract
This paper presents a methodology 
for identifying a system of interact-
ing tanks that follows a non-linear 
behavior as a dynamic hybrid system 
(DHS) based on the method for iden-
tifying non-linear systems known as 
bounded error approach. Having iden-
tified this tank system as a DHS, it is 
represented through state variables 
to apply a commuted state feedback 
control law in order to find a multiple 
Lyapunov function, which would allow 
us to guarantee the stability of the 
identified commuted system. 

Keywords
Dynamic hybrid systems, identifi-
cation, non-linear systems, multiple 
Lyapunov functions.

Resumo
Este artigo apresenta uma metodo-
logia para identificar um sistema de 
tanques interligados que descreve 
um comportamento não linear, isto é, 
um sistema dinâmico híbrido (SDH) 
baseado no método de identificação 
de sistemas não linear Bounded error 
approach. Ao identificar o sistema 
de tanques como um SDH, ele é 
representado por variáveis de estado 
para aplicar uma lei de controle por 
realimentação de estados comutada 
que, por sua vez, busca a existência de 
uma função múltipla de Lyapunov. 
Essa função garante a estabilidade do 
sistema comutado identificado. 

Palavras chave
Sistemas dinâmicos híbridos, identifi-
cação, sistemas não lineares, funções 
múltiplas de Lyapunov.
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Introducción 
En los últimos años se han empezado a estudiar sistemas que tienen variables 
de estado continuas y discretas simultáneamente que están acopladas entre sí 
(Goebel, Sanfelice y Teel, 2009). Estos sistemas se denominan comúnmente 
sistemas dinámicos híbridos (SDH) y debido a su reciente aparición, su modelado 
y el posterior control, tienen muchos aspectos teóricos y prácticos aún no resuel-
tos. En este artículo se expone un sistema de tanques interactuantes no lineal 
visto desde el enfoque de los SDH. Los tanques interactuantes son considerados 
dispositivos ampliamente utilizados en todo tipo de industria y en muchas oca-
siones requieren un control de alta precisión tanto de flujo de líquido circulante 
como del nivel de llenado.

Debido a la naturaleza del sistema, los tanques obedecen a un comporta-
miento no lineal, el cual generalmente se aproxima a una dinámica lineal. Estas 
aproximaciones llevan a leyes de control que no tienen en cuenta el comporta-
miento no lineal del sistema. Una razón para usar los SDH es la reducción de 
complejidad del modelo, puesto que en lugar de representar la dinámica a partir 
de un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales, se puede representar 
por medio de un conjunto de ecuaciones simples de comportamiento lineal, las 
cuales por medio de conmutaciones emulan el comportamiento no lineal de un 
sistema (véanse Antsaklis, Stiver y Lemmon, 1993; Villa et al., 2004). Los SDH 
han sido ampliamente estudiados en la última década (Grossman et al., 1993) 
bajo diferentes perspectivas que no siempre son compatibles entre sí.

La identificación y el diseño de las leyes de control para los SDH, debido a su 
compleja naturaleza, no ha sido un tema extensamente estudiado en el ámbito 
nacional colombiano; sin embargo, se han analizado algunas formas de identifi-
cación mediante sistemas lineales a tramos y sistemas dinámicos mixtos, además 
del diseño de estrategias de control utilizando modelos de control predictivo 
(Villa et al., 2004; Duque et al., 2004; Patiño, 2009; Mcgrath et al., 2007).
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Por otro lado, internacionalmente, una de las estrategias más utilizadas para la 
identificación fue planteada por Bemporad y Morari (1999), Ferrari-Trecata et al. 
(1999) y Bemporad et al. (2005). Ellos proponen utilizar algoritmos para encontrar 
modelos de SDH aptos para tareas de control. En cuanto a la estabilidad y el 
control, los SDH han sido tema de investigación teórica y aplicativa, siendo la 
estabilidad el tema que más discusión ha generado (Daafouz, Riedinger, e Iung, 
2002; Flieller, Riedinger y Louis, 2006; Liberzon et al., 2003).

Se ha comprobado que el problema de regulación alrededor de un valor 
de referencia puede resolverse mediante teoremas de estabilidad (Daafouz, 
Riedinger, e Iung, 2002; Hespanha y Morse, 1999), por lo que el uso de estos 
métodos realmente busca una ley de control por realimentación de estados capaz 
de estabilizar el sistema independiente de la conmutación, y no se interesa en 
buscar la mejor forma de conmutar entre los subsistemas posibles.

Este artículo presenta una metodología para identificar un sistema de tanques 
interactuantes, como un SDH, basado en el método bounded error approach 
(Bemporad et al., 2005). El algoritmo consiste en dividir un sistema no lineal 
en varios sistemas lineales y en establecer una región de operación para cada 
sistema. Identificado el sistema de tanques como un SDH, este se representará 
en variables de estado para aplicar una ley de control por realimentación de es-
tados conmutada, basados en teoremas de estabilidad expuestos en (Daafouz, 
Riedinger e Iung, 2002).

El objetivo de este control será regular el sistema alrededor de un punto de 
referencia con error en estado estacionario igual a cero. El artículo se encuentra 
organizado de la siguiente manera: la primera sección describe el sistema de 
tanques interactuantes con el que se implementará la metodología propuesta. 
La segunda sección describe el algoritmo de identificación de un sistema no 
lineal como un modelo PWARX. La tercera sección muestra la representación 
un modelo PWARX en variables de estado. La siguiente sección presenta una 
estrategia de control para un SDH que garantiza la estabilidad del sistema. Por 
último, se exponen los resultados obtenidos al implementar la metodología 
propuesta en el sistema de tanques interactuantes mencionado.

1. Descripción del sistema de tanques interactuantes
En la figura 1 se presenta un sistema de dos tanques interconectados con un caudal 
de entrada Qin a través del orifico ubicado en la parte superior de un tanque cilín-
drico (Tank 02). Este caudal de entrada genera un caudal de salida Qa a través del 
orificio ubicado en la parte inferior, el cual —por disposición de una válvula de 
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bola manual— se conecta con el orificio ubicado en la parte inferior del tanque 
de área transversal no lineal (Tank 01). El caudal Qa funciona como entrada del 
tanque no lineal. Obsérvese que en la medida que el nivel en el tanque (Tank 01) 
aumente, la salida del tanque cilíndrico, este se verá afectado por el cambio 
de la presión diferencial en los extremos de la válvula, y dada la geometría de 
Tank 01, se producirá un comportamiento no lineal en la dinámica del sistema.

Figura 1. Sistema de tanques

LC

Tank 02 Tank 01

M

QaQin

S

L 02
HS 
02

FV
01 I/P

FT
01

L 01

HS
01

Fuente: presentación propia de los autores.

2. Modelado del sistema de tanques como un sistema dinámico híbrido
El sistema de tanques obedece a un comportamiento no lineal que generalmente 
se aproxima a una dinámica lineal. Este modelo lineal no es capaz de describir 
con precisión la dinámica real del sistema. Para mejorar la precisión del modelo se 
utilizan técnicas de identificación de sistemas no lineales. Esta sección se centra en 
la identificación de un sistema no lineal como un modelo exógeno autorregresivo 
a trozos (PWARX) que se obtiene con datos adquiridos del sistema (entradas y 
salidas pasadas). Estos modelos representan la estructura de una caja negra con 
la que prácticamente se puede describir cualquier dinámica no lineal (Heemels, 
Schutter y Bemporad, 2001). Esta sección se basa en el método propuesto en 
(Bemporad et al., 2005) para identificar un modelo PWARX del sistema de 
tanques interactuantes de la figura 1.

Considérese un modelo PWARX como: 
yk = F(xk) + ∈k (1)
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donde:

1 1, , , , ,
y uk k k n k k nx y y u u− − − −

 =     (2)

y uk ∈ R es la entrada del sistema, yk ∈ R es la salida y ∈k ∈ R es el error. 
Por lo tanto, el sistema tiene una salida, y una entrada. xk ∈ Rn  es el vector de 
regresión que depende de ny valores pasados de la salida y de nu valores pasados 
de la entrada. Esto quiere decir que xk tiene n = ny + nu componentes. F es un 
campo vectorial a trozos de la forma:
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Donde N es el número de submodelos ,1
TT

kx x =   , 
 

1 2 1 1, , , n n
i i i iα α α α + + = ∈  

(i = 1, …, N) son los parámetros que se necesitan identificar. Cada región Xi, 
i = 1, …, N representa un conjunto invariante del submodelo activo. El pro-
blema que se debe resolver es entonces: 

Problema 1. Dados K datos del sistema (yk, xk), ∀k = 1, …, K y un límite de 
error d > 0 se identifican los parámetros ai y las regiones de operación para 
cada submodelo representadas por Xi, i = 1, …, N, donde N es el número de 
submodelos, tales que cumplan la condición:

( )| |   1, ,k yy F x k Kδ− ≤ ∀ = 

  (4)

Hipótesis 1. El orden de cada submodelo ARX n es definido a priori 
(n = nu + ny).

Basados en el algoritmo (Bemporad et al., 2005) se busca desarrollar una 
metodología que permita encontrar un modelo PWARX que describa el sistema 
de tanques.

2.1. Algoritmos
El procedimiento consiste básicamente en una clasificación inicial, un refinamiento 
de la clasificación y una estimación de la región de operación. El algoritmo 1, que se 
presenta en (Bemporad et al., 2005), es la base con la que se determina el número 
inicial de submodelos. Los algoritmos 2, 3 y 4 corrigen errores en la identificación y 
dan como resultado los parámetros óptimos *

iα . Para estimar la región de op-
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eración de cada submodelo se utiliza un algoritmo de clustering, por ejemplo, un 
support vector machine (Cortés y Vapnik, 1995) o una programación lineal robusta 
(Bennet y Mangasarian, 1995).

2.1.1. Clasificación de datos

El algoritmo 1 consiste en encontrar los datos (yk, xk) que verifiquen la ecua-
ción (4), tal que F contenga el menor número posible de submodelos con la 
mayor cantidad de datos. Esto significa que para un i fijo, se debe buscar los 
parámetros (ai ) que cumplan la desigualdad mostrada en la ecuación (4) para 
el mayor número de datos. Cuando un submodelo de F logra explicar los datos, 
estos se retiran del proceso de clasificación. Los datos que no logran explicarse 
con ningún submodelo de F repiten el procedimiento hasta que se encuentren 
clasificados. La salida del algoritmo es, entonces, un número de submodelos 
iniciales N

0
, el conjunto de datos  Gi a los que pertenece cada submodelo i-ésimo 

y los parámetros ai para cada submodelo.

Algoritmo 1. Clasificación de dato

Entradas: datos (xk, yk), ∀k = 1, …, K 
Salidas: número inicial de submodelos N

0
, conjunto de datos G

i 
que per-

tenecen a cada submodelo y parámetros ai para cada submodelo.

Dado Ih = {1, …, K} y un contador h = 1:
Mientras hI ≠ ∅

 
hacer

Definir el conjunto ( ) { }, / : ;T
h k k k h k hx y y x k Iα δ∆ = − ≤ ∈

Buscar el vector ah con el algoritmo de optimización MAX FS (Bemporad 
et al., 2005) para los puntos Dh 

para i ← 0 hasta h
Definir el conjunto

( ) { }, / : ;T
h k k k h k hx y y x k Iα δ∆ = − ≤ ∈

Si |Dih|>|Dh|
ai = ah; 
h = i;
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Definir { }|| ||T
h h k h kk I y a x δΓ = ∈ − ≤ ; 

1h h hI I+ = Γ ;
h ← h+1;
N

0 
← h

2.1.2. Refinamiento

Una vez obtenido No submodelos a través del algoritmo 1, se realiza una mo-
dificación propuesta por este trabajo de investigación, puesto que, usualmente, 
el algoritmo 1 retorna más modelos de los que se necesita.

Hipótesis 2. Nd es el número deseado de submodelos que conformarán el 
modelo PWARX y es conocido.

Esta parte de la identificación consiste en reducir el número de submodelos 
No a Nd 

tal que Nd ≤ N
0
. 

Los puntos que no cumplen con la condición (4) para un modelo en particular 
i, i ∈ Id = {1, …, Nd} se agrupan en un nuevo conjunto:

0

1d

N
t j N j+=Γ = Γ

 (5)

Dado que el objetivo es reducir el número de submodelos a Nd, el factor de 
error se incrementa por un factor de b > 1. Por lo tanto, se tiene un nuevo 
conjunto de desigualdades new

i∆ , definido como:

 ( )( ){ } }: ,1new T
i t k i k dk y a x i Nβ δ∆ = ∈Γ − ≤ ≤ ≤  (6)

Los puntos que aún con el incremento en el error no satisfacen (6) en ninguno 
de los submodelos deseados se agrupan en Gna.

El conjunto new
i∆  se usa entonces para encontrar los siguientes subconjuntos 

• 
new
iΓ : representa el conjunto de puntos que pertenece únicamente a un 

submodelo i ∈ Id.

1
d

new
i

N newnew
j ji i

i j
=

 ∆
 ∆Γ = Γ
 

≠ 



  (7)

•  rep
iΓ : representa el conjunto de puntos que pertenece a más de un submodelo 

i ∈ Id.



151Control en un sistema de tanques interactuantes no lineales desde el enfoque de sistemas dinámicos híbridos

Ing. Univ. Bogotá (Colombia), 17 (1): 143-165, enero-junio de 2013

1
dN new

j jrep new
i i i j

= ∆
Γ = ∆  ≠ 





 

(8)

El conjunto de puntos  rep
iΓ  son aquellos puntos que pertenecen a más de un 

submodelo. La unión de todos estos subconjuntos se puede agrupar para formar 
el conjunto Grep:

1
dNrep rep

i i i=Γ = Γ  (9)

Este nuevo conjunto contiene los datos que deben clasificarse una vez más por 
algún otro método. Para este caso, los datos se clasifican por medio del algorit-
mo c-neareast point, basado en el criterio de la distancia euclidiana. El algoritmo 
consiste en tomar los c puntos más cercanos al punto k ∈ Grep y dependiendo del 
submodelo que se encuentre más cercano al punto, se toma la decisión para 
clasificarlo.

Si todos los puntos cercanos pertenecen al mismo submodelo, la decisión es 
trivial; pero si hay dos submodelos con el mismo número de puntos cercanos en-
tre los puntos c, el  k ∈ Grep  es asignado al submodelo i ∈ Id = {1, …, Nd} con 
la distancia media más baja. Este punto se agrega a new

iΓ  y se elimina de Grep. 
Con el conjunto new

iΓ  se encuentran los valores óptimos para los parámetros 
*
iα  utilizando el algoritmo de optimización MIN PFS. Este procedimiento se 

realiza gracias el algoritmo 2, y se tienen como resultado los conjuntos new
iΓ  

y Gna. El algoritmo 3 permite cambiar la dimensión de cada submodelo i para 
que esta sea Nd.

Finalmente, el algoritmo 4 prueba los datos adquiridos con los parámetros  
*
iα  y con el nuevo límite de error (b) (d). Esto implica que el algoritmo 2 se 

utiliza nuevamente, con lo que se corre el riesgo que na
iΓ ≠ ∅  (puntos que aún 

no han sido clasificados). Entonces el modelo correspondiente i para un punto 
na
ik ∈Γ  se encuentra por medio de:

( ) { }min *
( )arg , 1, ,

T

h k h k di y a x h N= − ∀ = 

 (10)

2.2. Estimación de la región
Por último, para obtener las regiones Xi, i ∈ {1, …, Nd} cada punto (yk, xk) debe 
ser clasificado. El método utilizado en este caso es support vector machines (SVM) 
(Duda, Hart y Stork, 2000). Una SVM es un modelo que representa los puntos 
de muestra en el espacio, separándolos en clases por un espacio lo más amplio 



152 Christian Felipe Ramírez-Acosta, Diego Alejandro Patiño-Guevara, Carlos Eduardo Cotrino

Ing. Univ. Bogotá (Colombia), 17 (1): 143-165, enero-junio de 2013

posible. Este busca superficies en un espacio Rn que separe de forma óptima los 
puntos de una clase de la otra.

3. Transformación de un modelo PWARX a espacio de estados
En la sección anterior se presentó una metodología para identificar un sistema 
no lineal como un modelo PWARX. Este modelo está conformado por un campo 
vectorial a trozos, como se muestra en la ecuación (3). El objetivo es transfor-
mar las ecuaciones del campo vectorial de (3) a una representación en variables 
de estado, para facilitar el diseño de una ley de control por realimentación de 
estados. El modelo en variables de estado tiene la siguiente forma:

{ }
1

, 1, ,
k i k i k

k i k

A B
y C i N

θ θ σ
θ

+ = +
= = 

 (11)

Donde 
1

1 2, , , ,1 y

y

T n
k k k k ny y yθ +

− − −
 = ∈  

 es el estado, 1, , u

u

T n
k k k nu uσ − − = ∈    es 

el vector de entradas pasadas al sistema y yk ∈ R es la salida.

Algoritmo 2. Refinamiento: parte 1

Entradas: datos (xk, yk), ∀k = 1, …, K, el conjunto Gi, el número desea-
do de submodelos Nd, el parámetro c > 0, el conjunto de parámetros ai y el 
factor b > 1.

Salidas: conjunto de datos Gna que no pertenece a ningún submodelo y el 
conjunto de datos new

iΓ  que pertenece a más de un submodelo.

Dado 0
1d

N
t j N j= +Γ = Γ  

para i ←1 hasta Nd

Definir  ( )( ){ }:na T
i t k i kk y a x β δ∆ = ∈Γ − > ;

 ( )( ){ }:new T
i t k i kk y a x β δ∆ = ∈Γ − ≤  indicado en (7);

para i ←1 hasta Nd 

Definir new
iΓ  indicado en (8)
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Definir  rep
iΓ  indicado en (9)

Definir Grep indicado en (10)

1

dN
na na

i
i=

Γ = ∆

Utilizar el algoritmo c-nearest point con el parámetro c para cada punto (xy, 
yk) k ∈ Gna  para clasificarlo dentro de un submodelo i ∈ {1, …, Nd}. El punto 
se agrega al conjunto new

iΓ  y a la vez se elimina de Grep.

Algoritmo 3. Refinamiento: parte 2

Entradas: datos (xk, yk), ∀k = 1, …, K, conjunto new
iΓ , número de submo-

delos Nd 
Salidas: conjunto de parámetros *

iα . 
para i ← 0 hasta Nd 
Para cada uno de los puntos de new

iΓ  encontrar los valores óptimos *
iα  con 

el algoritmo de optimización MAX FS (Bemporad et al., 2005).

Algoritmo 4. Refinamiento: parte 3

Entradas: datos (xk, yk), ∀k = 1, …, K, los conjuntos new
iΓ , *

iα  y Gna, nú-
mero de submodelos Nd, una constante c > 0 y el parámetro b

Salidas: new
iΓ  modificado

Usando el algoritmo de optimización MAX FS (Bemporad et al., 2005) con 
los parámetros *

iα  y el nuevo límite del error (b) (d) como entrada:

Si 0na
iΓ ≠  entonces

Para i ←1 para Nd 

( )
( ){ }min *argna T

i k h khk y a x iτ = ∈Γ − =

new new
i i iτΓ = Γ 
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Nótese que el vector xk definido en la ecuación (2) está compuesto entonces 
por qk y sk. Las matrices Ai, Bi y Ci se definen como: 

11

2

   0                0      

0                       0    0
                          0        0

0    0                          0  
0    0                     0         1 

y u

y

n n
i i

i

i
n
i

A

α α
α

α

+ +










  





[ ]

1

2

      0             0

  0                 0
                         0

  0          0               

           1 1 1 1 0

y

y

y u

n
i

n
i

i

n n
i

B

α

α

α

+

+

+


 
 
  =   
  
     

=





  



4. Diseño de la ley de control
Con el modelo PWARX transformado a variables de estado, se procede a buscar 
una técnica de control que garantice la estabilidad del sistema y permita regular 
el nivel del Tank 01, dada una referencia. La técnica de control es una realimen-
tación de estados que consiste en buscar una función de Lyapunov que garantice 
la estabilidad asintótica del sistema conmutado descrito por la ecuación (11).

4.1. Formulación del problema
El problema consiste en diseñar un controlador que garantice la estabilidad 
del sistema (11), independiente de cómo conmuta. Este artículo se basa en una 
realimentación de estados conmutada de la forma sk = Kiqk, a fin de obtener un 
sistema en lazo cerrado de la forma:

( )1k i i i i kA B K Cθ θ+ = +   (12)

Hipótesis 3. Todos los estados son medibles.
Como es bien sabido, una realimentación de estados tiene un error en estado 

estacionario significativo. Por lo tanto, con el fin de eliminar este error y dar 
robustez al sistema se agrega un integrador dentro del lazo de control. Una for-
ma de introducir este integrador en el modelo matemático es con la ayuda de un 
nuevo vector de estado, que integre la diferencia entre la referencia del sistema 
y el vector de salida y como se observa en la figura 2.
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Figura 2. Sistema de seguimiento

rk vk

Z-1
K1

qk

sk

KIi

qk+1 = Aiqk + Bisk

yk = Ciqk

Fuente: presentación propia de los autores.

La representación en variables de estado para el lazo de control que se muestra 
en la figura 2 está dada por: 



1

1

       0 0
  1 1

k k i
k k

i ik k i i

BAi
r

C Av v C B
θ θ

σ+

+

        
= + +        − −        

Entonces, las nuevas matrices que describen al sistema son: 

[ ]          0ˆ ˆˆ, 1 1 1 ... 1 0 0
    1

i i
i i i

i i i i

A B
A B C

C A C B
   

= = =   − −   
 (13)

La ley de control para el sistema es de la forma k i k i kK KI vσ θ= + , y así se 
obtiene un nuevo sistema en lazo cerrado: 

 ( )1 ˆ ˆ ˆˆ ˆk i i i i kA B K Cθ θ+ = + , donde  ,
TT T

k k kvθ θ =    y  [ ]i i iK k KI= −   (14)

4.2. Control por estabilización
El diseño de la ley de control conmutado se reduce al diseño de ganancias de 
realimentación que garanticen la estabilidad del sistema en lazo cerrado. Los 
siguientes teoremas muestran una condición suficiente basada en funciones múlti-
ples de Lyapunov con la que se puede estabilizar un sistema conmutado usando 
una realimentación de estados   

i kk Kσ θ= .
Teorema 3 (Daafouz, Riedinger e Iung, 2002): si existen matrices simétricas 

Sj, Ui y Vi ∀ (i, j) ∈ I × I que verifiquen:

( )ˆ ˆˆ                      ˆ ˆ0,
ˆ ˆˆ                 

T

i i i i i j
i i i i

i j i i i j

S A BU C P
V C C S i I

A S BU C S

 +  > = ∀ ∈
 + 

 (15)
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Entonces la ganancia que estabiliza el sistema independiente de las conmu-
taciones es 1ˆ

i i iK U V i I−= ∀ ∈ . 
Teorema 4 (Daafouz, Riedinger e Iung, 2002). Si existen matrices simétricas 

Si, matrices Gj, Ui, y Vi ∀ (i ∈ I) tal que ∀(i, j) ∈ I × I que verifiquen

( )ˆ ˆˆ  ˆ ˆ0,
ˆ ˆˆ                 

TT
i i j i i i i i

i i i i

i i i i j

G G S AG BU C
V C C G i I

A BU C S

 + − +  > = ∀ ∈
 + 

 (16)

Entonces la ganancia que estabiliza el sistema es 1ˆ
i i iK U V i I−= ∀ ∈

5. Resultados
A lo largo de este artículo se ha presentado una metodología que permite la 
identificación de un sistema no lineal como un modelo PWARX. A partir del 
modelo a trozos se propone una estrategia de control por realimentación de 
estados que garantiza la estabilidad del sistema alrededor de un punto de refe-
rencia. El sistema que se utilizará como ejemplo se presenta en la figura 1. Por 
facilidad al lector se vuelve a presentar en la figura 3. 

Figura 3. Sistema de ejemplo

LC

Tank 02 Tank 01

M

QaQin

S

L 02

HS 
02

FV
01 I/P

FT
01

L 01

HS
01

Fuente: presentación propia de los autores.

5.1. Identificación sistema de tanques como un SDH
Las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento del sistema de la 
figura 3 son:
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( ) ( )2 1

2
2
2

in v
f

g h t h t
Q C

Gdh
dt R

ρ

π

 −  −
=  

( ) ( )2 1

1
2

1 1 12

v
f

g h t h t
C

Gdh
dt Z R h h

ρ  −  

=
−

Donde h
2
 es el nivel de Tank 02, h

1
 es la altura de Tank 01AK-001, Gf  es la 

gravedad específica, Cv el coeficiente de flujo de la válvula que se encuentra entre 
los tanques y ρ. Se puede ver claramente que el modelo matemático desarrollado 
para el sistema de tanques determina que el sistema se comporta de manera no 
lineal. Para representar el sistema de tanques como un modelo PWARX se utilizan 
los algoritmos presentados en la sección 3. Para iniciar la clasificación es nece-
sario tener una base datos del sistema. Estos datos son adquiridos por medio 
de una simulación del sistema de tanques no lineal con la ayuda del software 
Matlab & Simulink. Al sistema se le aplican flujos de entrada con magnitudes y 
frecuencias diferentes, como la que se observa en la figura 4. Para poder aplicar 
los algoritmos mencionados se realiza la siguiente hipótesis:

Hipótesis 4. El orden del sistema debe ser seleccionado a priori. Por lo tanto 
n = 3, con ny = 1 y nu = 1. Se obtiene que el vector de regresión es igual a 
 [ ]1 1, ,1 T

k k kx y u− −= .

Figura 4. Datos adquiridos del sistema
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Fuente: presentación propia de los autores.

Como parámetro de entrada del algoritmo 1 se necesita imponer un umbral 
de error d. En este caso se asume d = 0,05. En el algoritmo 2, los parámetros de 
entradas seleccionados son b = 1,2 (este es el factor con el que se aumenta en 
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límite del error), Nd = 3, que es el número deseado de submodelos, c = 4 con 
el que se le indica al algoritmo 2 la cantidad de puntos cercanos que debe tener 
en cuenta para el proceso reclasificación. Al final de la identificación obtenemos 
que los parámetros óptimos son los observados en la tabla 1. Cabe mencionar que 
únicamente 5 puntos de los 720 puntos que se utilizaron para la identificación 
no pudieron clasificarse.

Tabla 1. Parámetros finales sistema de tanque

a1 a2 a3

0,9605
0,1907

-0,1778

0,8348
0,2901

-0,0903

1,0257
0,2406

-0,3793

Fuente: presentación propia de los autores.

En la figura 5 y la tabla 2 se observan los submodelos y las regiones de ope-
ración Xi, i ∈ Id obtenidas para cada submodelo.

Figura 5. Clasificación final
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 1
T

k ky xα= + ∈
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 1
T

k ky xα= + ∈

 

Si 3,1 3,2 3,31   ó   1   ó   1χ χ χ< < <  

 3
T

k ky a x= + ∈

Fuente: presentación propia de los autores.



159Control en un sistema de tanques interactuantes no lineales desde el enfoque de sistemas dinámicos híbridos

Ing. Univ. Bogotá (Colombia), 17 (1): 143-165, enero-junio de 2013

Ta
bla

 2.
 Su

bm
od

elo
s y

 re
gio

ne
s d

e o
pe

ra
ció

n

Su
bm

od
elo

 1
Su

bm
od

elo
 2

Su
bm

od
elo

 3

5
4

3
2

1,1
1

1
1

1
1

1

0,
15

80
0,

72
9

0,
97

79
0,

40
70

   
   

   
   

   
   

0,
54

32
0,

00
37

k
k

k
k

k

k

u
y

y
y

y
y

χ
−

−
−

−
−

−

=
−

+
−

+
−

−
(

)
(

)
2

2
1

1
2,

1
2

2

1,
15

0,
2

0,
2

k
k

y
u

χ
−

−
−

=
+

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

2
2

1
1

3,
1

2
2

2
2

1
1

3,
2

2
2

2
2

1
1

3,
3

2
2

2,
35

1,
72

0,
3

0,
45

2,
06

0,
15

0,
2

0,
1

1,
46

0,
1

0,
1

k
k

k
k

k
k

y
u

y
u

y
u

χ χ χ

−
−

−
−

−
−

−
−

=
+

−
−

=
+

−
=

+



160 Christian Felipe Ramírez-Acosta, Diego Alejandro Patiño-Guevara, Carlos Eduardo Cotrino

Ing. Univ. Bogotá (Colombia), 17 (1): 143-165, enero-junio de 2013

Para validar el modelo PWARX utilizamos el coeficiente denominado FIT 
con el que podemos medir la veracidad de la identificación del modelo PWARX 
respecto al sistema real. Este se encuentra definido por:

ˆ
100* 1 %

y y
FIT

y y
 −

= − −    (17)

Donde y = (y
1
, …, yN) es el vector de salidas del sistema real,  ( )1ˆ , , Ny y y=   es 

el vector de salida del modelo PWARX y y  que es el valor promedio del vector y. 
La figura 6 compara la señal real y la simulada en el modelo PWARX. También 
se observa la conmutación entre los submodelos del modelo PWARX. Los valores 
del FIT obtenidos en esta figura es de 83,6726 %. Esto significa que el modelo 
PWARX sigue a la salida real del sistema en este porcentaje. Estos valores son 
lo suficientemente altos para validar el modelo PWARX. Cabe aclarar que si 
se desea mejorar el FIT de la identificación, el número de submodelos debe ser 
ampliado. No se muestran más pruebas por falta de espacio.

Figura 6. Modelo PWARX FIT = 83,6726 %
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Fuente: presentación propia de los autores.

5.2. Transformación del modelo PWARX a variables de estado y control para 
un sistema dinámico híbrido
Con los parámetros ai y las regiones χi identificados, el modelo PWARX se 
representa en variables de estado como se explicó en la sección 3. Por parte de 
la ley de control que se va a implementar, esta es una realimentación de estados 
con integrador (véase sección 4) y se obtiene el sistema conmutado descrito por 
las matrices que se observan en la tabla 3. 
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Definido el sistema conmutado, utilizamos los teoremas 3 y 4 para encon-
trar las ganancias de la realimentación de estados conmutada. El objetivo de 
estas ganancias es el de garantizar la estabilidad del sistema alrededor de una 
referencia que, en este caso, es el nivel del Tank 01. Las tablas 4 y 5 muestran 
las ganancias obtenidas.

Tabla 4. Ganancias realimentación estados, teorema 3

Ganancias K KI

 


1K [5,0374 –0,9324] [2,9779]

 


2K [2,8781 –0,9324] [1,9576]



3K [4,2637 –0,9324] [2,3603]

Fuente: presentación propia de los autores

Tabla 5. Ganancias realimentación estados, teorema

Ganancias K KI

 


1K [5,0187 –1,1808] [2,7769]

 


2K [3,0365 –2,2492] [0,3776]



3K [4,3456 –3,4661] [0,6088]

Fuente: presentación propia de los autores

Para comprobar el funcionamiento de la ley de control obtenida a través de 
los teoremas 3 y 4, se ingresa al sistema como referencia un nivel deseado para 
el tanque Tank 01. Los resultados del lazo de control se muestran en las figuras 
7, 8, 9 y 10 para referencias de 0,35 m y 0,45 m de cada una de las leyes de 
control respectivamente. 

En las figuras siguientes se observa el funcionamiento del lazo control en el 
sistema conmutado. Estas figuras muestran la estabilidad del sistema y un error 
en estado estacionario igual a cero. También se puede observar que los tiempos 
de establecimiento y las curvas de respuesta son diferentes para cada referencia. 
Esto se debe al comportamiento no lineal que presenta el sistema de tanques. A 
medida que el sistema sigue la referencia, se observan las conmutaciones entre los 
submodelos. Estas conmutaciones son aleatorias y no tienen un límite establecido. 
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Se puede observar también que al momento de conmutar se genera un cambio 
brusco en las acciones de control, lo que puede generar daños en los actuadores 
del sistema. Teniendo en cuenta estos efectos, la utilización de técnicas de con-
mutación suave, como el que se presenta en (Zaccarian y Teel, 2005), sería una 
herramienta útil en el momento de implementar esta estrategia de control en 
un sistema real. 

 

Figura 7. Seguimiento a una referencia del SDH, 
teorema 3*

Figura 8. Seguimiento a una referencia del SDH, 
teorema 3*
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* El nivel deseado para el tanque Tank 01 es de 0,35 m, 
el tiempo de establecimiento es de 900 s.

* El nivel deseado para el tanque Tank 01 es 0,45 m, el 
tiempo de establecimiento es de 1000 s.

Fuente: presentación propia de los autores.
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Figura 9. Seguimiento a una referencia del SDH, 
teorema 4*

Figura 10. Seguimiento a una referencia del 
SDH, teorema 4* 
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* El nivel deseado para el tanque Tank 01 es de 0,35 m, 
el tiempo de establecimiento es de 1000 s

* El nivel deseado para el tanque Tank 01 es 0,5 m, el 
tiempo de establecimiento es de 1000 s

Fuente: presentación propia de los autores.

Conclusiones y trabajos futuros 
La metodología propuesta en este artículo ha probado ser útil para identificar y 
resolver el problema de control en un sistema no lineal, como lo es el sistema de 
tanques interactuantes. Se puede observar cómo el método de identificación del 
sistema no lineal permite obtener un modelo PWARX a partir de datos tomados 
del sistema. Una vez obtenido el modelo, el problema de control se resuelve a 
través de un análisis de estabilidad del sistema donde el objetivo es buscar las 
ganancias de una realimentación de estados conmutada que garantice la estabi-
lidad del sistema alrededor de un punto de referencia. Establecida la metodología 
para identificar y controlar un sistema no lineal, se construirá un sistema de 
tanques con el objetivo de implementar el método de identificación y control 
expuesto en este artículo. 
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