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Resumen

La conveccién es un fenémeno fun-
damental encontrado en varias apli-
caciones atmosféricas e industriales.
En el presente articulo se presenta la
simulacién numérica del flujo en una
cavidad, calentada en una de sus pa-
redes, en régimen laminar, nimeros
de Rayleigh (Rz) de 10° < Rz <10°
y para un ntimero de Prandtl de
Pr = 0,7, mediante el método de la
ecuacion de Boltzmann en redes (LBE).
Esta técnica ha demostrado ser muy
eficiente y poderosa en la dinamica de
fluidos computacional (CFD). La ve-
locidad del flujo se calcula a partir del
uso de la tradicional funcién densidad
de distribucién en el modelo D2Q9 (de
dos dimensiones y nueve velocidades) y
la temperatura se obtiene a partir de la
inclusién de una funcién de densidad
de distribucién de energia interna en
un modelo D2T5 (dos dimensiones y
cinco temperaturas). El nuevo modelo
térmico utilizado demostro ser estable
y los resultados obtenidos demuestran
una gran exactitud al ser comparados
con los resultados obtenidos experi-
mental y numéricamente, mediante
otros métodos de CFD.

Palabras clave
Simulacién numérica, ecuacién de Bol-
tzmann en redes, conveccién natural.

Abstract

Convection is a key phenomenon
found in different atmospheric and
industrial applications. This work
presents the numerical simulation of
flow in a cavity which has been heated
on one wall, in laminar regime, with
Rayleigh numbers (Ra) of 103 <
Ra < 106 and a Prandtl number
of Pr = 0.7, through the lattice
Boltzmann equation method -LBE.
This technique has proven to be very
efficient and powerful in computa-
tional fluid dynamics -CFD- (Y. W.
Know, 2006). The flow velocity is
calculated based on the use of density
distribution function in the model
D2Q9 -, with two dimensions and
nine velocities. Temperature read-
ings are obtained through the model
D2TS5 -, with two dimensions and five
temperatures. The new thermal model
used showed to be stable, and the
results are highly accurate compared
to the experimental and numerical
results obtained through other CFD
methods.

Key words
Numerical simulation, Lattice Boltz-
mann equation, natural convection.

Resumo

A convecgao é um fenémeno funda-
mental encontrado em varias aplicacdes
atmosféricas e industriais. En o presente
artigo se apresenta a simulagao numéri-
ca do fluxo em uma cavidade, aquecida
em uma de suas paredes, em regime
laminar, nimeros de Rayleigh (Ra) de
10> < Rz <10° e para um nimero
de Prandtl de Pr = 0,7, mediante o
método da equagao de Boltzmann em
redes (LBE). Esta técnica demons-
trou ser muito eficiente e poderosa
na dinamica de fluidos computacio-
nal (CFD). A velocidade do fluxo é
calculada a partir do uso da tradicio-
nal funcao densidade de distribuigao
no modelo D2Q9 (de duas dimensoes
e nove velocidades) e a temperatura é
obtida a partir da inclusao de uma
funcao de densidade de distribuicao
de energia interna em um modelo
D2T5 (duas dimensdes e cinco tem-
peraturas). O novo modelo térmico
utilizado demonstrou ser estavel e os
resultados obtidos demonstram uma
grande exatidao quando comparados
com os resultados obidos experimental
e numericamente, mediante outros
métodos de CFD.

Palavras chave
Simulagdo numérica, equacio de Bol-
tzmann em redes, convec¢do natural.
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Introduccion

Desde la ultima década del siglo pasado, una gran cantidad de problemas que
involucran diferentes aplicaciones de flujos de fluidos se han simulado utilizando
el método de la ecuacion de Boltzmann en redes (LBEM), por mencionar algunos
(Quian et al., 1992; Filippova y Hannel, 2000; Dazhi et 4l., 2003; Florez et al.,
2008). Para los flujos isotérmicos, el método ha demostrado ser de gran exac-
titud, estable y “econémico” computacionalmente comparado con los métodos
clasicos, utilizados en la mecénica de fluidos computacional (CFD).

La LBEM representa la minima forma de la ecuacién cinética de Boltzmann
(Higueray Jiménez, 1989), y el resultado es una elegante y simple ecuacién, para
una funcién de distribucién de densidad discreta f,(%,¢)= £ (%,¢,.¢). Esta funcién de
distribucién de densidad representa la probabilidad de encontrar una particula
en un sitio de la red X, en un instante 7 y a una velocidad ¢.

Originalmente, solo fueron consideradas la conservacién de masa y mo-
mento en los modelos LBEM. No obstante, en muchas aplicaciones los efectos
térmicos en flujos de fluidos son importantes y algunas veces critico. Por lo
tanto, se han desarrollado algunos modelos que permiten incluir dichos efectos.
En general, la inclusién de los efectos térmicos en los LBEM encajan en tres
modelos: el de multivelocidad, el de un escalar pasivo y el de doble funcién de
distribucion.

El modelo de multivelocidad consiste en aumentar o expandir la funcién de
distribucion, con el fin de obtener la temperatura macroscépica (Chen et al.,
1994). Sin embargo, este requiere un gran esfuerzo computacional, debido a la
adici6on de velocidades discretas en cada nodo de la red y sufre de inestabilidades
(Kuznik et 4l., 2007). El modelo de un escalar pasivo consiste en resolver el campo
de velocidad mediante el LBEM vy la ecuacién de temperatura macroscopica
independientemente.

La ecuacion para la temperatura macroscopica es similar a una ecuacién de
evolucion de un escalar pasivo, sin tener en cuenta la disipacién de calor viscoso
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y el trabajo de compresion realizado por la presion. El acople de la ecuacion de
la temperatura con el LBEM se realiza por medio de un potencial que se adhiere
a la ecuacion de la funcién de distribucion. Este modelo presenta una mayor
estabilidad numérica, comparado con el modelo multivelocidad (D’Orazio et 4l.,
2004); pero tiene la desventaja de no permitir incluir en las soluciones la disipa-
cién de calor viscosa y el trabajo de compresién hecho por la presion; ademas,
al incluir una ecuacion para la temperatura, se pierde la simplicidad del LBEM.

El tercer modelo, el de doble funcién de distribucion, utilizado en el presente
trabajo, se basa en el trabajo de He et al. (1998). En este modelo se introduce
una funcién de distribucion de energia interna para simular el campo de tempe-
ratura, la cual es andloga a la funcién de distribucién de densidad para simular el
campo de velocidad. La estabilidad y la precisién del modelo de doble funcién
de distribucion han sido verificadas en sendos estudios (He et 4l., 1998; Guo et 4l.,
2002; Kuznik et 4l., 2004).

La simulacion del problema de la conveccién natural en una cavidad cuadrada
se trabajé en régimen laminar, nimeros de Rz < 10°, y para Pr = 0,71. Para la
incorporacién de la fuerza de cuerpo, existente en los problemas de conveccién
natural, se utiliza la aproximaciéon de Boussinesq.

1. Modelo 2D para simular el flujo térmico incompresible

En esta seccién se describe el modelo utilizado para simular el flujo de convec-

cién libre, que se genera en una cavidad cuadrada, como la que se muestra en

la Figura 1. Ademas, se describe sencillamente el LBEM y el modelo de nodo
utilizado tanto para el calculo del campo de velocidad como para el calculo del
campo de temperaturas. La demostracién matematica detallada del método se

puede observar en (He et 4l., 1998).

En la Figura 1, T, y T describen la temperatura de la pared caliente y fria,
respectivamente; las paredes horizontales no tienen pérdida de calor (paredes
adiabaticas). # y v describen la velocidad horizontal y vertical del flujo en las
fronteras, respectivamente. Entre tanto, g describe la aceleracién de la gravedad.

Las principales hipétesis utilizadas en el modelo son:

* El término de colisién en la ecuacién de Boltzmann se expresa en funciéon
de un simple tiempo de relajacién para el equilibrio local (Bhatnagar et 4al.,
1954).

* El numero de Knudsen se asume pequeiio (teoria del continuo).

* El flujo es incompresible.
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Figura 1. Configuracion del flujo por conveccion natural en la cavidad cuadrada

u=0, v=0, adiabatico

=0 =0
V=0 V=
g 0

Th ¢

u=0, v=0, adiabatico

Fuente: presentacion propia de los autores.

De esta forma, la funcién de distribucion, tanto para la funcién de distribucién
de densidad f como para la de energia g, obedecen a su respectiva ecuacién de
transporte de Boltzmann, definidas por:

v+t An)= £ (v =S (w0) = £ (504 F (1)

14

Para el campo de velocidad, y

g (x +e At t+ At) -g(x1)= %[gf‘f (x,t)-g, (x,t)] 2)
T

Para el campo de temperatura.

Donde, T y T, son los tiempos de relajacién de la funcién de distribucién
de la densidad y de la energia interna, respectivamente; F, es la cantidad de
movimiento debida a la fuerza de cuerpo o boyante. Para obtener las ecuaciones
(1) y (2) de la ecuacion de Boltzmann, la velocidad debe ser discretizada: durante
un dz, la funcién de distribucion se mueve a lo largo de una direccién discreta
de la red dx, = edr. En las simulaciones realizadas se utiliz6 un modelo de dos
dimensiones y nueve direcciones discretas (D2Q9) para la funcién de distribucién
de densidad, y otro de dos dimensiones y cinco direcciones discretas (D2T5)

para la energia interna (Figura 2).
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Figura 2. Direcciones discretas de una reticula cuadrada, para a) la funcion de distribucion
de densidad (D2Q9) y b) la funcidn de distribucion de energia interna (D2T5)

(a) (b)
€4 € €s €4
A A
€0
€
€3 < > € €3 [« > €
\4 \
€7 €y €y (1

Fuente: presentacion propia de los autores.

Las funciones de distribucién de equilibrio para la densidad y para la energia
interna estan dadas por las expresiones (Guo et al., 2002):

e ei(l ) Va Va i V eiaei

f,"(x,t)za),.p(x,t)[u - + 263’1( cfﬂJ_5“’1:| (3)
e e'a ) Va Va i V e[ae[

g (x,t)= wﬂ(x,t)|:1 - - + 5 4 ( - z J - 5(1,1] , (4)

Respectivamente. Las variables macroscépicas, densidad p, velocidad # y
temperatura 0 son definidas por: p = S fi,u= Zf,-em/p, y 0= 2 g, dondezy o
representan las coordenadas cartesianas. Utilizando la expansion de Chapman-
Enskog, la ecuacion de continuidad y las ecuaciones de Navier-Stokes pueden
obtenerse con una aproximacioén de segundo orden de la ecuacion (1), como se
muestra en (Quian y Orszag, 1993). Similarmente, la ecuacion de transporte
para la temperatura se puede obtener de la ecuacién (2), como se muestra en
(Guo et 4l., 2002).

La fuerza de cuerpo se obtiene a partir de la aproximacién de Boussinesq,
donde todas las propiedades del fluido son consideradas constantes, excepto
el término de la fuerza de cuerpo. De esta forma, la densidad del fluido queda
definida porp = p {1 - ﬁ(T—TM)}, donde p s la densidad promedio del flui-
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do, T es la temperatura promedio del fluido y B es el coeficiente de expansién
térmico. Asi, la fuerza de cuerpo de la ecuacion (2) queda definida por:

F=p w-9-B-|T-T,)/c (5)

Donde @ es el factor de peso, que debe determinars para lograr la isotropia
del tensor de cuarto orden de las velocidades y la invariancia Galileana (Quian
et al., 1992), g es la aceleracion de la gravedad y ¢, = 1/ V3 es la velocidad del
sonido. La viscosidad para simular la conveccion natural es necesario definir, a
partir de los parametros del problema, una velocidad caracteristica apropiada
W = \/[3 ¢ AB H ), donde H es la longitud caracteristica de la cavidad, para
mantener el flujo dentro del régimen incompresible. Ademas, se definen los
nameros de Prandtl y Rayleigh, que permiten contar con dos ecuaciones mas
en el modelo: una para la viscosidad cinematica (v = VV2H?Pt/Ra) y otra para
la difusividad térmica (0@ = V/Pr). En la simulacién se utilizaron condiciones
de Dirichlet para paredes con temperatura fija y condiciones de Newman para
las paredes adiabaticas. Los criterios de convergencia para todos los casos estu-
diados son:

Joe ) (v
max‘\/T”+1 -7"

max <10

(6)
<10°®

2. Resultados
Para la conveccion natural en la cavidad cuadrada se obtuvieron resultados
para nameros de Rayleigh de 10%, 10% 10’ y 10°, y un nimero de Prandtl
Pr = 0,71. La temperatura promedio utilizada en el estado de equilibrio es
I, =T, + T )/2. Los principales valores numéricos que caracterizan el flujo
estan dados por el numero de Nusselt promedio en la pared caliente, el maximo
valor de velocidad vertical y horizontal y las respectivas posiciones donde estas
se producen. El nimero de Nusselt se calcula mediante:

1 9T

J

Mo==m=nylo o

pared caliente dy (7)
Donde el gradiente de temperatura se obtuvo utilizando un esquema de se-

gundo orden. Las comparaciones con los resultados de la literatura existente
se llevan a cabo para 10° < Rz < 10°y Pr = 0,71. Se analizaron los valores de
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las cantidades que caracterizan el flujo: el nimero de Nusselt promedio en la
pared caliente y las maximas velocidades horizontal y vertical del flujo, con las
respectivas ubicaciones donde se producen. En la Tabla 1 se muestran dichos
valores. Los resultados obtenidos con el LBEM, descrito en este trabajo, son muy
similares a los existentes en la literatura (un error relativo promedio alrededor

del 1,5%).

Tabla 1. Comparacion del flujo laminar por conveccion libre en una cavidad cuadrada
con trabajos anteriores

Ra=10° Ra=10* Ra=10° Ra=10°

- Trabajo actual 3,710 16,189 34,801 65,012
Hortmann et 4l. (1990) - 16,180 34,740 64,387

de Vahl Davis (1983) 3,649 16,178 34,730 64,630

Y Trabajo actual 0,815 0,820 0,864 0,865
Hortmann et al. (1990) - 0,825 0,837 0,850

de Vahl Davis (1983) 0,813 0,823 0,855 0,850

v, Trabajo actual 3,681 19,641 68,588 220,233
Hortmann et 4l. (1990) : 19,629 68,639 220,461

de Vahl Davis (1983) 3,697 19,617 68,590 219,360

X, Trabajo actual 0,181 0,121 0,850 0,041
Hortmann et 4l. (1990) - 0,120 0,883 0,039

de Vahl Davis (1983) 0,178 0,119 0,855 0,038

N, Trabajo actual 1,118 2,247 4,554 8,870
Hortmann et 4l. (1990) - 2,244 4,521 8,825

de Vahl Davis (1983) 1,117 2,238 4,509 8,817

Fuente: presentacion propia de los autores.

En la Figura 3 se muestran las isotermas y las lineas de corriente del pro-
blema de conveccién natural de la cavidad cuadrada para distintos nimeros
de Rz y para un Pr = 0,71. A medida que aumenta el nimero de Rayleigh,
el movimiento del fluido tiene lugar principalmente cerca de las paredes dife-
rencialmente climatizada y el flujo en el nacleo de la cavidad se convierte en
casi inmovil: las caracteristicas de este flujo son bien capturadas por el método
numérico propuesto.
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Figura 3. Isotermas y lineas de corriente en la simulacion de la conveccion natural en una cavidad
cuadrada para un Pr = 0,71
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a) Ra = 10% b) Ra = 10% ¢) Ra = 10%; d) Ra = 10¢.
Fuente: presentacion propia de los autores.

3. Conclusiones
Se revisé el comportamiento de un flujo laminar por conveccién libre, simu-
lado por medio del modelo LBM-BGK con simple tiempo de relajacién. Los
resultados obtenidos permiten observar el buen comportamiento del método
propuesto. Respecto a otros métodos, el propuesto ha demostrado tener una
buena estabilidad numérica y permitir la inclusién de efectos de calentamiento
viscoso. Se han implementado condiciones de frontera que permiten estable-
cer directamente la temperatura en la pared (condiciones del tipo Dirichlet) o
condiciones que permiten imponer un flujo de calor en la pared (condiciones
de Noumman) transformadas utilizando una aproximacién de segundo orden.
Ademas, en el método utilizado en el presente trabajo ninguna ecuacién
de Poisson se debe resolver y las condiciones de contorno irregular son faciles de
manejar. Esto hace los métodos de LBEM sean herramientas competitivas, en
relacion con los enfoques tedricos habituales y con las técnicas numéricas estandar,
para la simulacién de fenémenos hidrodindmicos complejos.
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