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Resumen

Este articulo presenta la formulacién
y la implementacién de la solucién de
sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales mediante el método de Green
explicito (ExGA). El método utiliza la
transformada de Laplace para obtener
la respuesta en el dominio de la fre-
cuencia y, posteriormente, mediante
transformada inversa, permite obte-
ner, de forma explicita, la incégnita
que soluciona la ecuacién diferencial
parcial. Se observa la versatilidad del
método por la reduccién de recursos
computacionales para resolver proble-
mas lineales de orden 2y 1. Se llevan
a cabo cuatro ejemplos numéricos para
la ecuacién de transferencia de calor y
elasticidad. Los resultados muestran
la exactitud y la precisién del método,
el cual puede usar diferenciales de
tiempo superiores a los utilizados en
algoritmos de integracién temporal
clasicos con una respuesta cercana a
un algoritmo de orden 2.

Palabras clave
Ecuaciones diferenciales, mecdnica
continua, transmisién del calor, elas-

ticidad.

Abstract

This work presents the formulation
and implementation of the solution
to partial differential equation systems
through the Explicit Green Approach
(ExGA). This method uses the Laplace
Transform to obtain the solution in the
frequency domain and, then, through
inverse transform, it makes it possible
to explicitly obtain the value that
solves the partial differential equation.
The versatility of this method in the
reduction of computer resources for
solving type 2 and 1 linear problems
can be observed. Four numerical
examples for the heat and elasticity
transfer equation are offered. Results
show the accuracy of this method,
which can use time differentials which
are higher to those used in classic time
integration algorithms with a solution
which is closer to an order algorithm.

Key words
Differential equations,continuum me-
chanics, heat-transmission, elasticity.

Resumo

Este artigo apresenta a formulagao
e a implementagao da solugao de
sistemas de equagodes diferenciais
parciais mediante o método de Green
explicito (ExGA). O método utiliza a
transformada de Laplace para obter
a resposta no dominio da frequéncia e,
posteriormente, mediante transforma-
da inversa, permite obter, de forma
explicita, a incégnita que soluciona a
equagcao diferencial parcial. Observa-
se a versatilidade do método pela
reducao de recursos computacionais
para resolver problemas lineares de
ordem 2 e 1. Foram realizados quatro
exemplos numéricos para a equagao de
transferéncia de calor e elasticidade.
Os resultados mostram a exatidao e
a precisao do método, que pode usar
diferenciais de tempo superiores aos
utilizados em algoritmos de integracao
temporal cldssicos com uma resposta
préxima a um algoritmo de ordem 2.

Palavras chave
Equagdes diferenciais, mecanica conti-
nua, transmissao do calor, elasticidade.
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Introduccion

Muchas de las ecuaciones diferenciales parciales que describen el comportamiento
de fenémenos fisicos complejos son dependientes del tiempo (Gershenfeld, 1999;
Cebeci, 2004). Tipicamente estos problemas se denominan de valor inicial y se
presentan frecuentemente en campos como transferencia de calor, propagacion
de ondas y comportamiento dindmico de estructuras (Akai, 1996). A su vez,
estos problemas que evolucionan en el tiempo pueden depender de la posicion
espacial de las particulas, por lo que se hace necesaria la solucién numérica a
partir de una discretizacion de la ecuacion diferencial en el dominio espacio-
temporal (Zienkiewicz y Morgan, 1982). Por lo tanto, es conveniente aplicar
un procedimiento de discretizacién parcial en el espacio-tiempo, con el cual
se reemplazard la ecuacion diferencial parcial por un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias (Zienkiewicz y Taylor, 2000).

Para solucionar este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, ahora
dependientes del tiempo, se han desarrollado numerosas técnicas de integracion
temporal (Zienkiewicz, Wood y Hine, 1984; Hughes, 2000). La solucién de es-
tas ecuaciones diferenciales pueden originar sistemas algebraicos cuya solucién
son del tipo explicito, semiimplicito o implicito (LeVeque, 2006; Newmark,
1959). Comuinmente en la literatura se encuentran los métodos de la familia
de Newmark (1959), Wilson-6 (Bathe y Wilson, 1973), Hilber-Hughes-Taylor
(1977) y Bossak-0L (Wood et 4l., 1981). Los ultimos métodos mejoran la aproxi-
macién que se realiza con el métodos de Newmark (Hughes, 2000).

De igual manera, se desarrollaron métodos con un orden de precisiéon mas
alto, a fin de disminuir errores numéricos y aumentar el orden de convergen-
cia. Entre los mas destacados son los métodos mostrados por Kutta (1901),
que son una generalizacién del método propuesto por Runge (1895), para la
obtencién de métodos de cualquier orden. Por otro lado, en las décadas de los
ochentay de los noventa, Zienkiewicz, Wood y Hine (1984), utilizando el método
de los residuos ponderados en el tiempo, generalizé los métodos de integracion
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temporal a través de su algoritmo single step algorithms (SSpj). En (Zienkiewicz y
Taylor, 2000, y Zienkiewicz, Wood y Hine, 1984) se muestra que a partir del
métodos SSpj es posible obtener varias familias de solucién temporal, incluidas
las de Newmark y sus variantes.

Recientemente, Soares y Mansur (2004), a través del métodos Implicit Green
Approach (ImGA) establecieron nuevos algoritmos de integracién temporal,
basados en el calculo numérico implicito de la funciéon de Green. Posteriormente,
Mansur presentd un nuevo algoritmo de integracion temporal, el Explicit Green
Approach (ExGA), que se diferencia del anterior método por calcular numéri-
camente, de manera explicita, las funciones de Green. Este método resuelve
problemas que involucran ecuaciones de onda, como se observa en (Mansur et 4al.,
2007). En el 2008, Mansur usé el ExGA para resolver problemas de transferencia
de calor (Mansur et 4l., 2008).

El objetivo de este trabajo es aplicar el nuevo método de integracién tempo-
ral ExGA a la solucién de problemas de ecuaciones diferenciales parciales con
evolucién temporal de primer y segundo orden. Especificamente, problemas
de elasticidad bidimensional, donde solamente ha sido aplicada la técnica del
ImGA, ademas de revisar los problemas de transferencia de calor, con el fin de
validar los resultados obtenidos por Mansur, para realizar un posterior estudio
del comportamiento de la técnica en problemas de adveccion-difusién-reaccion.

La discretizacion espacial se realiza utilizando el método de los elementos
finitos (Zienkiewicz y Taylor, 2000; Hughes, 2000). El calculo numérico de las
funciones de Green se realiza explicitamente con los algoritmos de Runge-Kutta
cuarto orden y Crank-Nicolson. La implementacion del algoritmo se realiza en
FORTRAN y las rutinas de solucién matricial se apoyan en la libreria LAPACK.

1. Discretizacion parcial de la ecuacion de movimiento
La ecuacién de equilibrio dindmico se puede escribir como (Mansur et al., 2007;
Loureiro, 2007; Carrer y Mansur, 1997):

V(Vu(x,0)) = cu(x, ) — pux,f)— f(x,6) =0 (D)

Donde £, c y p son los pardmetros fisicos del problema, los cuales son con-
siderados independientes del tiempo. Si = 0, la ecuacién (1) es de reaccion-
difusion; si w= 0, es una ecuacién de onda. Ademds, si # = 0y u = 0, es una
ecuacion de Poisson. Finalmente, si # = 0, u = 0y f = 0, es una ecuacién de
Laplace (Zienkiewicz y Taylor, 2000). Para discretizar la ecuacion (1) se utiliza
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el método de los elementos finitos. Si (1) es el residuo, se puede multiplicar
por cualquier funcién W de ponderacién e integrar a lo largo del dominio para
obtener (Zienkiewicz y Taylor, 2000):

[ (VkVu)~cu-pu- 1 =0) )

Para solucionar el problema es necesario bajar el orden de la segunda derivada.
Con el animo de disminuir la exigencia (debilitacién) del polinomio de reduccién
del orden, para esto se aplica el teorema de Green (Hughes, 2000; Zienkiewicz y
Taylor, 2000), de donde se obtiene:

[VIVudQ+ [WeudQ+ [Wpu dQ+ [WidQ— [ W (kVuyndT = 0 3)
Q Q Q Q T

Finalmente, aplicando el método de Bubnov-Galerkin (o Galerkin estandar)
en dos dimensiones (Zienkiewicz y Taylor, 2000) (W = N), y la variable se
discretiza como:

u=N"u (4)

Donde u es la aproximacién de la variable en cualquier parte del dominio, #
es el vector solucion en los puntos nodales del elemento, y N son las funciones
de forma del elemento utilizado. Por lo tanto, se obtiene:

[ | NpNTdQ} ZZ+[ | NcNTdQ:|t.t+ { | VNkVNTdQ]u - [— [ NfdQ+ [ NGVNyndT | (5)
Q Q Q Q T
Lo que escrito en forma matricial serfa:

MU@)+CU@0)+ KUt = F ©)

Siun sistema estructural es considerado, M, Cy K denotan matrices de masa,
amortiguamiento y rigidez, respectivamente, F es el vector de carga equivalente
nodal y U U y U son respectivamente los vectores desconocidos de aceleracion,
velocidad y desplazamiento.

Para solucionar el sistema dado en (6), que evoluciona en el tiempo, se utiliza
el método ExGA, que se desarrolla a continuacién. Cabe mencionar que existe
un buen nimero de métodos de solucién (la mayoria de ellos implicitos): los
métodos de la familia de Newmark (1959), Wilson-0 (Bathe y Wilson, 1973),
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Hilber-Hughes-Taylor (1977), Bossak-0t (Wood et 4l., 1981), Runge-Kutta
(citado en Akai, 1996), Crank-Nicolson (Hughes, 2000), entre otros.

2. Enfoque explicito de Green (ecuaciones diferenciales de segundo orden)
Para resolver el sistema obtenido a través de la discretizacién hecha por el
método de los elementos finitos (6), se le aplica la transformada de Laplace
(Loureiro, 2007):

L[M Ut)+CU®1) + KU (t) = F(t)] 7)

Mediante la transformada de Laplace se obtiene un nuevo sistema diferencial,
ahora, en el espacio de la frecuencia dado por:

M(s’L[U(t)]-sU(0) - &(0)) +CGLIU®]-U©O)+KL[U®]=L[F@®)] @)

A partir de la expresion anterior, se puede obtener de forma explicita la in-
cognita L{U(#)} realizando un despeje algebraico, con lo que se obtiene:

L{U(t)] = G(s)(sMU(0)+ CU(0)+ M &(0)) +G(s)L[F ()] )
Donde:
(0= ek (10

Aplicando la transformada inversa de Laplace L™ a la ecuacion (9), se obtiene:
U(t) = (GEM +G(6)CU(0) + G(OM U (0) + j G(t—D)F(7)dt (11)

A partir de (11) se puede obtener el vector de velocidades del sistema mediante
la diferenciacién respecto al tiempo; por lo tanto, se obtiene:

U(t) = (GOM +G)CYU(0) +G()M U(0) +jé(t _DF(2)dr (12)

2.1 Calculo de la matriz de Green

En las expresiones (11) y (12), G(z) representa la funcién de Green en forma
matricial. Para encontrar la matriz de Green G(2), se aplica trasformada inversa
de Laplace a la expresion (10) y se obtiene:
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L {MG(s)s* + CG(s)s + KG(s)} = L {1} (13)
M G(6)+CG(t)+ KG(t) = 18() (14)

Donde I representa la matriz identidad y &(#) es la funcién delta de Dirac
aplicada en un instante T = 0 expresada como:
1
—,Vte[0,At];At — 0
o(t) =4 At 10 47]

0,Vt & [0,Ar]

Si se aplica transformada de Laplace a la anterior expresion se obtiene:

M(5*G(s) - sG(0) = G(0)) + C(sG(s) - G(0)) + KG(s) = 1 (15)

Para que la anterior expresion sea igual a (10), es necesario que las condicio-
nes iniciales sean:

G(0)=0
. (16)

G(0)=0

El problema descrito por la ecuacién (14), con condiciones iniciales (16),
involucra en un término la funcidn delta de Dirac, lo cual la hace dependiente,
segun la definicién anterior, del paso de tiempo (A¢) utilizado en el algoritmo.
Este comportamiento indeseable se puede remover mediante la transformaciéon
del problema impulsivo, a un problema de condiciones iniciales. A partir de la
mecdnica clésica, se tiene que la definicién de impulso esta dada por:

1,=Fat (17)
Donde F es el vector de fuerzas aplicado en el instante de tiempo #. De la
ecuacién (17) se puede calcular el impulso generado por la aplicacion de la fuerza
en la ecuacién (14), es decir:
At At At 1
1,= MOO_ Fdt = ginoé[lé'(t)dtzl gﬂigdt =1 (18)
También de la teoria clasica de la mecanica se conoce que la segunda ley de

Newton puede ser escrita como:
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d’G

F=M%
d

(19)

Donde M es la masa total del sistema y G hace referencia a la matriz de
desplazamientos. Por lo tanto, se puede obtener una relacién entre el impulso
I y la segunda ley de Newton, dado por:

1,= [ Fdi= [ Md G=M(G(0)~G(0)) = M G(0) (20)

De esta forma, visto que la expresion (18) es equivalente a (20), en términos
del movimiento generado, se concluye que el célculo de las funciones de Green
(G(2)), a través de la ecuacion (14), puede ser, alternativamente realizado por
la solucién de:

M G(t)+CG(t)+ KG(1) =0 1)

Con condiciones iniciales:

G(0)=0

. (22)
G(0)y=M""
Con excepcién de casos muy simples, en problemas en ingenieria no se cuenta

con la matriz de Green analitica; por lo tanto, debe ser calculada numéricamente

por algin método de integracién temporal utilizando la expresion (21). Si se

asume un tiempo ¢ = Az en las ecuaciones (11) y (12), la solucién en cualquier

instante de tiempo puede ser calculada recursivamente como:

i 1A

U™ = (GADM +GANCWU' +GOMU + | G(t+ M~ 1)F (1)t (23)

Y para velocidad se obtiene:

A . . oo,
U =(GANM +GANCW +GOMU + | G(t+Ar-1)F(2)dt (24)
t
Se debe tener en cuenta que para evaluar la anterior expresion recursiva de
respuesta en cualquier intervalo de tiempo, es necesario calcular las matrices
de Green G(A¢), G(Ar) y G(At) una unica vez en un instante de tiempo ¢ = Az.
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2.2 Métodos ExGA y Runge-Kutta

Para utilizar las expresiones explicitas (23) y (24) en la solucién del problema de
integracién temporal de una ecuacién diferencial parcial, es necesario resolver de
manera previa el sistema de ecuaciones (21). Para ello se utiliza la forma explicita
del método clasico de RK*:

W, =M (-KG' ~CG )

1 Ar - 1A
W,=M" (—K(G’+E—tG ]—C(G +5—tWID

n n
1At =" 1A 1A
W, =M | -K| G'+==LG +~2Lw |-c| G +=2lw, (25)
2 n 4 n 2 n
At :' 1 AP 1A
w,=Mm"|-K| G +2LG6 +—"Lw, |-c| G +="Lw,
n 2 n 2 n
Los desplazamientos y las velocidades de las matrices de Green son calculadas
mediante:
w At s 1 AP
G "=G'+—G+——W,+W,+W,)
n 6 n
N (26)
SRS A WLV
G =G+g7(w+2%+2m+%)

Se observa en las ecuaciones anteriores el paraimetro 7, que define el nimero
de subpasos que se empleara para el calculo de las matrices G(Ar) y é(At) . Cuando
se utilizan subpasos (z > 1), el método presenta una mejora en la estabilidad
(posibilidad de utilizar pasos de tiempo mas grandes) (Mansur, 2007). Si se
emplea un nimero de subpasos adecuado, el tiempo de paso critico (Ar, ) que
se va a emplear puede extenderse para propdsitos practicos; ademas, el método
de integracion temporal explicito utilizado, basado en funciones de Green calcu-
ladas explicitamente, puede convertirse en un método de integracién temporal
incondicionalmente estable (Soares y Mansur, 2004).

2.3 Calculo de la integral de convolucion en el tiempo

La integral de convolucién en (23) y (24) tiene en cuenta los efectos de la apli-
cacién de una perturbacién externa al sistema fisico. Para el cdlculo numérico
de esta integral se utilizan las formulas de Newton-Cottes, caracterizadas por
tomar intervalos de discretizacién constantes, a diferencia de otras técnicas.
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Dentro de las férmulas de Newton-Cottes mds conocidas, se encuentran: la
regla del rectdngulo, la regla del trapecio y la regla de Simpson. En el presente
trabajo se eligié como método de integracion la regla del trapecio (Loureiro,

2007; Akai, 1996).

2.3.1 Regla del trapecio

Si se considera una funcién f(x) cuando x varfa desde x hasta x , , se aplica una
interpolacién de Lagrange con el fin de aproximar la funcién desde {x, f(x)1
hasta {x , , f(x )} por una recta. Asi se obtiene (Akai, 1996):

SO = [ =x,) /6 =%, )L () +[(x = 2) /(xiy = )1 (%) (27)
Esta aproximacion se integra analiticamente (Akai, 1996):
IFCE j ) L) p )

X; i 1+1) ( 1+l xz)

2 2
) [Py B, S [P
(xi - xi+1) 2 2 (xz+1 X ) 2

(28)
_ S(x) (e _xi)z " S o) (G _xi)z
(xm - xi) 2 (xm - x;) 2
_ L)+ /e DIx, — ]
2

De esta forma se puede aproximar la integral de una funcién f (x) definida
entre x y x, COMO:
a b

} s =2[ f 1 dx] & {[f(x,>+.f(xi+] N —xl-]} 29)

2

Donde 7 representa el nimero de intervalos (subpasos) en que se divide la
funcién que se va a integrar.

2.3.2 Integral de convoluciéon mediante regla del trapecio
Para desarrollar la integral de convolucién numéricamente, se cambia de variable,
O = T—t,y queda la integral y sus limites expresados de la siguiente forma:

| G+ A—n)F(n)dT= | G(At - ) F (1 + o)dax (30)
0

t

Ing. Univ. Bogotd (Colombia), 15 (2): 479-501, julio-diciembre de 2011



Enfoque explicito de Green (ExGA) para la solucién de ecuaciones diferenciales parciales en mecdnica 489

Como O es un parametro, se expresa la integral de una forma mas habitual
como se muestra en:

fG(At— T)F(t+7)d7 (31)

Si se aplica la regla del trapecio a la anterior integral, se tiene (Akai, 1996):

i{lﬁ[G(At—ﬁ(i))F(At+£(i))+ G(At —ﬁ(iﬂ)JF(AHg(HI)H} (32)
2 n n n n

i=0 n

Al expandir la sumatoria se obtiene:

n

+G(At—2£)F(r+2£)+... (33)

n n

+1G(At—n£)F(t+n£)
2 n n

Si se supone que la variacién del vector F en el intervalo de tiempo {#, #+Ar}

TG(At -DF(+7)dr= ﬁ{%G(At)F(tH G(At —E)F(Hﬁ)}
0 n n

es lineal, entonces:

t+At t

F(T)=Ft+¥(T—t),t<At<T (34)

Aplicando esta suposicion en la expresion (33):

At T t+At
At |1 At 2F +F
[G@ar-0F@+ndr~ —t{— G(ANF" + G(At - —t) (Jr—)
o n |2 n n
T t+At
+G(Az—2£)(ﬂ)+... (35)
n n
+1G(At—n£)F”A’}
2 n
Agrupando términos comunes:
At
jG(At—T)F(t+T)deﬁ{%G(At)+G(At—£)%+ G(At—zﬁ)l}Fu
n n n
’ (36)
Al G(At—£)1+G(At—2£)g+...+lG(0) Fre
n n)3 n)3 2
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De esta forma se puede generalizar la integral de convolucién como (Soares
y Mansur, 2004; Loureiro, 2007):

n

I G(Ar—r>F<z+r)dr:{[i(;%(m;TI(J’—D)]F’{ (;wz(j)+;\vz(j—l))]F‘*A‘} 37)

J=1 Jj=1

Donde:
\Pl(j)=(1—l)ﬂG(At—j—At)
n)n n
q!z(j)zlﬂg(m_j_m)
nn n

Usando la expresion anterior, se realiza la aproximacion numérica de la in-
tegral de convolucion para todo 7, que permite su célculo en 7 subpasos, con las
subsecuentes mejorias que esto conlleva.

3. Enfoque explicito de Green (ecuaciones diferenciales de primer orden)
Para el caso de problemas que involucren diferenciales temporales de primer

orden, se aplica la discretizacion parcial y se obtiene un sistema matricial de la
forma (Hughes, 2000):

CU®) +KU(t) = F (i) (38)
Al aplicar la transformada de Laplace se obtiene:

L [c U()+KU(1) = F(t)] (39)
CCLLUMY - U(0)) + KLIU()} = L{F(t)} (40)

Luego de obtener de forma explicita L{F(t)} se tiene la siguiente ecuacién
de solucidn:

LIU®)Y = RG)(CU0) + LIF(H)D (41)
Donde:
R(s)= Cs+ K (“42)
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Aplicando la transformada inversa de Laplace (L™") a la ecuacién (41),
teniendo en cuenta la ecuacion (42), se obtiene:

U(t) = G(t)CU(0) + jG(z — D) F()dt (43)

3.1 Calculo de la matriz de Green
En la expresion (43), G(#) representa la funcién de Green en forma matricial,
dada por:

1
Gt)=L"[R =L'"|——— 44
(1) [R(s)] [CS+K] (44)
La funcién de Green es llamada la respuesta impulsiva del sistema, debido a

que puede obtenerse por medio de:

CG(t)+KG(1) = 15(t) (45)

Con condicién inicial:

G00)=0

Donde I representa la matriz identidad y 0(2) es la funcién delta de Dirac.

El problema descrito por la ecuacién (45) es equivalente a un problema
homogéneo de valor inicial con la aplicacién de cierta condicién inicial (Ozisik,
1993). En (Mansur et al., 2008) se verifica que la correcta equivalencia para
este problema estd dada por:

CG(t)+KG(t) =0 (46)

Con condicién inicial:

G(0) = C!

Si se asume un paso de tiempo # = Az, la solucién para cualquier tiempo de
(43) puede evaluarse recursivamente mediante la expresion:

t+At

U™ =G(ANCU' + [ G(t+Ar-D)F(1)dt (47)
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3.2 Métodos ExGA y Crank-Nicolson
Para utilizar la expresion explicita (47) es necesario resolver antes el sistema de
ecuaciones (46), mediante la siguiente aproximacion en diferencias finitas para
el término de la derivada temporal. Asi, se tiene:

. Gt+At el

G(y=——_ (48)

At

Utilizando el método de la familia 6-trapezoidal para marcha en el tiempo,

se puede escribir la siguiente expresion:

G = (1 -G + 6G'+Y (49)

Al reemplazar las expresiones (48) y (49) en (46), se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones lineales:

(BAK + OGHY = (C - (1-)MtK)G' (50)

Cabe anotar que la matriz de Green se calcula tnicamente para el intervalo
de tiempo {0,Ar]. Por lo tanto, la expresion anterior se transforma en:

(9£K+C)GH?’I =(C—(l—9)£K)G’ 51)

n n

El pardmetro 0 varia en el intervalo {0, 11. Si 8 = 1, la solucién es total-
mente implicita. Si @ = 0, la solucién es totalmente explicita. Si 6 = 0,5, la
solucién es semiimplicita y esta dada por el esquema de Crank-Nicolson. Este
esquema es el implementado para este trabajo, por ser el tnico método de la
familia O-trapezoidal que posee una precision de segundo orden. Se observa en
la ecuacién anterior el parametro 7, que define el nimero de subpasos que se
empleard para el célculo de la matriz G(Az).

4, Aplicacion del algoritmo al problema de transferencia de calor en una placa
A efectos de ilustrar el uso del algoritmo expuesto, se toma el ejemplo de la
solucién del problema de transferencia de calor en una placa, que involucra dife-
renciales en el tiempo de primer orden. Es posible utilizar el algoritmo propuesto
para validar diferenciales en el tiempo de segundo orden. Con la solucién de
este problema se busca examinar las principales caracteristicas del ExGA. Para
el ejemplo mostrado se desarrolla un programa en FORTRAN vy se grafican los
datos utilizando PARAVIEW.
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Aqui se toma la placa con condiciones iniciales de temperatura y flujo nulo
en todo su contorno (condicién Dirichlet). En segundo lugar, la placa es tomada
con condiciones iniciales de temperatura y un flujo de entrada en un extremo
de su contorno (condicién Neumann). Finalmente, se halla la soluciéon de un
problema que involucra los dos tipos de condicién de contorno (Dirichlet y
Neumann).

La discretizacién espacial de la ecuacién parabdlica no homogénea de trans-
ferencia de calor puede representarse de forma matricial con ayuda del método
de los elementos finitos como (Hughes, 2000):

CUW)+KU(t) = F() (52)

Con condicién inicial T(0) = T° donde C es la matriz de capacitancia, K es
la matriz de conductancia térmica y F es el vector de cargas térmicas nodales
equivalentes. Estas matrices y el vector pueden ser calculados con las siguientes

expresiones:
=§§”N,de§z (53)
N, ON, azv oN,
K, Zk”(ax 2% o (54)
=2quN,dr—ZHgN,.dQ (55)
e=l Q, e=l Q,

Donde z, j = 1, ..., » (nimero de nodos), N.y N] son las funciones de forma
(Hughes, 2000),7 es el nimero de elementos en el dominio, n_es el nimero de
elementos con cara en el contorno que tienen prescrito flujo de calor, y 7 ,es el
namero de elementos de la region donde la fuente se esta aplicando.

Para la discretizaciéon por elementos finitos se han utilizado elementos
cuadrados bilineales. La placa para el desarrollo de las simulaciones es de 10m
X 8m. Los coeficientes fisicos adoptados para la simulacién son: o0 = 1,0m%/s,

k= 1,0W/°Cm.

4.1 Ejemplo 1

En este ejemplo se considera la placa rectangular de la Figura 1, con condiciones
iniciales T (x, y, 0) = 0,0 °C a través de todo el dominio. En el contorno, los
lados horizontales de la regién rectangular tienen flujo cero, el lado vertical iz-
quierdo tiene temperatura T (0, y, ) = 0,0 °Cy el derecho T (a, y, ) = 1,0 °C.
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Figura 1. Geometria y malla para los ejemplos 1y 2

/FY

|
i 10

\ 4

Fuente: (Mansur et dl., 2008).

4.2 Ejemplo 2

En este ejemplo se considera la placa rectangular de la Figura 1, con condiciones
iniciales T' (x, y, 0) = 0,0 °C a través de todo el dominio. Las condiciones de
contorno son: g(x, 0, 1) = q(x, b, 1) = 0,0 W/m, T (0,9, 1) = 0,0°Cy g(a, y, 1)
= 0,1 W/m (figuras 2 y 3).

Figura 2. Condiciones de contorno ejemplo 1, flujo cero arriba y abajo, y temperaturas en bordes
de 1y0°C

/ ¢=0

T=0—/ 1=

\ Bol

Fuente: (Mansur et dl., 2008).
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Figura 3. Condiciones de contorno ejemplo 2: flujo cero arriba y abajo y flujo entrante
en la parte derecha

/ ¢=0

TZO_/ /_ =1

\ e

Fuente: (Mansur et dl., 2008).

5. Resultados

5.1 ExGA primer ovden

El método de Crank-Nicolson utilizado para el calculo de las matrices de Green,
necesarias para solucionar los problemas térmicos descritos, es implicito e incon-
dicionalmente estable. Sin embargo, el método ExGA es explicito y esta sujeto
a una condicién de estabilidad que determina cudl es el mayor tamano de paso
de tiempo (A#) que se puede utilizar en el método para que exista convergencia.
Esta relacién se muestra a continuacién (Mansur et al., 2008):

2n
At <— 56
n (56)

Donde 7 es el nimero de subpasos y A es el mayor autovalor obtenido de
resolver el problema:

(K= ACYD) = 0 (57)
A medida que se toma un numero mayor de subpasos, la solucion al pro-

blema de las matrices de Green es mas exacta. Ello se traduce en una mejora
en la convergencia del método. Cabe anotar que para este tipo de problema la
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convergencia aumenta al tomar un nimero mayor de subpasos y no al dismi-
nuir el paso de tiempo (At) empleado. Esto significa que las caracteristicas de
estabilidad de Crank-Nicolson son transferidas al método ExGA; por lo tanto,
se puede utilizar cualquier paso de tiempo, sin importar lo amplio que sea, y el
método tendrd convergencia, siempre y cuando se cumpla con la relacién (56).

Para los tres primeros ejemplos el autovalor es igual a A = 3,8197. Al aplicarlo
a la expresion (56), tomando el nimero de subpasos unitario, se encuentra que
el paso de tiempo maximo debe estar por debajo de At < 0,5236. Teniendo en
cuenta esta restriccion se presentan los resultados para cada uno de los ejemplos
propuestos, tomando distintos numeros de subpasos.

5.2 Ejemplo 1 (condicion Dirichlet)

En los resultados presentados en la Figura 4 se realizan cuatro aproximaciones
numéricas, utilizando en todas 20 subpasos y pasos de tiempo (At) de 0,1; 1; 5
y 10 segundos. Cada una de estas simulaciones se realiza hasta 60 segundos y
se compara directamente con la solucion analitica.

En la gréfica de la parte superior se muestra que al refinar el paso de tiempo
manteniendo el mismo niumero de subpasos la respuesta del método es la misma.
Todos los puntos solucién se superponen sobre una misma linea, a excepcién del
caso en el que se toma A = 10 s, lo cual se espera por ser este valor cercano al
limite de convergencia del método, para este caso A < 10,472 s.

Como los puntos de solucién siempre se presentan sobre una misma linea,
independiente del Az que se tome, en la parte de la derecha se muestran los re-
sultados para el problema con un As = 10 s, cambiando el nimero de subpasos
a 40, 80, 160 y 320. A medida que aumenta el namero de subpasos, mejora
de una manera notable la precisién del método. En la Figura 5 se muestran los
resultados para toda la placa. Las imdgenes se toman cada 12 s. Se ordenan de
izquierda a derecha, y de arriba a abajo.
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Figura 4. Resultados del ejemplo 1, punto central de la malla, refinando el paso de tiempo de 10 a
0,1 s (arriba) y aumentando el nimero de subpasos (abajo) de 40 a 320

0,5
0,45
041
0,35+
031
= 025
02 — ==~ EXGA-CNO.1 s
015 O ExGA-(NTs |
' O  ExGA-CN5s
0,1 A ExGA-ONT0s | -
Analyric
0,05 ! -
0 I I I I I
0 10 20 30 40 50 60
t[s]
0,5
0,45+ |
04+ |
0,35 |
03+ |
= 0,25+ -
02 O ExGA-CN44s ]
sk O  ExGA-CN 8Os |
' A ExGA-CN 160
01} % ExGA-(N320s | -
Analyric
0,05 / -
0 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

t[s]

Fuente: presentacion propia de los autores.
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Figura 5. Simulacion para la malla total, ejemplo 1. Capturas cada 12 s

Temperatura
0’25 §| { 015| 111 | qlzé'l

Fuente: presentacion propia de los autores.

5.3 Ejemplo 2 (condicion Neumann)

Para este problema se toma un paso de tiempo At = 10s, y 20, 40, 80 y 160
subpasos. Cada una de estas simulaciones se realiza hasta 200 s y se compara
directamente con la solucién analitica (Figura 6).
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Figura 6. Resultados del ejemplo 2, para el punto central de la mallg, refinando subpasos

de 20 a 160
05 §
0451
04+
035F
03+
o=, 0,25
02
O  ExGA-CN20s
0,15 O  ExGA-CN40s 7
01 A ExGA-CN 80 s |
! x  ExGA-CN 160 s
0,05 Analyric i
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t[s]

Fuente: presentacion propia de los autores.

Igual que en el caso anterior, el método presenta una mejora en la precision
a medida que aumenta el numero de subpasos. También se evidencia la ventaja
de poder utilizar pasos de tiempo grandes en problemas que requieren histo-
riales de simulacién muy amplios, con la consecuente disminucién del costo
computacional.

6. Conclusiones

Se presenta en este articulo el estudio de la solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales mediante el método de Green explicito (ExGA). Se observa
que existe una gran ventaja al permitir el uso de pasos de tiempo mas amplios,
lo que trae como consecuencia una reduccién de recursos computacionales
para resolver problemas lineales de orden 1 y 2. Esta ventaja puede ser vista
directamente, respecto a los métodos clasicos explicitos, en las expresiones que
condicionan el paso de tiempo méaximo que se va a utilizar, estando para los
métodos explicitos convencionales, su condicion de estabilidad temporal dada por
las mismas expresiones. Cambian inicamente el # por un valor unitario (z = 1).
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El método puede usar tiempos superiores a los utilizados en algoritmos
de integracion temporal explicito con una respuesta cercana a un algoritmo de
orden 2. En el célculo de las matrices de Green se presenta una equivalencia
entre las respuestas impulsivas y las condiciones iniciales, dadas estas altimas
por matrices inversas de masa, lo cual representa un costo computacional muy
alto. Sin embargo, se utilizan algoritmos de condensacién como HRZ y Row-
Sum, para simplificar el calculo de estas matrices inversas, a fin de comprobar
que su impacto en la precisién del método es minimo.

Al tomarse un numero adecuado de subpasos, el paso de tiempo At puede
ser tan grande como se desee, teniendo como tunica limitacién una buena
representacion grafica de la respuesta o la necesidad de obtener una respues-
ta dentro de un margen de tiempo transitorio especifico del problema. Otra
observaciéon importante extraida del andlisis de las aplicaciones es que la
precision del método ExGA es satisfactoria y susceptible a mejora utilizando
polinomios de 6rdenes superiores para el calculo de la integral de convolucién.
También se observa que el efecto de aumentar el nimero de subpasos en pro-
blemas de primer orden es el incremento en la precisién del método, diferente
a lo que sucede en los problemas de segundo orden, en los cuales este aumento
influye Gnicamente en el tamafo del At.

Finalmente, se afirma que el método ExGA es una alternativa interesante en
la solucién de problemas en los que se necesitan pasos de tiempo muy peque-
fos, e historiales de simulacion extensos, como es el caso de los problemas de
elasticidad bidimensional. En estos problemas se puede apreciar, de una mejor
manera, la ventaja de los subpasos, lo que permite utilizar pasos de tiempo mas
grandes que los que se pueden emplear con los métodos tradicionales, sin tener
pérdidas en cuanto a precision.
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