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Resumen
En este artículo se propone un modelo 
fenomenológico que describe la forma-
ción de los patrones de la corteza (tes-
ta) de las semillas vegetales mediante 
ecuaciones de reacción-difusión con 
parámetros en el espacio de Turing. 
A fin de estudiar la formación de 
patrones se resuelven varios ejemplos 
numéricos sobre geometrías simplifi-
cadas de una semilla. Para la solución 
numérica se utilizó el método de los 
elementos finitos, en conjunto con el 
método de Newton-Raphson para 
la aproximación de las ecuaciones 
diferenciales parciales no lineales. Los 
ejemplos numéricos muestran que el 
modelo puede representar la forma-
ción de diferentes tipos de cortezas de 
semillas vegetales.

Abstract
This article proposes a phenomenolo-
gical model that describes the pattern 
formation of the seedcoat (seedhead) of 
plant seeds through reaction-diffusion 
equations with parameters within 
Turing’s space. With the purpose of 
studying pattern formation, several 
numerical examples concerning sim-
plified geometries of a seed are solved. 
The finite element method is used for 
the numerical solution along with 
the Newton-Raphson method for the 
approximation of partial non-linear 
differential equations. The numerical 
examples show that the model may 
represent the formation of different 
types of plant seedcoats.

Palabras clave
Botánica, pruebas de descendencia, 
desarrollo de las semillas, método de 
elementos finitos prueba de Turing.

Key words
Botanics, progeny testing, seeds de-
velopment, finite element method 
Turing test.

Resumo
Neste artigo se propõe um mode-
lo fenomenológico que descreve a 
formação dos padrões da casca das 
sementes vegetais mediante equações 
de reação-difusão com parâmetros 
no espaço de Turing. Com o objetivo 
de estudar a formação de padrões 
resolvem-se vários exemplos numéri-
cos sobre geometrias simplificadas de 
uma semente. Para a solução numérica 
utilizou-se o método dos elementos 
finitos, em conjunto com o método de 
Newton-Raphson para a aproximação 
das equações diferenciais parciais não 
lineares. Os exemplos numéricos mos-
tram que o modo pode representar a 
formação de diferentes tipos de cascas 
de sementes vegetais.

Palavras chave
Botânica, provas de descendência, des-
envolvimento das sementes, método 
de elementos finitos-processamento 
de dados, prova de Turing.
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Una aproximación computacional para generar patrones de rugosidad superficial del pericarpio y la testa de algunas plantas

Introducción
Todas las semillas están rodeadas por una cubierta llamada testa, la cual puede 
tener muy distintas texturas y apariencias (Font Quer, 1982). Generalmente 
es dura y está formada por una capa interna y una externa de cutícula y una o 
más capas de tejido grueso que sirve de protección. En algunas semillas dichas 
estructuras de la testa están ausentes y quedan al descubierto el pericarpio 
del fruto y no la testa, por ejemplo, en el caso del girasol (Helianthus annuus), 
que pertenece a la familia de las compuestas, y de la lechuga (Parodi, 1987; 
Strassburger, 1994).

La función de la testa es conferir impermeabilidad al agua y a los gases en 
la semilla. Esto le permite regular el metabolismo y el crecimiento (Parodi, 
1987). Además, esta parte de la semilla es fuerte e impide la entrada de pa-
rásitos (Font Quer, 1982). Por otro lado, las cubiertas duras pueden impedir 
daños mecánicos (Parodi, 1987). En consecuencia, la testa es un modulador de 
las interacciones internas de la semilla y su medio ambiente (Karcz, Ksiazczyk 
y Maluszynska, 2005).

Al igual que las formas de las semillas, la testa exhibe una compleja y di-
versa morfología y anatomía, lo que provee una característica taxonómica de 
alto valor (Barthlott, 1981 y 1990). En especial, la macroestructura de la testa 
varía ampliamente entre diferentes especies de plantas. Adicionalmente, se han 
encontrado características microestructurales particulares en la superficie de las 
semillas (Karcz, Ksiazczyk y Maluszynska, 2005).

La micromorfología de la testa ha sido estudiada con el uso de microscopía 
electrónica. Por ejemplo (Karcz, Ksiazczyk y Maluszynska, 2005) han investi-
gado los patrones de las superficies de las testas y han encontrado superficies 
reticuladas, aleatoriamente reticuladas y rugosas. En aquel artículo se presentó 
una buena correlación experimental entre las superficies estudiadas y su clasi-
ficación taxonómica. De igual manera, se ha estudiado la testa de la Musaceae 
por microscopía electrónica y microscopía de luz (Graven, De Koster, Boon y 
Bouman, 1996). En dicho artículo se explora la composición molecular de la 
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superficie con el ánimo de ampliar el conocimiento del funcionamiento de la 
testa de esta especie. Sin embargo, el trabajo sobre el estudio de la corteza de 
las semillas se ha enfocado, principalmente, en la variación de las propiedades 
mecánicas y germinativas de la testa (8 nn), en el efecto del almacenamiento 
sobre las características bioquímicas y mecánicas (Heatherly, Kenty y Kilen, 
1995) y el efecto que la testa tiene en la protección ante diferentes enfermedades 
vegetales (Edde y Amatobi, 2003).

Desde el punto de vista de la morfología y evolución de la testa se tiene escaso 
conocimiento (Graven, De Koster, Boon y Bouman, 1996). La literatura sobre 
morfología, bioquímica e histoquímica en semillas está centrada en la composi-
ción del embrión y el endospermo (Graven, De Koster, Boon y Bouman, 1996; 
Strassburger, 1994). La interpretación funcional y la explicación de la aparición 
de la morfología de la cubierta de la semilla es un campo casi inexplorado de 
investigación, aunque en la actualidad es posible describir la anatomía con más 
detalle mediante técnicas microscópicas e histoquímicas y estudiar la composi-
ción de las capas de la testa de la semilla madura con técnicas de espectrometría 
de masa (Graven, De Koster, Boon y Bouman, 1996).

A partir de este punto de vista, el objetivo de este artículo es proponer un 
modelo fenomenológico-matemático sobre la aparición de diferentes tipos de 
patrones sobre las cubiertas de la semilla. Con este fin, se utilizan las ecuaciones 
de reacción-difusión con parámetros que pertenecen al espacio de Turing. Por lo 
tanto, se encuentran patrones estables en el tiempo e inestables en el espacio 
que pueden representar la morfología de la testa. En este sentido, la hipótesis se 
centra en un sistema bioquímico de reacción-difusión que tiene un activador 
y un inhibidor que permite generar el patrón superficial de la semilla.

Siguiendo un planteamiento similar al utilizado en (Strassburger, 1994; Lefevre 
y Mangin, 2010; Cartwright, 2002), se utiliza el modelo de reacción de glucó-
lisis y de Schnakenberg, para simular la aparición de los patrones de la corteza de 
las semillas (rugosidad superficial). Para la solución de las ecuaciones de reacción 
difusión se presenta un método de solución en superficies en tres dimensiones bajo 
el uso de la formulación lagrangiana total. Este trabajo se enfoca en desarrollar 
los patrones superficiales cualitativamente próximos a la rugosidad superficial que 
presentan algunas semillas vegetales. En futuros trabajos se desarrollarán aspec-
tos cuantitativos que permitan hacer una comparación exhaustiva de los patrones 
obtenidos y la realidad.

El artículo está organizado como sigue: en primer lugar, se muestran las 
ecuaciones de reacción difusión y las condiciones necesarias para generar patro-
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nes de Turing; en segundo lugar, se indica el procedimiento de solución de 
las ecuaciones no lineales resultantes; en tercer lugar, se presentan los ejemplos 
numéricos para diferentes tipos de patrones de formación de la testa. Por último, 
se presentan la discusión y las conclusiones.

1. Materiales y métodos

1.1. Sistema de reacción-difusión 
Siguiendo el enfoque bioquímico, se puede suponer que un sistema de reacción 
difusión (RD) puede controlar la formación de los patrones que se presentan en 
la corteza de las semillas. Para este fin se define un sistema de RD, para dos 
especies, dado por (1):

21
1 1 2

22
2 1 2

( , )

( , )

u u f u u
t
u d u g u u
t

γ

γ

∂ − ∇ = ⋅
∂
∂ − ∇ = ⋅
∂

 (1)

Donde u1 y u2 son las concentraciones de las especies químicas presentes en 
los términos de reacción, f y g; d es el coeficiente de difusión adimensional y γ es 
una constante de adimensionalización del sistema (Madzvamuse, 2000).

Los sistemas de RD han sido estudiados ampliamente para determinar su 
comportamiento en diferentes escenarios de parámetros (Madzvamuse, 2000; 
Meinhardt, 1982), geométricos (Meinhardt, 1982; Madzvamuse, 2005) y para 
diferentes aplicaciones biológicas (Madzvamuse et ál., 2002 y 2003; Madzva-
muse, Maini y Wathen, 2003). Una de las áreas en que se ha desarrollado gran 
trabajo sobre las ecuaciones de RD es la formación de patrones que son estables 
en el tiempo e inestables en el espacio (Geirer y Meinhardt, 1972; Chaplain, 
Ganesh y Graham, 2001). En especial, Turing (1952), en su libro The Chemical 
Basis of Morphogenesis, desarrolló las condiciones necesarias para la formación de 
patrones espaciales. Las condiciones para la formación de patrones determinan 
el espacio de Turing dado por las siguientes restricciones (2):
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Donde f1 y g1 indican las derivadas de las funciones de reacción con respecto 
a las variables de concentración, por ejemplo u

ff
u

∂=
∂  (Cartwright, 2002). Estas 

restricciones están evaluadas en el punto de equilibrio que se obtiene haciendo 
f(u1, u2) = g(u1, u2) = 0.

Las ecuaciones (1) y sus restricciones (2) permitieron el desarrollo de rama de 
investigación de los sistemas dinámicos (Cartwright, 2002; Geirer y Meinhardt, 
1972): las inestabilidades de Turing. La teoría acerca de los patrones de Turing ha 
permitido explicar la formación de patrones biológicamente complejos, como 
las manchas que se encuentran en la piel de algunos animales (Madzvamuse 
et ál., 2003; Madzvamuse, Maini y Wathen, 2003) y en problemas de morfogé-
nesis (Lefevre y Mangin, 2010). Además, recientemente se ha comprobado, de 
forma experimental, que el comportamiento de algunos sistemas de RD generan 
patrones de ondas viajeras y patrones espaciales estables (Mei, 2000; De Wit, 
1999; Maini, Painter y Chau, 1997; Kapral y Showalter, 1995).

En este artículo, las ecuaciones utilizadas para predecir la formación de 
patrones son las de glucólisis (Garzón, 2007) y las de Schnakenberg (Garzón, 
2007; Madzvamuse, 2000), dadas por:

2
1 2 1 1 2

2
1 2 1 1 2 2

( , )

( , )

f u u u u u
g u u u u u u

δ κ
κ

= − −

= + −
 (3a)

Y
2

1 2 1 1 2
2

1 2 1 2

( , )

( , )

f u u a u u u
g u u b u u

= − +

= −
 (3b)

Donde δ, κ, a y b son parámetros adimensionales del modelo. Los puntos de 
estado estable están dados por ( )1 2 20

, ,u u δ δ
κ δ

 =   +
 y ( )

( )1 2 20
, , bu u a b

a b

 
= + + 

 para el modelo 
de glucólisis y de Schnakenberg, respectivamente. Aplicando las restricciones 
(2) al modelo (3) en el punto de estado estable (u1, u2)0 se obtiene un conjunto 
de restricciones que permite establecer el sitio geométrico de los parámetros en el 
espacio de Turing (Garzón, 2007).

1.2. Deformación de la corteza de las semillas
Para deformar la corteza de la semilla se utilizaron las ideas sugeridas en (Lefevre 
y Mangin, 2010; Harrison, Wehner y Holloway, 2002; Holloway y Harrison, 
2008), donde la superficie se deforma en función de las sustancias (morfogen) 
presentes en el dominio. Esto es, la superficie S se deforma en función de su 
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normal N y de la cantidad de activador existente en cada punto material; por 
lo tanto:

2 ( , , )dS Ku x y z
dt

= N (4)

Donde K es una constante que determina la tasa de crecimiento. 
Al incluirse el término de crecimiento de la superficie ecuación (4), se modifi-

can las ecuaciones (1), donde se presenta un nuevo término que tiene en cuenta 
la convección y la dilatación del dominio, dado por:

21
1 1 1 2

22
2 2 1 2

( ) ( , )

( ) ( , )

u div u u f u u
t
u div u d u g u u
t

γ

γ

∂ + − ∇ = ⋅
∂
∂ + − ∇ = ⋅
∂

v

v
 

(5)

Donde el término nuevo div(ui,v) incluye la convección y dilatación que se 
debe al crecimiento del dominio, dado por la velocidad v = dS/dt.

Para solucionar el sistema de reacción difusión convección descrito en (5) se 
utiliza el método de los elementos finitos (Hughes, 2003) y el método de Newton-
Raphson (Hoffman, 1992) para solucionar el sistema no lineal de ecuaciones 
diferenciales parciales que se derive de la formulación. La imposición del campo 
de crecimiento de los patrones de la superficie de la testa se hace mediante la 
solución de la ecuación (4), con lo que se obtiene la nueva configuración (actual) 
y el campo de velocidades que se incluirá en el problema de RD.

En primer lugar se muestra la solución de las ecuaciones de reacción difusión 
con ayuda del método de los elementos finitos.

1.3. Solución del sistema de reacción-convección-difusión
La formulación del sistema de RD incluyendo el transporte convectivo se puede 
escribir como (6) (Garzón, 2007):

21
1 1 1 2

22
2 2 1 2

( ) ( , )

( ) ( , )

u div u u f u u
t
u div u d u g u u
t

γ

γ

∂ + = ∇ + ⋅
∂
∂ + = ∇ + ⋅
∂

v

v
 (6)

Donde u1 y u2 son las variables químicas del sistema de reacción difusión. 
Esta ecuación también se puede escribir en términos de la derivada total (7) 
(Garzón, 2007):
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21
1 1 1 2

22
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( ) ( , )

( ) ( , )

du u div u f u u
dt
du u div d u g u u
dt

γ

γ

+ = ∇ + ⋅

+ = ∇ + ⋅

v

v  
(7)

Donde se debe tener en cuenta que ( )du u grad u
dt t

∂= + •
∂

v  (Holzapfel, 2000; Belyts-
chko, Liu y Moran, 2000). Según como se describe en (Holzapfel, 2000), se llega 
a que el sistema de RD-convección en la configuración inicial o de referencia Ω

0
 

(con coordenadas X[x]), está dada por la siguiente ecuacion escrita en términos 
de las coordenadas materiales:
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I
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(8b)

Donde U1 y U2 son las concentraciones de cada una de las especies en la con-
figuración inicial Ω

0
, esto es, U(X,t) = u(x[X, t], t). Además, 

 

( )1 i

I
F −  es el inverso 

del gradiente de deformación dado por 
 

i
i

I I

xF
X

∂=
∂

 (Holzapfel, 2000), xi son las coor-
denadas actuales (en cada instante de tiempo) y xI son las coordenadas iniciales 
(de referencia, donde se realizarán los cálculos) (Holzapfel, 2000; Belytschko, 
Liu y Moran, 2000). Por lo tanto, a partir de la ecuación (8) se obtiene la forma 
débil general por lo que se llega a (9) (Hughes, 2003).

 
( ) ( ) ( )

( )
0 0

1

1 1
0 0( ) ( , ) 0

IJ

I Jij
I Ji j

C

d U W UW J Jdiv v U F U V J d J F F d
dt X X

γ δ

−

− −

Ω Ω

  ∂ ∂+ − Ω + Ω =  ∂ ∂ ∫ ∫


 (9)

Donde U es cualquiera de las dos especies en estudio (U
1
 o U

2
), W es la fun-

ción de peso (o ponderación), J es el jacobiano (y es igual al determinante del 
gradiente de deformación F) y C-1 es el inverso del tensor Cauchy-Green por la 
derecha (Hughes, 2003; Hoffman, 1992).

En el caso de la formulación lagrangiana total, el cálculo se realiza, siempre, 
en la configuración inicial de referencia. Por lo tanto, la solución del sistema 
(8) y (9) se inicia con la desratización de las variables U1 y U2 mediante (10) 
(Hughes, 2003):

1 1 1
1

2 2
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(10b)
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Donde nnod es el número de nodos, U1 y U2 son los vectores que contienen 
los valores de U1 y U2 en los puntos nodales, y el superíndice h indica la discreti-
zación de la variable en elementos finitos. Mediante la elección de las funciones 
de peso igual a las funciones de forma (Galerkin estándar) se obtienen los vec-
tores residuo del método de Newton-Raphson, dado por (Hughes, 2003) (11):

( )

( )
1

0 0 0 0

0 0 0 0

11 1
0 1 0 1 2 0 0

12 2
0 2 0 1 2 0 0

( , )

( , )

h IJph
p p p I J

h IJph
p p p I J

NdU UdJN J d N U d N J F U U d J C d
dt dt X X

NdU UdJN J d N U d N J G U U d dJ C d
dt dt X X

γ

γ

−

Ω Ω Ω Ω

−

Ω Ω Ω Ω

∂ ∂= Ω + Ω − Ω + Ω
∂ ∂
∂ ∂= Ω + Ω − Ω + Ω
∂ ∂

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫2

h
U

h
U

r

r

 (11a)

 
(11b)

Con p = 1,…, nnod. Donde 
1

h
Ur  y 

2

h
Ur  son los vectores residuos que están cal-

culados en el nuevo tiempo. Por su parte, cada una de las posiciones (entradas) 
de la matriz jacobiana está dada por (12):
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 (12b)
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(12d)

Donde J es el determinante del gradiente de deformación, C-1 es el inverso 
del tensor de Cauchy-Green por la derecha y p,s = 1,…, nnod e I,J = 1,..,dim. 
Donde dim representa la dimensión en la cual se resuelve el problema. Por lo 
tanto, utilizando las ecuaciones (11) y (12) se puede implementar el método de 
Newton-Raphson para solucionar el sistema de RD utilizando su descripción 
material. En este sentido, se debe anotar que la integración de (11) y (12) se 
hace sobre la configuración inicial (Holzapfel, 2000). Una deducción detallada 
de las ecuaciones A.

1.4. Aplicación del campo de velocidades
Para calcular el movimiento de la malla y la velocidad a la cual se deforma el 
dominio se utiliza la ecuación (4), la cual se integra mediante el método de Euler, 
dado por (Hoffman, 1992):

2 ( , , , )t dt tS S Ku x y z t dt+ = + N  (13)

Ingenieria 16.1.indb   35 10/05/2012   10:35:01 p.m.



36 Diego Garzón-Alvarado, Angélica María Ramírez-Martínez

Ing. Univ. Bogotá (Colombia), 16 (1): 27-42, enero-junio de 2012

Donde St+dt y St son la configuración de la superficie en el estado t y t+dt. 
Por lo tanto, la velocidad se obtiene mediante (14):

t dt tS S
dt

+ −
=v  (14)

Donde el término de velocidad tiene dirección y magnitud que depende del 
punto material de la superficie S.

1.5. Aspectos de la implementación computacional
Para implementar el modelo de RD en elementos finitos se utiliza la formulación 
descrita. Es importante anotar que, aunque la superficie se encuentra orientada 
en el espacio 3D, los cálculos numéricos se hacen en 2D. Para este objetivo 
se encuentra la normal a cada elemento (Z’) y se ubican los ejes primos (X’Y’) 
formando un plano paralelo al plano del elemento. Para enmallar la geometría 
se utilizan elementos triangulares de primer orden con tres nodos. Por lo tanto, el 
cálculo se simplifica pasando de un sistema 3D a un sistema bidimensional en 
el cual se solucionan los modelos de RD en cada instante de tiempo. La relación 
existente entre los ejes X’Y’Z’ y XYZ se puede obtener mediante una matriz de 
transformación T (Holzapfel, 2000).

Para solucionar el sistema de ecuaciones resultantes del método de los ele-
mentos finitos con el método de Newton-Raphson se hizo un programa en 
FORTRAN y se solucionaron los siguientes ejemplos en un computador portátil 
de 4096 MB en RAM y 800 MHz de velocidad de procesador. En todos los ca-
sos, se solucionó el problema adimensional con condiciones aleatorias alrededor 
del estado estable (Madzvamuse, 2000; Garzón, 2007) para el sistema de RD.

2. Ejemplos de aplicación y resultados numéricos
Inicialmente se desarrolla un ejemplo numérico para la formación normal de la 
rugosidad de la cubierta de la semilla de melocotón (semilla de Prunus persica 
[figura 1]). Para este objetivo se utiliza una geometría simplificada, en este caso, 
un elipsoide. La figura se enmalla con 49.446 elementos triangulares y 24.725 
nodos (figura 3a). Los parámetros adimensionales del sistema de reacción difu-
sión de glucólisis están dados por d = 0,08, δ = 1,2 y κ = 0,06. Por lo tanto, 
el estado estable está dado en el punto de equilibrio (u1, u2)0 = (0,8, 1,2), de tal 
manera que las condiciones iniciales son aleatorias alrededor del estado estable 
(Font Quer, 1982; Lefevre y Mangin, 2010). Para todas las simulaciones de 
glucólisis se ha utilizado K = 0,05 en las ecuaciones (4) y (13).
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En la figura 1a se observa la evolución de los patrones superficiales de la semilla 
de melocotón en t = 3.200. Así mismo, se observa la formación de laberintos y 
puntos ciegos de los surcos que se aproxima a la forma de la semilla en estudio 
(figura 1c). El patrón obtenido está dado por bandas de alta concentración de 
una de las especies químicas, por lo cual el dominio ha crecido en dirección 
normal a la superficie y, en consecuencia, han generado los surcos propios de 
la corteza de esta semilla.

Figura 1. Ejemplo numérico que representa la superficie de la semilla de Prunus persica, se han 
utilizado los parámetros d = 0,08, δ = 1,2 y κ = 0,06 para el sistema reactivo de glucólisis: 

a) Configuracion en t = 3.200, b) valor de concentración para U1, c) foto de la semilla

U
1.05
1
0.95
0.9
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65
0.6
0.55
0.5

 a) t=3.200 b) U C)

 Fuente: presentación propia de los autores.

Se observa en la figura 2 una simulación en un dominio esférico. Los pará-
metros adimensionales (del modelo de glucólisis) utilizados son d = 0,0125, 
δ = 2,8 y κ = 0,06. Por tanto, el estado estable está dado en el punto de 
equilibrio (u1, u2)0 = (0,35, 2,8). En este caso los resultados de la simulación 
generan patrones en forma de puntos con poco espacio entre sí. Obsérvese que 
toda la superficie contiene estos puntos y gracias a la ecuación de crecimiento 
(4) se deforma el dominio en dirección normal y produce una gran cantidad de 
resaltos pequeños y redondos, lo que recuerda a la semilla de Ohio Buckeye 
(Aesculus glabra). En la figura 2c, la foto revela una alta concordancia con los 
resultados finales de la simulación (véase figura 2b).
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Figura 2. Ejemplo numérico que representa la superficie de la semilla de Aesculus glabra, se han 
utilizado los parámetros d = 0,0125, δ = 2,8 y κ = 0,06 para el sistema reactivo de glucólisis: 

a) t = 3.200 ( tiempo adimensional), b) valor de concentración para U1 y c) foto de la semilla

U
0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

 a) t = 3.200 b) U c)

 Fuente: presentación propia de los autores.

En el último caso, en la figura 3, se utilizan valores nulos de la constante 
de crecimiento K de la ecuación (4). Se propone el modelo de reacción de Sch-
nakenberg y se eligen los siguientes parámetros d = 10, a = 0,1, b = 0,9 y 
γ = 29. La esfera se enmalla con 49.446 elementos triangulares y 24.725 nodos. 
Por lo tanto, el estado estable está dado en el punto de equilibrio (u1, u2)0 = 
(1, 0,9). Se obtiene un patrón de puntos con gran espacio entre sí, similar a los 
puntos observados en la semilla de soya (Glycine max). Nótese que el sistema se 
estabiliza en t = 1 (tiempo adimensional).

Figura 3. Ejemplo numérico que representa la superficie de la semilla de Glycine max, se 
han utilizado los parámetros d = 10, a = 0,1, b = 0,9 y γ = 29 para el sistema reactivo de 

Schnakenberg: a) t = 0,5 (tiempo adimensional), b) t = 1, c) foto de la semilla

U
1.014
1.012
1.01
1.008
1.006
1.004
1.002
1
0.998
0.996
0.994
0.992
0.988
0.986

 a) t = 0,50 b) t = 1 c)

 Fuente: presentación propia de los autores.
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3. Discusión y conclusiones
En este artículo se ha presentado un modelo fenomenológico a partir de ecuacio-
nes de RD para predecir la formación de los patrones rugosos y lisos de las superficies 
de las semillas. La aplicación de los modelos de RD con parámetros en el espacio 
de Turing es un área de constante trabajo y controversia en la biología (Crampin 
y Maini, 2001; Sick et ál., 2006) y que ha despertado un reciente interés gracias 
al trabajo de (Sick et ál., 2006), donde se confirma la validez de las ecuaciones de RD 
en un modelo sobre la aparición del folículo de cabello. Desde este punto de 
vista, el trabajo desarrollado en este artículo ilustra la validez de las ecuaciones 
de RD para representar patrones biológicos complejos, como son los patrones que 
se forman en las superficies de las semillas. 

De este trabajo se puede especular acerca de la existencia de un sistema reac-
tivo (activador-inhibidor) en las superficies de las semillas que puede dar una 
explicación para los patrones hallados. Adicionalmente, se puede explicar la 
alta estabilidad de la aparición de los patrones de una misma especie y familia. 
Esto es, la repetitividad de los patrones se debe a un sistema bioquímico es-
pecializado en cada especie vegetal que permite la formación de rugosidades o 
pigmentación en la superficie de las semillas. Por lo tanto, se confirman los hallazgos 
de otros trabajos (Garzón, 2007), que establecen que los patrones son altamente 
estables en el tiempo y repetibles bajo ciertas características geométricas, siempre 
que los parámetros del sistema reactivo se encuentren en el espacio de Turing. 
De igual manera, los patrones son repetibles ante diversas condiciones iniciales 
(Madzvamuse, 2000; Garzón, 2007).

Para probar esta hipótesis se ha programado la formulación de un sistema 
de ecuaciones de RD bajo la acción de la deformación del dominio. Para este 
objetivo se utilizó la mecánica de medio continuo, con lo cual se llega a la forma 
general de las ecuaciones de RD en dos y tres dimensiones sobre dominios que 
presentan deformación. Las ecuaciones resultantes son similares a las mostradas 
en (Madzvamuse y Maini, 2007), en que se llevan a cabo simplificaciones impor-
tantes sobre el campo de dilatación. El sistema de RD se soluciona mediante el 
método de los elementos finitos, utilizando un enfoque de Newton-Raphson para 
solucionar el problema no lineal. Esto permite utilizar pasos de tiempo más largos 
y obtener soluciones más próximas a la real. Los resultados muestran que las 
ecuaciones de RD presentan patrones que cambian continuamente en el tiempo. 
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Adicionalmente, se debe tener en cuenta que los resultados obtenidos con el 
modelo matemático de RD está basado en suposiciones y simplificaciones que 
deben ser discutidas para futuros modelos.

El modelo se basa en la suposición de un sistema bioquímico altamente 
acoplado (de forma no lineal) entre un activador y un inhibidor que generan 
patrones de Turing. Hasta donde los autores conocen, esta suposición no se ha 
comprobado experimentalmente, por lo cual el modelo es una hipótesis que debe 
ser comprobada en futuras investigaciones. Además, es factible, al igual que 
en otros modelos biológicos (véase Garzón-Alvarado, García-Aznar y Doblaré, 
2009), que estén involucrados muchos factores químicos (morfogenes) que inte-
ractúen para formar los patrones superficiales que se encuentran en las semillas. 
En el caso de los patrones con rugosidad superficial, el sistema bioquímico puede 
interactuar, además, con factores mecánicos propios del crecimiento de la semilla. 

Por lo tanto, la determinación de la influencia exacta de cada uno de los fac-
tores, bioquímicos y mecánicos, sobre la formación de los patrones superficiales, 
se convierte en un desafío experimental que permitirá conocer la morfogénesis de 
las semillas. Se debe notar que existen diferencias apreciables entre los patrones 
superficiales y los tridimensionales en el proceso de formación. En este sentido, 
se debe acotar que en este artículo se ha desarrollado un modelo para la forma-
ción de patrones superficiales de las semillas y testas de los frutos de diversas 
especies vegetales.

Por otro lado, el modelo exacto de reacción difusión que rige el proceso de 
formación de patrones superficiales de la semilla es desconocido y, en conse-
cuencia, este trabajo plantea la necesidad de hallar las relaciones existentes y 
medir los parámetros del sistema. En este sentido, las relaciones aquí utilizadas 
son simplificaciones y suposiciones que se basan en la alta concordancia de los 
resultados obtenidos con los patrones que se presentan en la formación de 
los patrones superficiales de las semillas. 
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