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Fvalvacion bayesiana de la incertidvmbre en mediciones indirectas comparada con GUM y Monte Carlo

Resumen

Objetivo: ~ Proponer  un  procedimiento
metodoldgico que sirva de guia para aplicar
técnicas en la evaluacion de la incertidumbre de
medida, como son GUM, MMC y Bayes;
ademas, de desarrollar una aplicaciéon en un
caso de estudio no trivial. Materiales y
métodos: En el presente articulo, se proponen
un conjunto de pasos que permiten validar la
evaluacion de incertidumbre de medida a partir
de técnicas como GUM, MMC y Bayes; estas
se aplicaron como estrategia para evaluar la
incertidumbre de un proceso de medicion
indirecta, donde el experimento de pruebas
consistio en determinar el nivel de un fluido a
través de la medicion de presion hidrostatica
que genera el fluido en estado estacionario
sobre la base de un contenedor. Se compararon
los resultados obtenidos con cada técnica.
Resultados y discusion: se encontrd que el uso
de la GUM es valido en el fendmeno caso de
estudio, sin embargo, los resultados obtenidos
aplicando el enfoque Bayesiano y el MMC
ofrecieron informacion complementaria de
mucha utilidad, como es la funcion de densidad
de probabilidad (FDP) del mensurando, que
permitid una mejor descripcion del fenémeno.
Asimismo, las FDP a posteriori obtenidas con
Bayes permitieron aproximar a valores mas
cercanos en torno de los verdaderos valores del
mensurando, y los intervalos de los posibles
valores fueron mas amplios que los que
ofrecieron el MMC y la GUM. Conclusiones:
En el contexto del caso de estudio se tiene que
el enfoque bayesiano presenta resultados mas
realistas que GUM y MMC; ademés de la
ventaja conceptual que presenta Bayes, de la
posibilidad de actualizar los resultados de la
evaluacion de incertidumbre ante la presencia
de nueva evidencia.

Palabras clave:

Evaluacion de incertidumbre, GUM, Método de
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Abstract

Objective: To propose a methodological
procedure that serves as a guide for applying
techniques in the measurement uncertainty
evaluation, such as GUM, MMC, and Bayes; in
addition, to develop an application in a non-
trivial case study. Materials and methods: In
this paper, a set of steps are proposed that allow
validating the measurement uncertainty
evaluation from techniques such as GUM,
MMC, and Bayes; these were applied as a
strategy to evaluate the uncertainty of an
indirect measurement process that sought to
determine the level of a fluid by measuring the
hydrostatic pressure generated by it at rest on
the bottom of a container. The results obtained
with each technique were compared. Results
and discussion: the use of the GUM was found
to be valid for the case under study, and the
results obtained by applying the Bayesian
approach and the MC technique provided
highly useful complementary information, such
as the Probability Density Function (PDF) of
the measurand, which enables a better
description of the phenomenon. Likewise, the
posterior PDF obtained with Bayes allowed us
to approximate closer values around the true
values of the measurand, and the ranges of the
possible values were broader than those offered
by the MMC and the GUM. Conclusions: In
the context of the case under study, the
Bayesian approach presents more realistic
results than GUM and MMC,; in addition to the
conceptual advantage presented by Bayes, the
possibility of updating the results of the
uncertainty evaluation in the presence of new
evidence.

Keywords: Uncertainty estimation, GUM,
Monte Carlo method, Bayesian inference,
indirect measurement
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Introduccion

La determinacion del valor numérico de un mensurando puede realizarse de forma directa o
indirecta. Para ambos casos, el resultado de dicha medicion debe incluir el valor estimado
de duda o incertidumbre, que segun la guia para la expresion de la incertidumbre de medida
(GUM), se define como: “el parametro asociado al resultado de una medicion, que
caracteriza la dispersion de los valores que podrian ser razonablemente atribuidos al
mensurando” [1]. Existen factores que inciden sobre la incertidumbre asociada con la
medicion que dependen del mensurando, del fendmeno fisico involucrado, del protocolo de
medicion, de las caracteristicas metroldgicas de los equipos usados, entre otros. El
propdsito es cuantificar el aporte de cada factor seleccionado sobre el valor global de
incertidumbre asociada al mensurando, incluyendo las posibles relaciones que puedan
existir entre los mismos factores. La seleccion de la cantidad de factores y su influencia
sobre el mensurando es responsabilidad del experto técnico, quien, por lo general, es una
persona que desempefia funciones en el area de la instrumentacion o la metrologia.

Tradicionalmente, para estimar la incertidumbre de una medicién se utiliza la GUM como
procedimiento, sin embargo, existen situaciones en que no es recomendable hacer uso de
esta guia, e.g., sistemas con no linealidades muy marcadas o cuando se evidencia que el
comportamiento del sistema es complejo, e.g., se dificulta la prediccién de la evolucion
dinamica futura [2]. También hay inconvenientes cuando la distribucion de probabilidad de
la magnitud de salida no es de tipo normal o de facil aproximacién a dicha distribucion [3].
Bajo estas condiciones, se recomienda utilizar el Método de Monte Carlo (MMC), basado
en el concepto de propagacion de distribuciones [4]. EI MMC asigna a cada una de las
magnitudes de entrada una funcion de densidad de probabilidad (FDP), y a partir de
muestreo aleatorio, se generan mdaltiples valores de estas magnitudes que se insertan en el
modelo, lo que genera observaciones de la magnitud de salida [5]. A partir de dichas
observaciones, se construye la FDP de la magnitud de salida, de la cual se extrae la
evaluacion de la incertidumbre [6]. En [7], se evalta la incertidumbre de medicién del
volumen de agua que entrega un recipiente volumétrico con GUM y MMC, y se evidencia
que el limite de cobertura de la GUM resulto ser ligeramente méas amplio que el del MMC
para el mismo nivel de confianza. Con estas dos técnicas se han logrado resultados muy
similares [8], aunque se percibe una fuerte dependencia de la naturaleza estadistica de las
mediciones en la serie de tiempo [9].

Alternativamente, la incertidumbre de medicién puede evaluarse con un enfoque Bayesiano

[10], el cual se considera méas natural y adecuado para este fin [11]. Esto significa que a los
parametros asociados con las magnitudes de entrada se les asigna una FDP que se define
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como a priori, la cual puede estar basada en conocimientos de expertos del fenémeno, o
usando tendencias de la literatura en cuanto al fenomeno [12], o con base en datos previos
disponibles [13]. Las FDP a priori también pueden elegirse no informativas, si no se tiene
mucha informacion previa sobre la magnitud de entrada, lo que busca mayor objetividad
[14]. A partir del teorema de Bayes, las FDP a priori se combinan con datos obtenidos via
experimentacion, generandose distribuciones a posteriori para cada uno de los parametros
asociados con las magnitudes de entrada. Con base en el modelo que relaciona las
magnitudes de entrada con la magnitud de salida y de las FDP a posteriori para las
magnitudes de entrada se obtiene la FDP a posteriori del mensurando, utilizada para
realizar la evaluacion de la incertidumbre de la medida [15].

En [16] se reportan beneficios del enfoque bayesiano respecto de la GUM, en cuanto al
intervalo y la probabilidad de cobertura. Asi, también, sin informacion previa o deficiente,
el enfoque bayesiano funciona bien, mientras la GUM puede conducir a dificultades
insidiosas [17] [18]. En general, cuando no existan cantidades de entrada dominantes con
incertidumbre tipo A y bajo nimero de repeticiones, los resultados con MMC, GUM, o su
modificacion bayesiana, llegan a ser muy similares. En el caso opuesto, la GUM da
incertidumbres ampliadas subestimadas (hasta un 20-25%), respecto a los otros dos
enfoques [19]. A pesar de que los modelos estadisticos y de inferencia, como son [20]:
regresion por cépula probabilistica, kriging bayesiano, modelos combinados de regresion y
agrupaciones lineales y logaritmicas, proporcionan la maquinaria técnica necesaria para
evaluar y propagar la medicion de la incertidumbre, la verificacion de las bondades del
enfoque bayesiano para estimar la incertidumbre en mediciones indirectas puede conducir a
nuevos analisis cuando la posibilidad de actualizar la distribucion de los datos es
aprovechable, si se cuenta con informacion nueva.

En este articulo se analizan las ventajas que implica el uso del enfoque Bayesiano para la
evaluacion de incertidumbre de medida, tomando en cuenta que después de desarrollar un
estudio sobre un determinado fendmeno, las distribuciones a posteriori obtenidas en dicho
estudio referentes a las magnitudes de entrada pueden tomarse como a priori de las mismas
en un estudio futuro, sobre el cual se pueden realizar nuevas mediciones experimentales.
Adicionalmente, se discute sobre la posibilidad de lograr nuevas FDP a posteriori mas
refinadas y cada vez més ajustadas a la realidad del fendmeno, lo cual permitiria una mejor
evaluacion de la incertidumbre, dado que los resultados obtenidos por medio del enfoque
Bayesiano pueden actualizarse continuamente a través del ingreso de nuevas evidencias
[21].
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Materiales y métodos

Esquema metodoldgico propuesto

La seleccion del método bayesiano para la estimacion de incertidumbre en un proceso de
medicion indirecta debe estar delimitada por elementos que permitan dar confirmacion a la
aplicacion del método. Esta confirmacion debe relacionar criterios para asegurar la
veracidad y repetibilidad en los resultados de medicidn. Los criterios resultan del producto
tanto de la comparacién entre la normativa vigente, como del analisis realizado por
expertos técnicos. En esta seccion, se establece el marco general para la estimacion de
incertidumbre y se presenta la caracterizacion y anélisis de los métodos de estimacion de
incertidumbre, conforme la confiabilidad esperada para un sistema de medicion indirecta.
Aqui, la competencia de los expertos soporta la validacion de la eficacia de los criterios
técnicos en el momento de propagar la confiabilidad de los resultados obtenidos por la
metodologia Bayesiana.

En la Figura 1, se expone el esquema metodoldgico propuesto para la determinacion de los
criterios que delimitan el proceso de estimacion de la incertidumbre. En este esquema, se
relacionan los principales elementos de estimacion y sus relaciones respecto el flujo de
informacion en el proceso de estimacion de la incertidumbre y seleccion del método de
Bayes.
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Figura 1. Esquema metodoldgico propuesto para la seleccion del método bayesiano

[ Diagnéstico dela problemitica O
deIrcertidumbre de la medicidn, Base MY 0NN § Juridieo

Criterios Nacloral e Internacionales
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4 4
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\ 4
Criterios para laestimacion de Incertidumbre en
medicién Indrecta

Fuente: Elaboracion propia

La seleccion del método Bayesiano implica la evaluacion de la confiabilidad y veracidad de
los resultados de una medicion indirecta. Estos aspectos tienen dependencia y relacion con
la condicién metrologica del instrumento de medicion de la magnitud dependiente
(multimetro). En tal sentido, Bayes permite el seguimiento y ajuste del sesgo relacionado
con el multimetro al establecer los criterios para la sintonizacién y estimacién de
incertidumbre en el sistema de medicion indirecta.

El esquema metodoldgico y conceptual de la Figura 1 es el referente para el desarrollo de la

estimacioén de la incertidumbre conforme al método seleccionado. Se hace necesario
exponer como punto de partida la problematica diagnosticada y sus principales relaciones
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causales. En este sentido, la Figura 2 ilustra el esquema del problema para el caso de
estudio, como insumo en la implementacion de los métodos de estimacion de la
incertidumbre y sobre los cuales se determina la mejor expresion que define la
confiabilidad del sistema de medicion.

Figura 2. Esquema de la problemdtica diagnosticada y principales relaciones causales

Esquema de la problematica diagnosticada y principales relaciones causales

Estimacién de incertidumbre parala medicién indirecta de rivel de fludo, a rravés de presién
hidrostédtica

\ 4 \ 4 \ 4 h 4 h 4 \ 4
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% metolégica auliares personal 3 deinfluenda
Industrial fludo
\ 4 \ 4 \ 4

Errores por Repetibilidad y

Rmsz:j;’fﬂ?::gm Sesg?ng:zrrpg:ga;m & P reproducibilidad en el sistema
de medicién
\ 4

Confiabilidad del sistema de medicion

Confiabilidad y riesgo en la dedaracién de Aseguramiento de la validez de los
conformidad resultados

Fuente: Elaboracion propia

Para la implementacion de cada uno de los estudios desarrollados en la presente
investigacion, se realiz6 un desarrollo experimental ordenado acompafiado de un analisis
estadistico que soporta la calidad en la validez de los resultados y confirma la veracidad en
la aplicacion de los métodos de incertidumbre.

La incertidumbre de la medicidén asociada a los resultados arrojados por el multimetro
como instrumento de medicion indirecta depende significativamente de su precision, del
sesgo evidenciado posterior a su calibracion, y de otros aspectos relacionados, tales como la
deriva, la resolucion y los errores intrinsecos. Por esta razon, se identifican aquellas
caracteristicas que presentan una correlacion significativa con el instrumento y las demas
que no influyen en cambios de presion atmosférica que pueda afectar los resultados del
transmisor.

INGENIERIA Y UNIVERSIDAD: ENGINEERING FOR DEVELOPMENT | COLOMBIA | V. 26| 2022 | ISSN: 0123-2126 /2011-2769 (Online) | Pag. 7



Fvalvacion bayesiana de la incertidvmbre en mediciones indirectas comparada con GUM y Monte Carlo

En la Figura 3, se exponen las fases que integran el aseguramiento de la validez de los
resultados, lo que contribuye a la confiabilidad en la seleccion, naturaleza y tratamiento de

la informacion vinculada en cada una de las estimaciones con los diferentes métodos.

Figura 3. Secuencia experimental para asegurar la validez de los resultados.
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Fuente: Elaboracion propia

Descripcion general del experimento

El sistema de medicion caso de estudio tiene por objeto determinar de forma indirecta el
nivel de un fluido en reposo dentro de un recipiente no aforado. Es decir, como mensurando
0 magnitud de salida, se tiene la altura del fluido (h), y como magnitudes de entrada se
tiene la presion hidrostatica (Py,), la densidad del fluido (p) y la gravedad local (g),
convencionalmente relacionadas en (1) [22].

h = 7 (1)

Para la estimacion de la gravedad local, que en este modelo se asume constante, se tuvo en
cuenta el procedimiento ME-017 de la CEM [23], que obtuvo un valor de g = 9.775768?2

para las condiciones de experimentacién. Se utiliza un transmisor con tecnologia HART
(Highway Addressable Remote Transducer) marca Waterpilot (modelo FMX21),
compuesto por una célula de medicion ceramica sin aceite de relleno. Previo a la prueba
experimental, se realiza ajuste de zero y span conforme condiciones fisicas del contenedor
de fluido, las cuales influyen en la delimitacion de los intervalos minimo y maximo de la
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presion de entrada entre [0 — 5] bar, que corresponde a los valores de altura del fluido
dentro del tanque entre [0 — 50] cm, y de la sefial eléctrica de salida entre [4 — 20] mA.

Teniendo en cuenta que para la experimentacion se utilizo agua potable como fluido de
prueba, se hizo necesario activar la medicion de nivel con compensacion de densidad y la
medicion de temperatura integrada del fluido a través de un medidor PT100. Se
consideraron cinco (5) niveles de referencia y diez (10) réplicas para cada nivel. Es decir,
se tomaron cincuenta (50) mediciones en total. EI orden de la realizacion de cada una de
estas mediciones se definié de forma aleatoria. Durante las mediciones se aseguraron las
siguientes caracteristicas de funcionamiento:

- Temperatura del medio: -10°C a 70 °C (14 °F a 158 °F)

- Intervalo de medicion: 0 a 20 bar / 200 m H2O (0 a 300 psi / 600 pies H»O), de tal
forma que se asegure una desviacion: +0,2 % sobre toda la escala de medicion

- Temperatura ambiente controlada a 20 °C + 3 °C

- Flujo constante tanto de ingreso como de salida para asegurar estado estacionario
del nivel del fluido

- Uso de equipos de medicion calibrados.

Una vez el equipo se encuentra en condiciones de uso, se determina la curva caracteristica
con el objeto de identificar errores de cero, de linealidad, de angularidad o cualquier otro
tipo de error que pueda influir en el resultado de la medicion. La Figura 4 ilustra el
principio de funcionamiento del transmisor de presion a través de la relacion existente entre
la magnitud de salida y las magnitudes de entrada.

Figura 4. Grafica ilustracion del modelo fisico

_ r@é“’ Y

1 Ceramic measuring cell
2 Pressure compensation tube
h  Height level

p  Total pressure = atmospheric pressure + hydrostatic pressure
p  Density of the medium
)

P,
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Source: Ficha Técnica Del Transmisor De Presion “Waterpilot Fmx21 [24]
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Dado que el comportamiento del transmisor tiene pérdida de linealidad para valores de
presion por debajo de 0.05 bar, el equipo tiene uso restringido para presiones entre 0.1 bar
y 20 bar. El total del volumen contenido dentro del recipiente fue dividido en cinco niveles,
los cuales representan alturas referenciadas a través del instrumento vernier con resolucion

de 0.05 mm. El fluido cuenta con una densidad promedio de 992.29 %, determinada a

través de método gravimétrico utilizando balanza clase 1l y probeta graduada de vidrio
clase A, con base hexagonal de vidrio de 10 ml.

Los factores que son influyentes en el resultado de la medicion, e.g., experticia del personal
operador, condiciones ambientales, procedimiento, equipos de medicion principales o
auxiliares, y tiempo de medicion, exigieron una etapa de evaluacion de repetibilidad y
ausencia de datos atipicos para tomar las mediciones como validas para este estudio. De
esta manera, a los resultados obtenidos durante la experimentacion se les realiza
confirmacion de método analizando dos factores: hora de medicion y personal que
desarrolla el procedimiento de medicion. Como resultado de dicha confirmacidn, se busca
el no rechazo de una hipétesis nula, la cual plantea igualdad en los resultados de las
experimentaciones realizadas en diferentes momentos y por personal diferente.
Adicionalmente, la instrumentacion se usa bajo condiciones de funcionamiento sugeridas
por el fabricante.

Se establecen como entradas o factores de variacion de incertidumbre de la medicion del
mensurando aquellas relacionadas con el instrumento multimetro y asociadas con:
incertidumbre por precision, incertidumbre por calibracion, incertidumbre por deriva,
incertidumbre por resolucion, incertidumbre por errores implicitos la instrumento.

La evaluacién de estimacion de la incertidumbre de medicidn propuesta en este estudio
incluye la comparacion de los resultados arrojados por el método basado en el enfoque
bayesiano frente los resultados obtenidos por aplicacion de la GUM y el MMC. Asi, el
resultado de la comparacion antes mencionado permite contrastar la hipétesis nula Ho en
donde se argumenta que la aplicacion del enfoque bayesiano genera mas informacién util
que los métodos GUM y MMC, con el fin contribuir al estudio de confiabilidad del proceso
de mediciodn y, sobre todo, de la mejora de la estimacion de la incertidumbre.

Evaluacion de la incertidumbre de medida usando la GUM

Una vez definido el modelo fisico, se evallan los factores que inciden sobre la
incertidumbre del mensurando. En la Figura 5, se esquematiza el modelo deterministico
propuesto por la GUM, el cual representa para el caso de estudio tanto el andlisis estadistico
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de la serie de observaciones que componen la repetibilidad del sistema de medicién como
la caracterizacion, cuantificacion y dispersion de las de fuentes de incertidumbre que se
propagan y se asocian al resultado de desviacion de la medicién indirecta.

Figura 5. Secuencia para la estimacion de incertidumbre de medicion conforme la GUM

_| Especificacion del mensurando (magnitud de salida) y factores que influyen sobre su incertidumbre
(magnitudes de entrada)

Establecimiento del modelo fisico que relaciona la magnitud de salida y, con las magnitudes de
i entrada x4, x5, ..., Xy :
v = (x4, %2, 0, Xn)

1

Identificacion y asignacion de funcion de distribucion a fuentes de incertidumbre

«| Conversion de componentes a desviaciones estandar u,,

Calculo de la incertidumbre estandar combinada u,,

ar\? - ar\ (o
1 u2 = {‘Ll(—f) uZ, + 23Nt jy:m(_f) (a_j;) CoV(x;i,x) (2)

axi ax,;

COV (x;,x;) es la covarianza existente entre las magnitudes de entrada

Determinacion de grados efectivos de libertad (v, s) para la eleccion del factor de cobertura (k) a
partir de los nimero de grados de libertad v;

Guia para la Expresion de la Incertidumbre de
Medida - GUM

4
Vor = —2— (3) Férmula de Welch-Satterthwaite
N X
= vy

Calculo de la incertidumbre expandida U,
U, = ku, (4) Expresion de la incertidumbre

Fuente: Elaboracion propia

El andlisis se realiza teniendo como referente el procedimiento normalizado ME-017 de la
CEM [23], de forma que las estimaciones de incertidumbre estan dadas en unidades de
presion y los resultados se presentan en unidades de longitud, conforme la proporcionalidad
existente entre la presion hidrostatica y el nivel del fluido. Asimismo, se determina la
incertidumbre debida a la variacion del medidor de presion o incertidumbre tipo A (Ua), al
ser el componente que especifica la variacion tipica del medidor bajo condiciones de
repetibilidad de proceso. En la ecuacion (5) se presenta la expresion con que se calcula la
incertidumbre tipo A.

nol. — &
Rp 1 i=1|" n (5)
Lg— lg \n n—1 ’

Uy, =
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Donde, Ry es el rango de medida del instrumento en unidades de presion, Lz es el mayor
valor del rango eléctrico, I es el menor valor del rango eléctrico, [; es la indicacion del
multimetro para una determinada presion nominal y n es el niumero de medidas
consideradas. Segun la GUM, esta es la Unica fuente de incertidumbre considerada como
tipo A.

Posterior a la estimacion de la incertidumbre tipo A, se procede a establecer las fuentes de
incertidumbre consideradas como tipo B. Donde, la medicion indirecta se realiza
determinando el valor en corriente eléctrica (mA en DC) a la salida del transmisor de
presion diferencial, la cual es proporcional a la presion ejercida por el fluido sobre la base
del tanque, que a su vez depende del nivel del fluido dentro del mismo. Por lo anterior, se
debe estimar la contribucién de incertidumbre por parte del medidor de corriente eléctrica,
donde se hace uso del certificado de calibracion del multimetro, tomando esta fuente como
tipo B, asi:

a) Incertidumbre tipo B por calibracion del multimetro, u(8(med)g): Corresponde a la
medida de la sefial eléctrica, la cual, asumiendo distribucion normal, estara
caracterizada por la expresion (6) [23].

RP UcertE
Lg— 1z k (6)

u(6(med)g) =

Donde, k es el factor de cobertura [1] ¥ U..r:¢ €S la incertidumbre del certificado de
calibracién del medidor eléctrico. En caso de que en el certificado de calibracion del
multimetro no se reporte la incertidumbre en miliamperios (mA), se procede a usar la
funcion matematica de incertidumbre reportada por el laboratorio proveedor de la
calibracién [23].

b) Incertidumbre tipo B asociada con la deriva del multimetro, u(&(der)g): se asocia en
gran medida a las condiciones de uso y mantenimiento del equipo. Si se asume que el
historico de las calibraciones sucesivas del instrumento siguen una distribucion
rectangular (es lo usual para la variable de estudio), se aplica la expresién (7) [23].

Rp der(E)

u(6(der)g) = - L B @
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Donde der(E) es la diferencia méaxima en valor absoluto entre las correcciones
obtenidas para el medidor en dos certificados de calibracion consecutivos. Cuando s6lo
se tiene una calibracion, se pueden utilizar las especificaciones del fabricante del equipo
[23].

Incertidumbre debida a la resolucién del instrumento, u(5(res)g): es la debida a la
division de escala del transductor para cada medicion, que, como minimo sera la del
multimetro. Si se asume distribucién rectangular de los datos, se obtiene con la
expresion (8) [23].

Rp res(E)
=g 2v3' 8

u(6(res)g) = I

Donde res(E) es el valor de resolucion del instrumento.

Incertidumbre debida a la histéresis del medidor, u(&(hist)g): es un factor de
incertidumbre debida a que la medicién puede variar dependiendo de si se incrementa o
decrementa el valor de la variable a medir. Para distribucion rectangular, la estimacion
es como se expresa en (9) [23].

RP |Ibaj - Isub|
Lg— g~ 2v/3 ' ©)

u(6(hist)g) =

Donde, I,,,; corresponde a la media de los valores medidos en sentido decreciente,
mientras I,,,;, es la media de los valores medidos en sentido ascendente.

Teniendo en cuenta la estabilidad de las condiciones ambientales del laboratorio y la
repetibilidad que representa el valor de densidad en cada pila de experimentos, dentro de la
evaluacion de incertidumbre basado en la GUM se desprecid la incertidumbre por densidad
de fluido. La Tabla 1 presenta una sintesis de los factores considerados en la evaluacion de
la incertidumbre y las caracteristicas de estos a manera de presupuesto.
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Tabla 1. Presupuesto de incertidumbre
Distribucion de  Coeficiente de

Fuente Estimacion Incertidumbre tipica sl sensibilidad
Variacion del
medidor S(Var) U, Normal 1
Calibracién de
multimetro S(med)g u(§(med)g) Normal 1
Deriva de
multimetro é(der)g u(8(der)g) Rectangular -1
Resolucién del
medidor 6(res)g u(é(res)g) Rectangular -1
Histéresis del ) .
medidor 8(his)g u(8(his)g) Rectangular -1

Fuente: Elaboracion propia

Una vez estimadas las incertidumbres tipo A y tipo B, se procede a calcular la
incertidumbre combinada, que para el caso de estudio queda definida por (10).

uy = [u(s(var)?*+ u(§(med)g)* + u(s(der)g)* + u(s(res)g)? +
1 (10)
u(5(hy3)5)2]5

Las fuentes de incertidumbre debidas a los factores que afectan la medida como la presion
hidrostatica (Pn), la densidad del fluido (p) y la gravedad local (g), se consideran de forma
sinérgica en la expresion (10) debido a que estan embebidas en el estudio del instrumento
de medicién de la magnitud dependiente (multimetro), lo que hace cobrar valor a la
medicion indirecta. Es importante resaltar que se evaluaron las covarianzas de argumentos
correlacionados entre factores y se obtuvo cero como resultado. Al percibir algln tipo de
interaccidn entre los factores o fuentes de incertidumbre, se procedio a verificar la seleccion
aleatoria en diferentes niveles de los parametros o factores correlacionados. Luego, se debe
calcular la incertidumbre expandida usando la expresion (4), donde es necesario estimar los
grados efectivos de libertad que garanticen la validez del factor de cobertura (con k=2) y un
nivel de confianza del 95.45%, a través de la férmula de Welch-Satterthwaite expresada en
la ecuacion (3).
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Evaluacion de la incertidumbre de medida usando MMC y MMC adaptativo

En la Figura 6, se ilustra la secuencia para la estimacion de la incertidumbre por Monte
Carlo, el cual usa esquemas probabilisticos y simulacion de modelos matematicos con el fin
de imitar el comportamiento aleatorio del sistema de medicién, lo que permite a la
estimacion de incertidumbre el analisis del riesgo sobre si misma.

El método de Monte Carlo (MMC), al igual que la GUM, parte del modelo fisico ya
definido, que relaciona la magnitud de salida con las magnitudes de entrada, como se
expresa en (1), para luego asignar funciones de densidad de probabilidad (FDP) a las
magnitudes de entrada.

Figura 6. Secuencia para la estimacion de incertidumbre por método Montecarlo

Especificacion del mensurando (magnitud de salida) y factores que
influyen sobre su incertidumbre (magnitudes de entrada)

Establecimiento del modelo fisico que relaciona la magnitud de salida
¥, con las magnitudes de entrada x,, x,, ..., Xy :

= f(265, X055 XN)

Asignacion de FDP a las magnitudes de entrada, de forma marginal o
conjunta, por medio del teorema de Bayes o el principio de maxima
entropia

Generacion de valores de las magnitudes de entrada a partir de
muestreo aleatorio, basandose en las FDP asignadas

Determinacion del nimero de iteraciones: De forma adaptativa o a
priori

Meétodo de Monte Carlo - MMC

Evaluacion de los valores generados de las magnitudes de entrada en el
modelo fisico, obtieniéndose los valores de la magnitud de salida
usados para construir su FDP

Desarrollo de la evaluacion de la incertidumbre de medida a partir de
la FDP del mensurando

Fuente: Elaboracion propia

En cuanto a las condiciones experimentales de este estudio, la estimacion de la
incertidumbre del mensurando se discrimind por nivel de referencia de la altura del fluido,
teniendo en cuenta que se trabajaron 5 niveles de referencia (8 cm, 16 cm, 24 cm, 32 cm y
40 cm). Aungue tedricamente se entiende que la presién hidrostatica P;, y la densidad del
fluido p son cantidades directamente proporcionales [22], se plantea la hipGtesis de
asumirlas como cantidades independientes, dado que el fluido que se utiliz6 fue agua
potable durante la experimentacion, y durante el proceso su densidad no cambid de manera
considerable. El promedio global de la densidad del fluido utilizado en la experimentacion
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k. .y , k .
fue de 992.29 m—g3, con una desviacion estandar muestral de 1.72 m—g3, con lo cual se tiene un

coeficiente de variacién muestral alrededor de 0.17%, que es un valor considerablemente
pequefio. Para validar la hipdtesis de independencia entre P, y p, se usa el test de
Hoeffding [25] por medio del software estadistico R [26]. La prueba de hipotesis que se
contrasta con el test es la siguiente:

Ho: F(Py,p) = G(P)H(p) Vs. Hy:F(Py,p) % G(PH(p), (11)

Donde, F(Py,, p) representa la funcién de distribucion acumulada (FDA) conjunta de P, y
p,Y G(Py) y H(p) representan la FDA marginal de P, y p, respectivamente. Bajo H, se
quiere comprobar que P, y p son independientes. Al realizar el test de forma global
(considerando todas las observaciones y discriminando por cada nivel de referencia), se
encontré que en todos los casos no se pudo rechazar H,, por lo que se concluye que es
posible asumir independencia entre Py, y p.

Por otra parte, se plante6 una hipoétesis a fin de comprobar que las magnitudes de entrada de
forma marginal seguian una distribucién normal. Para probar esta hipotesis, se aplico el test
de Shapiro-Wilk [27], de forma global usando todos los datos para p, y discriminado por
nivel de referencia para Py,. En todos los casos, se evidencio el no rechazo de la hipdtesis
nula consistente en que los datos seguian distribucion normal. Para el caso de p, se
contaron con 50 datos y se hizo el computo con 10 datos de cada nivel de referencia para
P,.

Luego, se generaron valores de las magnitudes de entrada usando muestreo aleatorio por
medio del software estadistico R [26], en el cual se introducen las respectivas FDP de las
magnitudes de entrada para cada nivel de referencia, definiendo el nUmero de iteraciones
M =1 x 10°. Los valores generados de las magnitudes de entrada se evaluaron en el
modelo que relaciona la salida con la entrada, obteniéndose asi para cada nivel de
referencia, M valores en la magnitud de salida. Con lo cual, se realizaron estimaciones de la
media, la desviacion estandar, intervalo de cobertura, y la FDP del mensurando en cada
nivel de referencia.

Ademas de la estimacion de la incertidumbre mediante MMC, también se hicieron pruebas
con una derivacién de este método denominado MMC adaptativo, donde se busca definir el
numero de iteraciones necesarias en cada uno de los niveles de referencia, de manera que se
garantice la estabilizacion de los resultados. Para establecer la tolerancia numérica se fijo el
numero de cifras significativas igual a 2, y dada la magnitud de la desviacion estandar del
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mensurando en cada nivel, se fijo la tolerancia numérica como § = 0.05 cm. Después de
aplicar el MMC adaptativo en cada uno de los niveles de referencia del mensurado, se
encontrd que en todos los casos la estabilizacion de los resultados ocurre con un nimero de
iteraciones menora M = 1 x 10°.

Evaluacion de la incertidumbre de medida desde el enfoque bayesiano

En la Figura 7, se presenta la teoria de Bayes para la estimacion de la incertidumbre en
sistemas de medicion, tomando como base el conocimiento intrinseco. Dentro de esta
figura, la ecuacion (12) muestra como se calcula la distribucion posterior de los parametros
de interés, en la que se basa la estimacion de la incertidumbre de medida.

Figura 7. Secuencia para la estimacion de incertidumbre desde el enfoque Bayesiano

Especificacién del mensurando (magnitud de salida) y factores que
influyen sobre su incertidumbre (magnitudes de entrada)

Establecimiento del modelo fisico que relaciona la magnitud de salida y,
con las magnitudes de entrada x4, x5, ..., Xy :

y= fy(x1,x2, o XN)

Definicién de los pardmetros de interés 8 = (64, ..., 8;) y asignacion de su
FDP a priori f(8)

Establecimiento de la verosimilitud, f(Datos | 8) a partir del modelo
fisico y los datos obtenidos via experimentacién

Obtencién de la distribucién a posteriori de 8, (6 | Datos):

_ f(Datos |0) f(®)
f(@ | Datos) = [ f(Datos |9) f(6)ae (12)

Método usando el enfoque Bayesiano

Construccién de la FDP a posteriori del mensurando a partir de
f (6| Datos) y del modelo fisico

Desarrollo de la evaluacién de la incertidumbre de medida a partir de la
FDP a posteriori del mensurando

Fuente: Elaboracion propia

El enfoque Bayesiano también debe partir del modelo fisico, donde se relaciona la
magnitud de salida con las magnitudes de entrada, y deben tenerse disponibles datos
experimentales que sean representativos del fenémeno que hayan sido validados. Ademas,
la asignacion de las distribuciones a priori exige el conocimiento de las condiciones y
caracteristicas del fendmeno de estudio. En particular, para el caso de estudio, la evaluacion
de la incertidumbre de medida a partir del enfoque Bayesiano debe discriminarse por nivel
de referencia de altura del fluido. Inicialmente, se considera la funcion de verosimilitud
presentada en (13).
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Py ~N(up, ,0p,2) and p~N(u,,0,%), (13)

Donde, P, y p son independientes. Asumiendo la gravedad local como constante, se
obtiene que gp ~N(ugp, 0,,%) €ON pg, = gu, Y 04, = go, y cada observacion de la

altura del fluido h; = Z—Z tiene distribucion con funcion de densidad de probabilidad, como
se presenta en (14) [28]:

___ b(h)d(hy) b(h)) b(h)) e s (14)
= @ (h)V2rop, 0, [CD <a(hi)) -¢ <_ a(hi))] iz (h)mop, 04,

Donde, ®(+) es la funcion de distribucion normal estandar acumulada, y a(h;), b(h;), c 'y
d(h;), son blogues de sustitucion que corresponden a las ecuaciones presentadas en (15).

HpPy hy u
b(h) =5+

Pp gp (15)
_ “th Hgp® N — b2(h))—-2a?(h))
CT o "o d(hy) = eXp( 2a2(hy) )

Sean, 8 = (up,, lgp)0p,,04p) Y h = (hy, ..., hy), l0s vectores de parametros de interés y
observaciones, respectivamente. Dado que las observaciones son independientes entre si
(pues cada observacion representa una réplica del experimento), la funcion de verosimilitud
f(h|6) quedaria con la estructura de ecuacion (16).

renie) = | o (16)
i=1

Posteriormente, se requiere que se asignen distribuciones a priori a los parametros
relacionados con las magnitudes de entrada. Dado que, tedricamente, se espera que la
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densidad del agua sea 1000 %, y que no exista variabilidad considerable en la densidad del

fluido utilizado (agua potable), se asume wu,~N (1000 % , (50 %)2), por lo cual,
go~N (100025 x g, (5025 x g)?) con g =9.775768%

Ademas, se plantea g, < 100 %, y se asume a,~U (0 , 100%) y agp~U(O,100%x
9)

Para los parametros relacionados con la presién hidrostatica, se considera que P, = gph,
por lo que para cada nivel con valor de referencia h,..r en metros, se asume pp, ~N (uy, ai)
_1000g(hyef+0.01)=1000g(hyef—0.01)

con u; = 1000gh,.s Pay o, = > = 10g Pa, donde g es el

. . ., k
valor de la gravedad, Pa es la unidad en pascales que sigue la conversionde 1 Pa = 1 m—fz y

U hace referencia a la distribucion uniforme. Se plantea o, < 20g Pa, en el entendido de
que, si se fija la densidad del fluido, la variacion en la medicion de la presion hidrostatica
no generara un valor de altura del fluido que difiera en mas de 2 cm del valor real. En este
caso, se asume op, ~U(0,20g Pa).

Al asumir independencia entre los parametros, f(6) es igual al producto de las FDP a priori
marginales. De manera que la distribucion a posteriori de 8, podria expresarse como se
presenta en (17).

f6ln) o f(hl6)f(6) (17)

Para las pruebas experimentales del caso de estudio, se generaron valores de f(6|h) via
MCMC (Markov Chain Monte Carlo), utilizando el algoritmo t-walk [29], lo que generd
1.1 x 10° valores, con un quemado inicial de 1 x 10° valores. Finalmente, remplazando
los valores generados de 8 en el modelo que relaciona la magnitud de salida con las
magnitudes de entrada, se obtuvo la FDP a posteriori del mensurando.

Resultados

Obtenidos a partir de la GUM

En las Figuras 8 y 9, se observa la relacion directamente proporcional que existe entre la
presion y la altura del fluido, donde la presién se representa a través de la sefial de salida
del transmisor en mA.
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Figura 8. Nivel del fluido Vs Corriente (mA)
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Fuente: Elaboracion propia
Figura 9. Nivel del fluido Vs Presiéon (bar)
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Fuente: Elaboracion propia

Conforme lo expresado en (5), se obtiene el valor de incertidumbre tipo A, la cual
especifica la variacion tipica del transmisor de presion bajo condiciones de repetibilidad de
proceso. Al calcularlo, se obtiene el resultado presentado en (18).

U, =8.0x 107> bar (18)

Como primera fuente de incertidumbre tipo B, se relaciona la aportada por la calibracion
del medidor de corriente eléctrica, retirando su factor de cobertura, para obtener el valor
mas real posible. Aplicando (6), se obtiene el resultado presentado en (19).

u(8(med)g) = 9.1 x 1078 bar (19)

Otra fuente de incertidumbre tipo B relaciona la deriva del multimetro, u(5(der)g). Para
esto se utiliza la ecuacién (7), satisfaciendo la informacion suministrada por el fabricante
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respecto de la exactitud del equipo para mediciones de corriente eléctrica de + 0.8 mA DC,
equivalente a 0.128 mA, obtenemos el resultado presentado en (20).

u(8(der)g) = 3.3 x 1075 bar (20)

Para la estimacién de incertidumbre por resolucion del multimetro se emplea la ecuacion
(8), siendo res(E) la resolucion de la indicacion eléctrica para el medidor, que para este
caso es 0,01 mA DC. Obtenemos el resultado presentado en (21).

u(8(res)g) = 9.0 x 107 bar (21)

Con lo expresado en la ecuacién (9), se obtiene la incertidumbre debida a la histéresis del
medidor, u(&(hist)g), el resultado es presentado en (22).

22
u(8(hist);) = 8.7 x 107> bar (22)

Se procede a determinar el valor de la incertidumbre combinada y expandida, segin lo
expresado en (10) y (4), respectivamente. Por lo tanto, obtenemos los resultados
presentados en (23).

uy =12x10"*bar and U, =2.5x10"*bar (23)

La Tabla 2 presenta los resultados de la evaluacion de la incertidumbre de medida mediante
la GUM, discriminados por nivel de referencia de la altura del fluido en unidades de altura.
Aqui, SD es la desviacion estandar y se asocia la proporcionalidad entre la presion y la
altura del fluido (ver Figura 9), dividido el valor de la estimacion de la incertidumbre en la
medicion de presion entre el producto de la densidad del fluido promedio para el
determinado nivel de referencia y la gravedad local. Todo esto considera los cambios de
unidades necesarios para llevar los resultados a cm.

Tabla 2. Resultados evaluacion de la incertidumbre mediante la GUM

Nivel (cm) Media (cm) SD (cm) Intervalo al 95% Amplitud (cm)
8 8.10 0.140 (7.830 ; 8.377) 0.55
16 16.13 0.138 (15.851 ; 16.413) 0.56
24 24.17 0.125 (23.923 ; 24.414) 0.49
32 32.15 0.121 (31.912 ; 32.387) 0.48
40 40.16 0.119 (39.922 ; 40.390) 0.47

Fuente: Elaboracion propia.

INGENIERIA Y UNIVERSIDAD: ENGINEERING FOR DEVELOPMENT | COLOMBIA | V. 26| 2022 | ISSN: 0123-2126 /2011-2769 (Online) | Pag. 21



Fvalvacion bayesiana de la incertidvmbre en mediciones indirectas comparada con GUM y Monte Carlo

De la Tabla 2, se observa que las estimaciones de la media del mensurando para todos los
casos se acercan a los valores nominales, siempre por encima de 0.1 cm. Las estimaciones
de la desviacion estandar fluctian alrededor de 0.2 y 0.1 cm para los diferentes niveles y los
intervalos de confianza siempre contuvieron el valor nominal del nivel de referencia.

Obtenidos usaundo MMC y MMC adaptativo

En la Tabla 3, se presentan los parametros estimados para P;, por nivel de referencia (para p

se asignd una media de 992.29 :;—g y una desviacién estandar de 1.72 %). En la Tabla 4, se

3
presentan estimaciones de la media, desviacién estandar e intervalo de cobertura, mientras
en la Figura 10, se visualiza la FDP del mensurando para cada nivel de referencia.

Tabla 3. Parametros asignados para Py, por nivel de referencia.

. P, (Pa)
Nivel (cm) Media Desviacion estandar (SD)
8 786.38 13.91
16 1565.5 15.47
24 2341.88 24.09
32 3118.94 19.82
40 3896.88 19.97

Fuente: Elaboracion propia

Tabla 4. Resultados evaluacion incertidumbre con MMC

Nivel (cm) Media (cm) SD (cm) Intervalo al 95% Amplitud
8 8.110 0.144 (7.827 ; 8.392) 0.565
16 16.158 0.162 (15.841 ; 16.476) 0.635
24 24.195 0.252 (23.702 ; 24.690) 0.988
32 32.186 0.212 (31.771; 32.602) 0.831
40 40.197 0.218 (39.770 ; 40.623) 0.853

Fuente: Elaboracion propia

Aplicando el enfoque Bayesiano

En la Tabla 5, se presentan los resultados obtenidos a partir de la FDP a posteriori del
mensurando en cada nivel de referencia.
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Tabla 5. Resultados evaluacion incertidumbre — Enfoque Bayesiano

Nivel (cm) Media (cm) SD (cm) Intervalo al 95% Amplitud (cm)
8 8.08 0.41 (7.50 ; 8.716) 1.21
16 16.06 0.58 (15.261 ; 16.685) 1.42
24 24.07 0.71 (23.399 ; 24.952) 1.55
32 32.07 0.81 (31.185 ; 32.905) 1.72
40 40.08 0.89 (39.694 ; 41.504) 1.81

Fuente: Elaboracién propia

De la Tabla 5, se observa que, en cada uno de los niveles de referencia de la altura del
fluido, la estimacion de la media del mensurando es cercana al valor nominal del respectivo
nivel, con una diferencia entre la estimacion y el valor de referencia inferior a 0,8 cm. En
todos los casos, la estimacion de la desviacion estandar es inferior a 1 cm y las amplitudes
de los intervalos de cobertura siempre son inferiores a 2 cm, lo que indica que para cada
uno de los niveles de referencia el intervalo de cobertura contiene al valor de referencia.
Finalmente, en la Figura 10, se comparan los resultados de la FDP del mensurando para
cada nivel de referencia usando el enfoque bayesiano y el MMC adaptativo.

Figura 10. Comparacion del FDP del mensurando entre MMC adaptative y Enfoque Bayesiano

FDP del mensurado - Referencia = 8 cm FDP del mensurado - Referencia = 16 cm FDP del mensurado - Referencia = 24 cm
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Fuente: Elaboracion propia
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Conclusiones

En este articulo se valida una metodologia, esquematizada en las Figuras 1, 2 y 3, que
puede tomarse como una guia para la aplicacion de técnicas de buen desempefio en la
evaluacion de la incertidumbre, como son: GUM, MMC y Bayes, donde se aportan
elementos conceptuales que facilitan la compresion del aporte funcional, en cuanto a la
aplicacion y andlisis de resultados para un caso de estudio no trivial y poco examinado en la
literatura. En particular, se obtuvieron hallazgos mediante la comparacion de los resultados
de evaluacion de la incertidumbre en un método de medicion indirecta, aplicando el
enfoque bayesiano respecto de las estimaciones con la GUM y el MMC, para un caso de
estudio que consistio en determinar el nivel de un fluido a través de mediciones de la
presion hidrostatica generado por el mismo fluido en estado estacionario sobre la base de
un contenedor. De acuerdo con los resultados experimentales, existen diferencias entre los
resultados que se obtienen al realizar la evaluacién de incertidumbre de medida con las
metodologias implementadas y discutidas en este articulo, que sirven como elementos de
criterio a la hora de decidir por una de ellas en particular. Los resultados que ofrece la
GUM se relacionan con las estimaciones para la obtencién de la media y la desviacion
estandar del mensurando, ademas del intervalo de confianza. Por su parte, MMC y Bayes
ofrecen informacion complementaria que en un caso determinado puede ser de mayor
utilidad como es la FDP del mensurando, por medio de la cual puede ampliarse el analisis
con la estimacion de la media, la desviacion estandar, la mediana, la moda, los cuantiles, el
analisis de simetria y el célculo de un intervalo de cobertura para el mensurando. La
diferencia entre la FDP obtenida por MMC y la obtenida con Bayes es que esta ultima
metodologia ofrece una FDP a posteriori que puede reactualizarse si se cuenta con
informacion nueva.

Asi mismo, a partir del MMC adaptativo, se encontrd que la aplicacion de la GUM en el
caso de estudio discutido en este articulo tuvo una validacion adecuada, lo cual se explica
en que el modelo que relaciona la magnitud de salida con las magnitudes de entrada sigue
un comportamiento simple. Esto es, en cada uno de los niveles de referencia se encontrd
que la FDP del mensurando es simétrica y con forma de campana, siendo este un resultado
comun cuando se aplico tanto MMC como Bayes. Este hecho confirma el supuesto sobre el
que se basa la GUM, cuando se parte del establecimiento de que la FDP del mensurando es
normal o aproximadamente normal.

Un aporte derivado de la estructura de pruebas experimentales presentadas en este trabajo,
como es la aplicacion de la GUM, el MMC vy el enfoque de Bayes en un fendmeno no
trivial, de utilidad industrial y no frecuente en la literatura, se dirige hacia los resultados
que demuestran la capacidad del enfoque de Bayes a obtener resultados méas ajustados al
plano real de medicion que los ofrecidos por GUM y MMC. Se observé que esta ventaja de
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precision numérica del enfoque de Bayes obedecia a que las FDP del mensurando obtenidas
para cada nivel de referencia le asignaron la mas alta probabilidad al intervalo que contenia
el valor nominal o verdadero. Adicionalmente, Bayes brinda como ventaja tedrica la re-
actualizacioén o refinamiento de la inferencia a medida que se cuenta con nuevos datos. De
otra parte, con Bayes los intervalos de posibles valores del mensurando son méas amplios
que los que ofrecen MMC y GUM.
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