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Criterio para determinar el tamaio de muestra en procesos de simulacion estocdstica

Resumen

Objetivo: Proponer un criterio para
determinar el tamafio de muestra en
simulaciones estocasticas de MC (Monte
Carlo) y MCMC (Markov chain Monte
Carlo), garantizando una determinada
precision en la estimacion de parametros.
Se busca que la precision se garantice de
forma adimensional. Materiales y
métodos: EIl presente articulo propone un
criterio buscando cumplir con el objetivo
planteado. Ademas, de una metodologia
para la aplicacion del mismo. Resultados y
discusion: Se presenta la aplicacion de la
metodologia en 3 contextos diferentes:
Simulacién de MC en que la muestra de
interés presenta variabilidad moderada,
simulacion de MC en que la muestra de
interés presenta variabilidad excesiva y
simulacion de MCMC. En todos los casos
se obtienen adecuadas estimaciones del
numero de corridas MC y MCMC a partir
de muestras relativamente pequefias.
Ademas, la aplicacion de la metodologia
representa  Gnicamente  un  costo
computacional adicional marginal.
Conclusiones: El criterio presentado en
este articulo permite determinar el tamafio
de muestra en simulaciones estocasticas,
garantizando precision adimensional en la
estimacion de parametros.

Palabras clave: Simulacion estocastica,
tamano de muestra, Monte Carlo, MCMC,
coeficiente de variacion.

Abstract

Objective: To propose a criterion to
determine the sample size in stochastic
simulations of MC (Monte Carlo) and
MCMC (Markov chain Monte Carlo),
guaranteeing  certain  precision in
estimating parameters. It is intended that
the accuracy is guaranteed in a
dimensionless way. Materials and
methods: This paper proposes a criterion
that seeks to meet the stated objective. In
addition, a methodology for its
application. Results and discussion: The
application of the methodology is
presented in 3 different contexts: MC
simulation in which the sample of interest
presents moderate variability, MC
simulation in which the sample of interest
presents excessive variability, and MCMC
simulation. In all cases, adequate estimates
of the number of MC and MCMC runs are
obtained from relatively small samples.
Furthermore, the application of the
methodology represents only a marginal
additional computational cost.
Conclusions: The criterion presented in
this paper allows for determining the
sample size in stochastic simulations,
guaranteeing dimensionless precision in
estimating parameters.

Keywords: Stochastic simulation, sample
size, Monte Carlo, MCMC, coefficient of
variation.
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Introduccion

El método de simulacién de MC (Monte Carlo) se basa en el principio de muestreo aleatorio,
principalmente permite: Generar valores de una distribucion de probabilidad de interés,
realizar integracion numérica (comunmente usada para la estimacion de parametros), o
desarrollar procesos de optimizacion [1], [2], [3], [4]. EI método de simulacion de MCMC
(Markov chain Monte Carlo) hace parte de la familia de métodos de MC. Este es
especialmente util cuando se desea simular valores de una distribucion de probabilidad de la
que no se conoce explicitamente su constante de normalizacion. Esta situacion es habitual en
el contexto de la estadistica bayesiana, sin ser el area exclusiva de aplicacién del método [5],
[6], [1]. En general, las herramientas que ofrecen los métodos de MC y MCMC son Utiles
para modelar fendmenos fisicos, econdémicos, bioldgicos, médicos, sociales, lo cual hace que
sean ampliamente utilizados en mdaltiples areas del conocimiento [7], [8], [9], [10], [11].

En la ejecucion de simulaciones de MC, o simulacion estocéstica (con o sin MCMC), una
decision fundamental es determinar del tamafio de muestra (o el nimero de simulaciones a
realizar). La importancia de esta decision esta dada en que el tamafio de muestra influye sobre
el error de estimacion de cantidades de interés (Qol, por sus siglas en inglés) y sobre la
precision de las estimaciones que se realicen. Podria pensarse como solucidn tener un tamafio
de muestra tan grande como sea posible, sin embargo, cada nueva simulacion tiene un costo
computacional que dependera de la complejidad del sistema a simular. Por esto, se tiene
interés en construir un criterio que permita encontrar el tamafio de muestra necesario para
garantizar una precision dada en la estimacion de parametros.

En el desarrollo de procesos de simulacion estocastica una practica comdn es que se fije el
tamario de muestra con valores estandar (100 6 1000 6 10,000 6 1 - 10° u otros). Estos se
convierten en “nimeros magicos” que, aunque son aceptados en muchos entornos
académicos, no garantizan la precision en la estimacion de parametros ni en el control del
error de simulacion. Dicha practica sigue estando vigente, como puede verse por ejemplo en
estas publicaciones muy recientes: [11], [12], [10], [13], [9].

No existen muchas alternativas para determinar el tamafio de muestra en una simulacion de
MC de forma cuantitativa. Por ejemplo, en [4], que es un libro ampliamente conocido en el
area de simulacion estocastica, se plantea el siguiente procedimiento para fijar el tamafio de
muestra de la simulacion:

1. Escoger un valor aceptable d para la desviacion estandar del estimador de un

parametro de interes.
2. Generar una muestra de la variable de interés de tamafio al menos 100.
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3. Continuar generando valores adicionales, detenerse cuando se haya generado k
S - -7 7
valores y 7 < d, donde S representa la desviacion estandar muestral de los valores

generados.

El método propuesto por [4] puede considerarse arbitrario en cuanto a la fijacion de la
muestra inicial de tamafio en al menos 100. Ademas, que resulta ambigua la eleccién del
valor d.

Algunos libros populares de simulacion estocastica no presentan un criterio explicito para
determinar el tamafio de muestra en simulaciones de MC, sino que se limitan a proponer el
uso del teorema de limite central y los intervalos de confianza que de este se desprenden,
como una herramienta para evaluar la convergencia de los estimadores [1], [14].

En el caso de simulaciones de MCMC en la mayoria de los libros sobre este tema se presentan
criterios para garantizar la convergencia de la cadena conformada por los valores simulados.
Sin embargo, no se presentan criterios que garanticen precision en las estimaciones
calculadas bajo condiciones de convergencia [5], [1]. Una de las pocas alternativas es el
criterio planteado en [15] para determinar el burn-in en simulaciones de MCMC, ademas del
tamafio de muestra necesario para garantizar precision en la estimacion de un cuantil de una
funcion de los parametros del modelo.

La mayoria de los articulos sobre este tema representan aplicaciones en areas del
conocimiento especificas. En muchos de estos articulos, los métodos que emplean para
calcular el tamafio de muestra se basan en la formula de intervalo de confianza para la media
que se desprende del teorema de limite central, y de la expresion del ancho del intervalo se
despeja el tamafio de muestra. La variacion de cada método esta dada en qué conjunto de los
siguientes elementos se asumen como fijos o conocidos: el nivel de confianza, el ancho del
intervalo, el error de estimacion admisible y el coeficiente de variacion [16], [17], [18], [19],
[20], [21], [22]. Sin embargo, en la mayoria de los casos no resulta intuitivo determinar un
adecuado valor para el ancho del intervalo o el error de estimacion admisible. Respecto al
coeficiente de variacion, se tiene que son casi nulas las situaciones en que este se conoce de
antemano y, ademas, si el calculo del tamafio de muestra depende de este valor, se incurre en
un argumento circular en caso de querer estimar la media.

En este articulo se presenta un criterio para determinar el tamafio de muestra de una
simulacion estocastica (con o sin MCMC), que garantice una determinada precision
(establecida por el usuario) en la estimacion de los parametros. Con el importante atenuante
que dicha precision se garantiza de forma adimensional basado en el nimero de “cifras
significativas” que el estimador de MC tiene. Es decir, seaa € R*, expresando este nimero
en notacidn cientifica tenemos el resultado presentado en la ecuacion (1).
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a=mg 109 = a,.a,a;3 ... 109 with a; # 0,q € Z. (1)

Se conoce como la mantisa de a am,, 1 <m, < 10y a,.a,a; ... €s la expansion decimal
de m,. El usuario establece cuantas cifras p necesita/quiere que estén correctas con
probabilidad cercana a 1 (> 0.9999) en un estimador de MC de a. En ese caso, g y de a, a
a, estarian correctas. Se plantea un algoritmo para la implementacion del criterio, simple y
de bajo costo computacional, mediante una estimacién preliminar del coeficiente de
variacion (Cy, la desviacion estandar dividida entre el valor esperado de un funcional de
interés). Es de mencionar que el aporte matematico de la metodologia propuesta en este
articulo no es grande. Su valor esta dado en su utilidad practica y en su sencillez
computacional.

Primero, el presente articulo expone el criterio planteado para determinar el tamafio de
muestra, se propone una metodologia para implementar el criterio, y se presentan
consideraciones para la determinacion del tamafio de muestra en el caso de una simulacién
MCMC. Después se desarrollan multiples ejemplos del uso de la metodologia propuesta. Y
finalmente, se presentan las conclusiones.

Materiales y métodos

Notacion y definicion del criterio

Sea X € R" una variable aleatoria con funcion de densidad de probabilidad (o de
probabilidad de masa) fx(-), sea ademas g: R® — R* un funcional. Consideramos los
valores presentados en la ecuacion (2).

u= E[g(X)]ando? = V[g(X)] (2)

Sea X1, X5, ..., X7 una muestra de variables independientes e idénticamente distribuidas de
fx(+) obtenida a partir de simulacion de MC. Considerando el estimador para y, utilizamos
la media simple presentada en la ecuacion (3).

T
1
hr =) g (X, ©
i=1
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Por el teorema central del limite [23] tenemos el resultado presentado en la ecuacion (4).

ﬁ@ d N (0,1). (4)

Expresando a u en notacion cientificacomo en (1), tenemos que p es igual a lo que se muestra
en la ecuacion (5).

p =my, 109, (5)
Luego, tomando el exponente de p, se considera a hy y a ¢ expresados como se muestra en
la ecuacion (6).

hy = m; 109 and 0 = m, 109. (6)

Notese que my y m, no necesariamente son las mantisas de la convencion de notacion
cientifica descritas en (1). Luego, (2) puede re-escribirse como se presenta en la ecuacion (7).

109 —m, 109) _ ﬁw d v(0,1). (7)

(mr
T
VT m, 104 my

Ahora, seap € N un valor establecido, el interés esti dado en garantizar con alta probabilidad
(cercana a 1) una precision de p cifras significativas en la estimacion de la mantisa de m,,, es
decir, que m, = my si ambas cantidades se redondean a p cifras significativas. Lo cual
ocurre si se satisface la desigualdad presentada en la ecuacion (8).

|mr —m,| <05-10"?=D, (8)

Para garantizar el resultado (4) se consideran los calculos presentados en la ecuaciéon (9).

P(|m; —m,| <0.5-10"®V) = P(-0.5-10"""Y < my; —m, <0.5-10"®~D)
P (_ﬁ 10-®@-D < ﬁw < I 10—(p—1)) )

2mg - 2m

P(-2T107%D < 7 < 2T 10-0-D),

2mg 2mg

Esto ultimo considerando el resultado (3), con Z una variable aleatoria tal que Z~N(0,1).
De esta forma, se tiene que P(|my; —m,| <0.5:10-? V)= P(-z<Z < z) con z =
\T

— 10~®=D un cuantil de la distribucién de Z tal que P(—z < Z < z) ~ 1. Tomando z =
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4 se tiene P(—4<Z<4)>1—1-10"* Entonces z = 4 = YL10-®-D y VT =

2m

8 m, 101,

Por lo tanto, el minimo tamafio de muestra que garantiza una precisién de p cifras
significativas en la estimacion de m,, es la expresion presentada en la ecuacion (10).

T* = 64 m2 102(®-1), (10)

. 104 . .
Ahora, considerando que Cy = < = 22— = Z¢ g decir m, = Cy m,, tenemos que T* =
u n H

m,, 109 T m
64 Cy* m2 102P~D.  Pero m, <10, por ser una mantisa, entonces T* <
64 Cy? 102 102(°=D con lo cual se obtiene el resultado presentado en la ecuacion (11).

T* < 64 Cy* 1027, (11)

. 1 -z . .,
Un caso estandar es cuando Cy < L eneste caso la expresion (5) es equivalente a la expresion
presentada en la ecuacion (12).

2

1
T* < 64 (Z) 102P = 4-10?P, (12)

Ahora, suponiendo que se tienen T simulaciones independientes de un funcional de interés.
Para determinar la precision que con este numero de corridas se garantiza en la estimacion

de m,, del funcional, se puede partir de la expresion (5), hacer T* = 64 Cy” 10%P y de esta
igualdad despejar p , la expresion resultante se muestra en la ecuacion (13).

p = 0.510g;o(T) —logy0(8Cy). (13)

Asi, el p que se calcula por medio de la expresion (6) representa una cota superior para la
precision que puede garantizarse en la estimacion de m,, del funcional con T simulaciones.
Asi, podemos fijar una precision p y calcular el T* requerido o con un nimero actual de
muestras T dado calcular el nimero real de cifras significativas p en un estimador.

En general, no se puede estimar directamente el Cy = % pues de esta forma se incurre en un

argumento circular respecto al objetivo principal de garantizar precision en la estimacion de
m,,. Se plantea entonces realizar una estimacion preliminar del C;, en la que no se utilice la
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totalidad de la informacion muestral. Esta estimacion preliminar se propone sea realizada por
medio del método de Bland [24], el cual se presenta en el Apéndice A.

Correccion para MCMC

Sea X;, X,, ... una cadena de Markov reversible. Sea como se muestra en la ecuacion (14).

Ye = V-t = Cov(g(Xy), g Xise)), (14)

la autocovarianza en el resago t de la serie de tiempo estacionaria g(X;), g(X2), ..., en [25]
demuestran que para una cadena de Markov estacionaria, irreducible y reversible tenemos el
resultado presentado en la ecuacion (15).

TV(hy) C.S. o2 = Z V.. (15)

t=—00

Ademas, si 2 < oo, tenemos la ecuacion resultante (16).
h - —
ﬁ% d N (0,1). (16)

Es decir, la expresion (7) representa el teorema central del limite para el caso de muestras
dependientes construidas a partir de una cadena de Markov estacionaria, irreducible y
reversible. En [26] se plantea un método para estimar o2, el cual se presenta en el apéndice
B.

Asi, dado el resultado presentado en (7) los resultados propuestos en la seccion anterior son
igualmente validos para muestras construidas via MCMC. Debe notarse que la definicion e
interpretacion de o2 cambia entre el caso de la simulacién de una muestra independiente via
MC al caso de la simulacion de una muestra dependiente via MCMC.

En el caso MCMC, para evitar incurrir en un argumento circular al momento de estimar el
Cy, existen 2 alternativas: Primero, estimar el tiempo de autocorrelacion integrado (IAT por
sus siglas en inglés) de la muestra y, a partir de este, extraer una muestra pseudo-
independiente de la muestra dependiente, y sobre esta ultima aplicar el procedimiento
planteado en la siguiente seccién. La segunda opcion es, dado que el argumento circular recae
Unicamente sobre u y que este parametro se estima de la misma forma para muestras
independientes y dependientes, se plantea estimar u por medio del método de Bland [24] y o
usando el método de Geyer [26]. Para esta ultima alternativa la aplicacion del procedimiento
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planteado en la siguiente seccidn para estimar T *es valido, salvo el cambio en la estimacién
de o.

Método heuristico para calcular T*

Se planteada una metodologia iterativa para calcular el T* que garantice una precisién de p
cifras significativas:

1. Sean t =272, 1=0y T, = 64 72 102, Generar via simulacion Monte Carlo una
muestra de variables independientes del funcional de interés de tamafio T}, y de esta
calcular C, 5 que representa la estimacion del C,, por medio del método de Bland.

2. Mientras C,p > 1y T < 4, hacer T = 2t y T; = 64 12 10%. Generar una muestra de
variables independientes del funcional de interés de tamafio T}, y de esta calcular Cy 5.

3. Sit > 4 imprimir el mensaje “El procedimiento se detiene pues la muestra de interés
posee una dispersion excesiva” y detener el algoritmo. Sino, continuar con el
siguiente paso.

4. Hacer T, = 64 Cy5 102 (con Cyp el Gltimo estimador calculado por medio del
método de Bland). Generar una muestra de variables independientes del funcional de

interés de tamafio T}, y de esta calcular C, = % (estimador tradicional). Hacer [ = [ +
1y T, = 64Cy 102
5. Mientras [ < p, generar una muestra de variables independientes del funcional de
interés de tamafio T}, y de esta calcular C, = f—? Hacerl=1+1y T, = 64 5;21021.
6. Retornar T =T,

Con los pasos 1y 2 del algoritmo se estructura la estimacion preliminar del Cy,. La funcién
.. . .. 1
de 7 es definir una adecuada cota superior para Cy. Inicialmente se asume C, < S que

. . . A 1
representa el caso estandar o regular, si este supuesto no es factible (Cy5z > Z) se asume Cy <

1 . . T s es . .
> Y asi sucesivamente, multiplicando la cota por 2. El Gltimo escenario que se considera en

la estimacion preliminar es C,; < 4. Con los pasos 4 y 5 del algoritmo se refina la estimacion
del Cy, usando toda la informacion muestral disponible.

Para mayor eficiencia se recomienda que en cada paso del algoritmo que se requiera generar
una muestra de variables independientes de fx( - ), no descartar los valores que previamente
se hayan generado. Teniendo en cuenta que de esta forma en ningin momento se viola el
supuesto de independencia entre los elementos de la muestra.
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Si se tiene una muestra independiente del funcional de interés de tamafio T y sobre esta quiere
calcularse la precision p que se garantiza en la estimacion de m,,, el algoritmo anterior sigue
siendo valido. Unicamente es necesario que, en cada uno de los pasos, cuando se habla de
generar una muestra de tamafo T;, tomar esta de la muestra disponible. En este caso el
algoritmo se detiene en el momento que T; > T y la precision que se garantizaesp = [ — 1.

Implementacion en Python

El algoritmo planteado en la seccion anterior se implementé en Python. Tanto para el caso
de simulaciones de MC como para simulaciones de MCMC se definieron dos funciones:

e Una que calcula el tamafio de muestra T* necesario para garantizar una precision p
en la estimacion de la mantisa de un funcional de interés; los argumentos que recibe
esta funcion son la precision deseada, el mecanismo de generacion de la muestra y el
funcional; esta funcion retorna el valor de T*, una muestra de tamafio T* del funcional
de interés, estimaciones en la etapa inicial y de refinamiento del coeficiente de
variacion y del tamafio de muestra, y una estimacion de u (calculada sobre la muestra
de tamafio T*) en notacion cientifica redondeando su mantisa con p cifras
significativas.

e La otra permite calcular la precision que se garantiza para una determinada muestra;
el argumento de esta funcion es la muestra a evaluar; esta funcion retorna el valor del
numero p de cifras significativas que se pueden garantizar con la muestra, y una
estimacion de u en notacion cientifica redondeando su mantisa con p cifras
significativas.

Los cddigos en Python con la implementacion del algoritmo junto con los ejemplos que se
presentan en este articulo pueden encontrarse en la plataforma GitHub, en el enlace:
https://github.com/jdmolinam/Sample_Size Criterion

Resultados

Se desarrollaron tres ejemplos para presentar la aplicacion del algoritmo planteado en
diferentes condiciones. En el ejemplo 1 se presenta el caso en que el coeficiente de variacion

. . , 1 . . . -
del funcional de interés es menor a " Este puede considerarse un caso estandar de dispersion
moderada. En el ejemplo 2 el funcional tiene una mayor dispersién pues se tiene un

.. . -, 1 . - - -z
coeficiente de variacion mayor a " Finalmente, el ejemplo 3 presenta la aplicacion del
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algoritmo en el contexto de una simulacion de MCMC en la cual no se conoce de antemano
el verdadero valor del coeficiente de variacion del funcional de interés.

1
Simulacion de Monte Carlo con Cy < "

Sea X = (X1, X2, X3) ~ N3(uyx, 2),conuy = (3, 3, 3) y £ = 5. Bajo estas condiciones se
tiene que las X; son independientes entre siy X; ~ V' (u;, 1), parai = 1,2,3. Por lo tanto, la
funcion de densidad de probabilidad de X es como se presenta en la ecuacion (17).

g6 1_[[ — exp (—5 i — w7
- (2w Zexp (—%i(xi - ui)Z).

i=1

(17)

Considerando el funcional g: R® — R, tal que g(X) = Y3_, X;, tenemos para p la expresion
(18),

3 3
p=ElgU0l =E|) X = ) E(r) =9 (18
i=1 i=1
Y por a2 la expresion (19).
3 3
V[g(x)] = Z =) vx) =3, (19)
i=1 i=1

Por lo tanto, u = 9-10° =m, 10° es decir, my, =9 y q = 0. Ademas, Cy = % =

9
0.1925.

Q

Ahora, se procede a calcular una cota superior para el tamafio de muestra T* que garantice
una precision en la estimacion de m,, de p = 3 cifras significativas. Desarrollando el proceso
iterativo planteado anteriormente se encontré T* = 2,335,380, en la Figura 1 se presentan
los diferentes tamafios de muestra y estimaciones del Cy consideradas en el proceso de
estimacion de T*. Se gener6 una muestra aleatoria por medio de simulacién de MC de tamafio
T*, y de esta se obtuvo hy = 9.0003 - 10°, es decir, m; = 9.0003. Asi, recordando que
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m, =9 se tiene que |[my —my,| = 0.0003 < 0.5 - 1072 = 0.005. Ademas, si se redondea
tanto a m, como a mr a 3 cifras significativas se tiene m, = my = 9.00. Por lo tanto, se
confirma la precision de p = 3 cifras significativas en la estimacion de m,.

1
Simulacion de Monte Carlo con Cyy > "

Sea X = (X4, X3, X3, X,) con X;, X;, X3, X, independientes e idénticamente distribuidas
tal que X; ~ Exp(A=1), para i =1,---,4. Por lo tanto, la funcién de densidad de
probabilidad de X es como se presenta en la ecuacién (20).

00 =] [lexp=xo]
i=1
(20)

ool -30)

i=1

Considerando el funcional g: R* — R*, tal que g(X) =i2?=1xi, tenemos para p la
expresion (21),

4
1 1 1
p=ElgOI =B |z > X| =7 ) EX) =740 =1 (21)
4. 4. 4
=1 =1
Y para 2 la expresion (22).
4 4
2 — Y[g(X)] = V 12){ —iEV(X) = L2 =025 22)
o =Vg T PELT| T L T T e T
= =

Por lo tanto, u = 1-10° = m,, 10° es decir, m, =1y q = 0. Ademas, Cy = % — Y025 _

1
0.5.

Ahora, se procede a calcular una cota superior para el tamafio de muestra T* que garantice
una precision en la estimacion de m,, de p = 3 cifras significativas. Desarrollando el proceso
iterativo planteado anteriormente se encontré T* = 15,965,508, en la figura 1 se presentan
los diferentes tamafios de muestra y estimaciones del Cy consideradas en el proceso de
estimacion de T*. Se gener6 una muestra aleatoria por medio de simulacion de MC de tamafio
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T*, y de esta se obtuvo hy = 1.0001 - 10°, es decir, m; = 1.0001. Asi, recordando que
m, = 1 se tiene que [my —m,| = 0.0001 < 0.5-107% = 0.005. Ademas, si se redondea

tanto a m, como a my a 3 cifras significativas se tiene m, = my ~ 1.00. Por lo tanto, se
confirma la precision de p = 3 cifras significativas en la estimacion de m,,.

Figura 1. Valores de T y estimaciones del C_V considerados en la estimacion de T*, para los ejemplos 1
y 2. A la izquierda los resultados del ejemplo 1 a la derecha los del ejemplo 2.
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* Los asteriscos representan las estimaciones del C_V en la etapa inicial y los puntos las estimaciones en la etapa de refinamiento.
Fuente: Elaboracion propia

Simulacion de MCMC: Estimacion bayesiana en el modelo Lotka—Volterra

Este ejemplo se desarroll6 alrededor del sistema de ecuaciones de Lotka—\Volterra, el cual
describe la dindmica de dos poblaciones de animales: una depredadora y otra presa. Se
considerd el sistema bajo las condiciones presentadas en la ecuacion (23).

duy

e ur (1 —uyp),

du (23)
d_tz = uZ(ul - 1)

Donde u,(t) y u,(t) representan la poblacion (miles de especimenes) en el tiempo t de la
especie presa y depredador respectivamente. u;(0) = uf y u,(0) = ud son desconocidos.
Los parametros que caracterizan el modelo son 8 = (u?, u3) y de estos, el parametro de
interés es u?. Asi, el funcional a considerar es g(8) = u?.

Se plantea un problema inverso bayesiano [27] en el cual los datos disponibles tienen la
siguiente estructura presentada en la ecuacion (24)
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yi=u(t;,0)+¢, i=1,..,n, (24)

con g ~ N(0,02). Asi, y;|0 ~ N (u,(t;, 8), 0?). Para la simulacion de los datos se fijo
6 = (0.5, 2), 0 = maxg—y,..n3(us(t;,6))-0.1, n =5 con las observaciones tomadas
sobre los tiempos {0.75, 1.5, 2.25, 3.0, 3.75}. Se considerd la distribucién previa presentada
en la ecuacion (25).

0 ~U(0.5—e,05+e]x[2—e,2+e]), (25)
Con e = 0.2. De esta forma, lo tenemos como se muestra en la ecuacion (26).

1

£(0) = flufuf) = 57

0.3 071 (u?)ﬂ[l.B,Z.Z] (u(z))- (26)

SeaY = (y4, ..., yn) €l vector de observaciones, la funcion de verosimilitud esta caracterizada
por la expresion (27).

F(V10) = (2m0®) " Zexp (—%Zwi w6 9))2). @1
i=1

Asi, la distribucion a posteriori esta determinada por el teorema de Bayes, es decir: f(8]Y) «

fY16)f(6).

Bajo las condiciones de este ejemplo, el parametro sobre el que desea garantizarse precision
en su estimacion es:

u=E@i|Y). (28)

Para generar valores de la distribucion a posteriori se usé el algoritmo MCMC, t-walk [28].
Inicialmente se corrieron 10.000 iteraciones, a partir de las cuales se plantea que con un burn-
in de 500 iteraciones, la cadena conformada por los valores simulados alcanza el estado
estacionario.

Ahora, se procede a calcular una cota superior para el tamafio de muestra T* que garantice
una precision en la estimacion de m, de p =2 cifras significativas. Se desarrollo el
procedimiento planteado con la salvedad de realizar la estimacién preliminar del coeficiente
de variacion estimando la media con el método de Bland y la desviacion estandar de la
muestra dependiente con el método de Geyer. Se obtuvo T* = 942,270, en la Figura 2 se
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presentan las distribuciones a posteriori obtenidas a partir de una muestra MCMC de tamafio
T".

Adicionalmente, en la Tabla 1 presenta la precision que se garantiza para cada uno de los
ejemplos, en el caso en que se cuenta con una muestra de tamafio T (independiente en los
ejemplos 1y 2, obtenida via MCMC en el 3) del funcional de interés. El célculo de la
precision se hizo utilizando el algoritmo heuristico planteado, asumiendo el Cy desconocido.

Figura 2. Histogramas de las distribuciones a posteriori de u(l) y ug

055
uf

* Ala izquierda la distribucion a posteriori de u_1"0, a la derecha la de u_2"0. Las lineas rojas en u_170=0.5 y u_2"0=2 representan los
valores de los pardmetros usados para generar los datos sintéticos.

Fuente: Elaboracion propia

Tabla 1. Precision p que se garantiza con diferentes tamafios de muestra en cada uno de los ejemplos*
Sample Size

1 1 MCMC
Cv<g Cv>3 (IAT=50,Cy =1.2) ’
250 1,700 9,500 1
25,000 170,000 950,000 2
2,500,000 17,000,000 95,000,000 3

* Enel caso Cy < ilus diferentes precisiones se garantizan con tamafios de muestra mds pequefios, para el caso Cyy > %se requieren muestras
més grandes y en el caso MCMC mucho més. Por lo tanto, elegir arbitrariamente el tamafio de la muestra con "ndmeros mdgicos” en general es un
error, que se agudiza si se tiene un Cy, > i o habitualmente para simulaciones de MCMC. Obsérvese el conocido, y cominmente descuidado,
aumento de 100 veces el tamafio de la muestra con un aumento de una cifra significativa en la precision, resultante de la tasa de convergencia de

1 enel CLT.
2

Fuente: Elaboracion propia
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Conclusiones

En muchos casos, el problema de determinacion del tamafio de muestra en simulaciones
estocasticas se aborda de manera ligera por medio de “nimeros magicos”, o de técnicas que
no ofrecen garantias importantes, como el control del error de simulacion o precision en la
estimacion de pardmetros. Esto representa un serio problema, especialmente si se tiene un

1, . . . ., .
Cy > , 0sise realiza una simulacion de MCMC donde el IAT sea mayor a 1, que es lo mas
habitual en casos no triviales.

El criterio que se presenta en este articulo permite determinar el tamafio de muestra en
simulaciones estocasticas, lo que garantiza la precision adimensional en la estimacion de
parametros. La importancia de este resultado no radica en su aporte matematico, sino en el
valor practico del mismo.

La metodologia de tipo heuristica presentada en este articulo para aplicar el criterio en cada
uno de los ejemplos de aplicacion mostro ser eficiente al no requerir de grandes muestras
para realizar una buena estimacioén del C, y de T*. Ademas, que esta metodologia no agrega
un gran costo computacional al proceso global de simulacion. Los autores consideran que la
implementacion de esta metodologia en softwares estadisticos de uso comin como R y
Python se convertiria en una herramienta de gran utilidad.
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Apéndice A. Método para la estimacion preliminar del Cy

Dado el interés en realizar una estimacion preliminar del Cy,, se considera el método de Bland
[24], el cual permite estimar la media y varianza de una muestra de variables independientes
e idénticamente distribuidas sin utilizar el total de la informacion muestral. A continuacién,
se explica el método.

Sea X una variable aleatoria en R*, con funcién de densidad de probabilidad (o probabilidad
de masa) fx(-), sea X;, X5, -+, X,, una muestra de variables independientes e idénticamente
distribuidas de fx(-) y sean X(qy, X(2), **, X(n) 10s estadisticos de orden de dicha muestra. Se
consideran las siguientes cantidades: a = X(4), q,: €l primer cuartil muestral, m: la mediana
muestral, g3: el tercer cuartil muestral y b = X,,). Considerando que la media y la varianza
muestral estan determinadas por las expresiones presentadas en la ecuacion (29).

n n
Y:l X, S?= ! Z(Xi—Y)Z, (29)
e n-1 i=1
Si por simplicidad se asume n = 4Q + 1, con Q € Z*, es decir, Q = (n — 1)/4, para la
estimacion de la media muestral, se tienen en cuenta las desigualdades presentadas en la
ecuacion (30).

a < Xy <a

a <Xy <aq (i=2-,Q)

g1 < X+ < q1

g1 =< Xg <m (i=Q+2-,2Q)

m < Xgoep S M (30)
m < Xy < qs (i=2Q+2,-3Q)

43 < X@o+1) < G3

G <Xy <b (i=3Q+2-,n-1)

b < Xm < b

Sumando todas las desigualdades anteriores y dividiendo por n se obtiene que a,, < X <
Py, donde a,, se define como se muestra en la ecuacion (31),

_a+q1+m+q3+4b—a—q1—m—q3
= 4 4n

(31)
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and S8, como se muestra en la ecuacion (32).

_q1+m+q3+b+4a—q1—m—q3—b

32
By 4 4n (32)
Entonces, tenemos el resultado presentado en la ecuacion (33).

— a,+ —

¥ ~ pTﬁp _ %, (33)

Para estimar la varianza muestral, se tienen en cuenta las desigualdades presentadas en la
ecuacion (34).

2
ClX(l) < X < aX(l)

= A
aXpy < Xp o< aXep (=20
G Xe+1) = X(2Q+1) < q1X(e+1)
aXqy < XG oS mXp, (i=Q+2,-,2Q)
MX20+1) < XGgi1) S MX(20+1) (34)
mXp < X& o < @Xq, (i=2Q+2,-,3Q)
43X@o+1) < X(23Q+1) < q3X@3o+1)
Xy < X% < bXg, (i=3Q+2,-,mn—1)
bXmy < XGy < bXgy.

Sumando todas las desigualdades anteriores y con algebra simple se obtiene que ay <
" X? < B, donde a, se define como se muestra en la ecuacion (35),

1
as = §[8b2 + (n+3)(a®+ q? + m?q3) + (n — 5)(aqy + gym + mqs (35)
+qs3b) ]
Y B, como se muestra en la ecuacion (36).
1
Bs =gl8a® + (n+3)(qf +m? +q3 +b%) + (n - 5)(aq + im+mgs +q3b)].  (36)

Se plantea, ¥, X? ~ %ﬁs = y,. Y teniendo en cuenta la expresion (37).
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52 =1 E X? —nx (37)
T n-1 , ¢
=1
Entonces, tenemos el resultado (38).
1 —2
2 o _ — C2
Se= — (ys nXB) = S%. (38)

Asi, a partir del método de Bland se plantea la expresion presentada en la ecuacion (39) como
estimacion preliminar de la Cy.

Cyg ==. (39)

Normalmente, se necesitara un tamafio de muestra muy pequefio para obtener una estimacion
inicial aproximada de Cy utilizando el estimador anterior. En el contexto del algoritmo
propuesto en este trabajo, esto funciona bien para restringir el problema de estimacion con
un limite inicial para Cy utilizando una pequefia muestra de prueba y, a partir de ahi,
establecer el tamafio de muestra necesario.
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Apéndice B. Método para estimar la varianza de una muestra MCMC

En este apéndice se presenta el método de Geyer [26], para estimar la varianza de una muestra
MCMC en estado estacionario. Considerando una cadena de Markov reversible X;, X5, ...,
Sea como se muestra en la ecuacion (40).

Ye = V-t = Cov(g(Xy), g Xise)), (40)

la autocovarianza en el rezago t de la serie de tiempo estacionaria g(X;),g(Xz), . Esta
cantidad puede estimarse a partir de la autocovarianza empirica presentada en la ecuacion
(42).

S|

Vot = V-t =

n-t
D (0 = h)(9(Kie) = B ). (41)
i=1

En [26] se demuestra que para una cadena de Markov estacionaria, irreducible y reversible,
L = Yam + Y2m+1 €S Una funcién de m estrictamente positiva, estrictamente decreciente y

convexa. Ademas, fn,m =¥ om T ¥ 2meq- CONbase en estos resultados, en [26] se plantea
el siguiente estimador para 2 presentado en la ecuacion (42) se propone.

2m+1 m
7' =Py+2 ) Tpi=—70+2) Tum, (42)
i=1 i=0

donde m se escoge como el entero mas grande de tal forma que se cumpla la expresion (43)

2m+1 m
5 =7,+2 Z ?n,i=—?0+22fn,m, (43)
i=1 i=0
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