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Resumen: se presenta un desarrollo analítico para el estudio de pro-
pagación de ondas en pilotes con el fin de modelar el ensayo de inte-
gridad de pilotes de bajas deformaciones (PIT) cuando se presentan
cambios de sección, considerando la disipación de energía en el mate-
rial del pilote y por efecto de la interacción con el suelo. Se hace el
análisis de la propagación de un pulso de onda de compresión para
estudiar la continuidad y cambios de impedancia a lo largo del pilote.
El modelo considera un elemento unidimensional de sección variable
con tramos uniformes con fuerzas de fricción a lo largo, una fuerza de
reacción en la base y un impulso transiente en la cabeza. Se evalua-
ron diferentes alternativas para la solución del problema y se selec-
cionó el método del análisis espectral. La solución se implementó
utilizando el programa Matlab y se utilizó para modelar la prueba de
integridad en pilotes con cambios de sección. Los parámetros del mo-
delo analítico se calibraron a partir de modelos numéricos de interac-
ción suelo-estructura y se validaron por comparación con resultados
de pruebas reales.

Palabras clave: propagación de ondas, análisis espectral, prueba de
integridad de pilotes.

Abstract: an analytical solution is obtained for the problem of wave
propagation along a concrete pile. The problem consider a longitudinal
element with a piece wise varying section, friction forces along the
element and a reaction force at the tip, with a transient stress pulse
applied at the top. This problem is representative of low strain pile
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integrity tests. Different alternatives for the solution of the problem
were considered, and the spectral analysis method was chosen and
implemented using Matlab. The test was modeled for several cases,
comparing the results with actual PIT measurements. The param-
eters for the analytical model were obtained from numerical models of
soil-pile interaction.

Key words: wave propagation, spectral analysis, pile integrity test.

1. INTRODUCCIÓN

Durante la construcción de cimentaciones profundas se presentan
diferentes circunstancias que pueden llegar a afectar la forma final de
los pilotes, contribuyendo a que no se alcance la profundidad, secciones
transversales y calidad del material previsto en el diseño (Figura 1).

Figura 1. Pilote defectuoso fundido in situ

Fuente: http://www.fernandeztadeo.com/foto2.htm

Para realizar el control de calidad de dichos elementos se utiliza un
método que consiste en aplicar un impacto en la cabeza del pilote, el
cual produce una onda de compresión de bajas deformaciones que se
propaga a lo largo del pilote y se refleja en la punta del pilote o donde
haya cambios de impedancia (sección o densidad del material). La se-
ñal de tiempo se registra en la cabeza del pilote con la que se pueden
analizar las ondas reflejadas para interferir las condiciones del pilote
[Carino, 2001], [Likins y Piscsalko, 2000]. Existen en el mercado equi-
pos PIT (Pile Integrity Tester) compuestos por un martillo de mano, un
acelerómetro y un computador que llevan a cabo la prueba de integri-
dad de pilotes (Figura 2) [PDI, 2003].

Los golpes dados por el martillo generan una onda de esfuerzos que
recorre el pilote y sufre reflexiones al encontrar variaciones de las
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características del material en cuanto a sección transversal o densi-
dad. Dichas reflexiones son percibidas por el acelerómetro y procesa-
das por el computador del equipo para ser convertidas en una señal de
fácil interpretación.

Figura 2. Prueba de Integridad del Pilote (PIT)

Fuente: [Likins, 2000].

Aun cuando el método es el más usado por ingenieros geotecnistas
para determinar la continuidad y estimar la forma del pilote bajo el
suelo [Massoudi, 2004], [Morgano, 1996], [Rausche, 1979], en algunos
casos presenta dificultades en la interpretación de la señal asociadas
a la interacción suelo-pilote, variación de densidad del material y gran-
des cambios de sección cerca de la cabeza del pilote [Chernaukas y
Paikowsky, 1999]. Debido a que existen estas limitaciones en la in-
terpretación de resultados de la prueba y entendiendo que la teoría
que enmarca el fenómeno que ocurre al interior del pilote es la teoría
de propagación unidimensional de ondas en barras, en el presente
artículo se revisa la teoría físico-matemática respectiva para utilizar
una solución analítica del problema, incorporando los efectos de las
fuerzas retardantes y lograr la simulación de la prueba PIT mediante
un programa aplicativo.

Con el programa desarrollado, se logra representar gráficamente la
propagación de ondas en pilotes considerando diferentes geometrías,
pulsos y tipos de suelo, de tal manera que puede ser usado como he-
rramienta de interpretación de resultados para la prueba de integri-
dad de pilotes (PIT).

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Por la naturaleza del golpe y del medio en que viaja la onda de es-
fuerzo, se considera que el fenómeno de propagación se hace en una
dimensión y, por tanto, se rige por la siguiente ecuación diferencial
parcial [Koshlyakov, 1964]:
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Donde,
u: función de desplazamiento
t: variable de posición de onda en el tiempo
c: velocidad de propagación de onda
x: variable de posición de onda en el espacio

La velocidad de propagación de onda para barras delgadas (c) resulta
de la formulación de la ecuación diferencial de propagación
unidimensional de ondas en un medio elástico y es función del módulo
de elasticidad (E) y la densidad del material (r) mediante la expresión:

=p
Ec
ρ (2)

La ecuación (1) representa la propagación de ondas en una dimen-
sión en su caso más sencillo, sin considerar los efectos de fuerzas
retardantes. Para poder ajustar mejor la ecuación (1) a las condicio-
nes reales del pilote, se incorporan en la ecuación los componentes
que corresponden a los efectos de fricción del suelo (resorte) y disipa-
ción de energía en el pilote (amortiguador), como se observa en la Fi-
gura 3 y en la ecuación (3).

Figura 3. Elemento diferencial del pilote bajo influencias externas

Fuente: [Restrepo, 2005].

2 2

2 2

∂ ∂ ∂− − =
∂ ∂ ∂

u u uEA Ku A
x t t

η ρ (3)

Donde:
E: módulo de elasticidad del material del pilote
A: área transversal del pilote
K: constante para modelar el efecto del suelo
η: constante para modelar la amortiguación del pilote
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3. SOLUCIÓN BÁSICA

La ecuación (1) se puede resolver de diferentes formas [Duffy, 1986].
Se pueden hallar soluciones mediante métodos matemáticos analíti-
cos o numéricos. En el presente caso se decidió trabajar con una solu-
ción analítica con el propósito de evitar las limitaciones de precisión
que son inherentes a las soluciones por métodos numéricos. Para se-
leccionar el método se estudiaron las siguientes posibilidades:
1. Método de las características
2. Método de separación de variables
3. Método de transformada de Laplace
4. Metodología de análisis espectral

En función de las condiciones iniciales y de frontera del sistema se
obtienen soluciones del mismo tipo por los métodos de separación de
variables y transformada de Laplace que cuentan con soluciones ar-
mónicas. Sin embargo, debido a la presencia de fuerzas retardantes
planteadas en la ecuación (3) y la forma del pulso de esfuerzos, la solu-
ción por estos métodos resulta difícil.

De igual manera se estudió la solución a la ecuación (1) mediante
el método de las características, el cual brinda una solución adecuada
para el estudio de propagación de la onda a lo largo del pilote, pero se
hacía complejo su análisis ante la presencia de los efectos del suelo y
pilote que se desean simular.

Teniendo en cuenta las limitaciones de los otros métodos, la solu-
ción analítica implementada para la solución de la ecuación (3) hizo
uso de la metodología de análisis espectral usando la transformada de
Fourier, entre otras por las siguientes razones:
• Remueve la variación del tiempo para replantear la ecuación dife-

rencial parcial de forma espectral haciendo que ésta se vuelva or-
dinaria y pueda ser integrada directamente.

• Facilidad de incorporar a la ecuación diferencial parcial los efectos
de fuerzas retardantes debidas a la interacción con el suelo y al
amortiguamiento del pilote, sin complicar la solución a la ecua-
ción diferencial parcial.

• Facilidad en el entendimiento conceptual de la solución al ser repre-
sentada como una onda que viaja hacia la izquierda y otra a la dere-
cha, teniendo en cuenta las condiciones de frontera del sistema.

• Facilidad de incorporar discontinuidades y cambios de sección a la
solución de problemas más específicos.

Así como lo afirma Doyle [1989], “cabe anotar que aunque el método
de análisis espectral implementado hace uso de un computador, no es
un método numérico en el sentido común ya que la descripción analí-
tica de las ondas se mantiene”, y por tanto, es considerado como una
solución analítica. Para la implementación numérica se utiliza la
transformada rápida de Fourier.
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En la Figura 4 se observa que el esquema del algoritmo básico para
llevar a cabo la solución de la ecuación (3) consiste primero en convertir

la señal de entrada F(t) en su forma espectral nF  a través del uso de la
transformada rápida de Fourier (FFT). La solución transformada se ob-

tiene al evaluar el producto de la función de fuerza nF  y la función de

transferencia ( )'
l mnG k :

( )= nn mnu F G k (4)
para cada frecuencia. Finalmente, la solución se reconstruye en el
dominio del tiempo por medio del uso de la función de la transformada
de Fourier inversa (IFFT).

Figura 4. Metodología general de análisis espectral para propagación de ondas

Fuente: Adaptado de [Doyle, 1989].
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La ecuación (3) tiene la siguiente representación espectral:

2
2

2 0 + − − = 
d ûEA A K i û
dx

ω ρ ωη (5)

que tiene solución de la forma:

( ) A B− += +ikx ikxû x e e (6)

Donde

1
22 = ± − −  

Kk i
E EA EA
ρ ηω ω (7)

Donde
A y B: amplitudes indeterminadas para cada frecuencia.

Cuando se evalúa la variación en el tiempo, la solución corresponde
a dos ondas, una que viaja en dirección positiva y otra que viaja en
dirección negativa. Esto es,

( ) ( )( , ) A B− − + += +∑ ∑i kx t i kx tu x t e eω ω (8)

Los valores de A, B, k, etc., se calculan para cada frecuencia wn y
dependen de las condiciones inciales y de frontera.

4. REFLEXIÓN Y TRANSMISIÓN DE ONDAS

ANTE UN CAMBIO DE IMPEDANCIA

Cualquier cambio en la sección transversal del pilote o en las pro-
piedades del material produce nuevas ondas. Para el análisis espec-
tral unidimensional se consideran una onda incidente A1, una onda
reflejada B1 y una onda transmitida A2. Por tanto, para dos secciones
del pilote con valores de impedancia diferentes, el valor del desplaza-
miento respectivo sería:

1 1

2

1 1 1

2 2

A B

A

− −

−

= +

=

ik x ik x

ik x

û e e
û e (9)

El análisis para dicho fenómeno se lleva a cabo considerando conti-
nuidad de fuerza y desplazamiento en la discontinuidad o cambio de
impedancia, obteniendo la solución para los coeficientes de la onda
reflejada B1 y la onda transmitida A2 de la siguiente manera:

1 2
1 1

1 2

B A
−

=
+

Z Z
Z Z (10)

1
2 1

1 2

2
A A=

+
Z

Z Z (11)
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Donde la impedancia Z está definida mediante la ecuación

= =
EAZ A E
c

ρ  para la respectiva sección del pilote.

5. IMPLEMENTACIÓN DE LA SOLUCIÓN

La aplicación de la solución analítica descrita en el numeral ante-
rior, que utiliza la metodología espectral para analizar el fenómeno de
propagación de ondas en pilotes, se ha implementado en una aplica-
ción computacional con entorno gráfico. Para la implementación de la
solución se utilizaron las funciones de manejo de variable compleja,
transformadas de Fourier y las facilidades para la creación de interfaces
gráficas del paquete Matlab [Math Works, 2005]. Se consideran dos
tramos de pilote con propiedades independientes con compatibilidad
de deformaciones y esfuerzos en su interfaz, y se aplican las funcio-
nes de transferencia espectral para cada tramo con el fin de obtener la
solución al problema.

Se cosnideró que el análisis del pilote con dos secciones es sufi-
ciente para la interpretación práctica del ensayo de PIT, ya que aun
en el caso en que el pilote tenga varios cambios de impedancia a lo
largo de su longitud, es muy difícil, y para propósitos prácticos imposi-
ble, pretender identificar el efecto de diferentes cambios a partir de
una prueba de este tipo. El efecto de un solo cambio importante deter-
mina la respuesta en el ensayo, y es lo que es importante identificar e
interpetar adecuadamente en la prueba.

La Figura 5 presenta la interfaz gráfica del programa Pitgraph desa-
rrollado para la implementación de la solución.

Figura 5. Interfaz gráfica del programa Pitgraph para Matlab

Fuente: [Restrepo, 2005].
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Mediante el programa Pitgraph se puede llevar a cabo el análisis
gráfico de propagación de la onda generada en diferentes posiciones
para parámetros de desplazamiento, velocidad, aceleración, esfuerzo,
deformación, fuerza de reacción y un análisis conjunto de todos los
anteriores en una sola gráfica. En la Figura 6 se muestran algunos
resultados obtenidos para la propagación de onda analizando la veloci-
dad desde la posición X=0 (cabeza del pilote) hasta X=10 (punta del
pilote), con las propiedades del pilote y pulso inicial predeterminados
por el programa.

Figura 6. Solución de la ecuación de onda para la velocidad evaluada desde X=0
hasta X=10. Onda que viaja a la derecha. Valores predeterminados del programa

Fuente: [Restrepo, 2005].

La gráfica de velocidad contra posición en el pilote es la más usada
para llevar a cabo el estudio de integridad del pilote y, en este caso, se
puede apreciar cómo la onda va cambiando su forma de manera paula-
tina hasta llegar a la punta del pilote en donde se refleja en su totali-
dad, ya que en el caso ilustrado se considera que el pilote tiene su
extremo libre.
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El programa para simular la prueba PIT permite realizar análisis de
diferentes pilotes que incluyan una disminución o aumento de impe-
dancia en cualquier posición a lo largo del fuste del mismo. De igual
manera, el programa permite incluir en los análisis las propiedades
del suelo alrededor y en la punta del pilote e incluir valores de amorti-
guamiento por el material del mismo.

Para la calibración del programa se llevaron a cabo modelaciones para
tres casos característicos: el caso de un pilote de sección uniforme y
casos de reducción o ampliación de la sección transversal del pilote,
como se muestra en la Figura 7. Estos son los casos que más frecuente-
mente requieren una interpretación en la práctica geotécnica.

En la primera gráfica se muestra un pilote sin problemas de integri-
dad que, al encontrar la punta el suelo de fundación, y bajo los efectos
del suelo circundante y amortiguamiento, presenta un aumento de
velocidad en dicha zona. Este resultado es típico para pilotes con ade-
cuada construcción y buenas condiciones del suelo. La segunda gráfi-
ca muestra el resultado típico de un pilote con reducción de impedancia,
en donde se presenta una reflexión de la onda con un aumento de
velocidad en dicho punto y la correspondiente reflexión en la punta.
Un caso como este se presenta cuando existen problemas que no per-
miten la construcción del pilote con el diámetro de diseño y, en conse-
cuencia, se evalúan de manera especial para determinar cómo pueden
llegar a afectar la capacidad de soporte del elemento. De manera simi-
lar, la tercera gráfica muestra un pilote con aumento de impedancia y
reflexión en la punta.

6. EJERCICIO DE APLICACIÓN

El programa Pitgraph puede ser usado como una herramienta que
ayude a interpretar los resultados de las señales obtenidas en campo,
ya que permite cuantificar parámetros como los siguientes, que de
otra forma sólo se pueden evaluar de forma cualitativa:
1. La fuerza máxima de contacto dada por el martillo
2. Tiempo de contacto de la fuerza (longitud de onda característica)
3. Cambio de impedancia por el defecto encontrado
4. Efectos del suelo y del material del pilote en la propagación de la onda

A manera de ilustración de la aplicabilidad del modelo, en la Figura
8 se presentan los resultados de una prueba de PIT junto con los resul-
tados de la modelación realizada con el programa Pitgraph. A partir de
estos análisis se pudieron determinar los siguientes parámetros de la
prueba:
• La magnitud de la fuerza debida al impacto del martillo en la punta

fue de 5.5kN
• La duración del pulso inicial es de 0.0015 segundos
• El defecto se encuentra ubicado a una profundidad de 18.0m
• La reducción de diámetro es de 0.4m a 0.15m (62.5% del área trans-

versal)
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Figura 7. Casos típicos simulados mediante el programa Pitgraph

Fuente: [Restrepo, 2005].
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• Los efectos debidos a la rigidez del suelo que rodea el fuste del pilote
son de mínimo 3x107 N/m

• El valor mínimo de rigidez del suelo en la punta para la reflexión
positiva de la velocidad es de 1x1011 N/m

• El valor calibrado para el amortiguamiento de la señal en el pilote
es de aproximadamente 2x104 kg/s

Figura 8. Señal real y simulación obtenida mediante Pitgraph

Fuente: [Restrepo, 2005]
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7. CONCLUSIONES

La teoría de propagación unidimensional de ondas en medios elásti-
cos se puede utilizar para representar la prueba PIT al considerar el
pilote como un material lineal elástico con tramos homogéneos. Debi-
do a la esbeltez de los pilotes se puede considerar que solamente via-
jan ondas de compresión a lo largo de los mismos.

Dentro de las múltiples posibilidades de solución analítica, para la
ecuación de propagación unidimensional de onda se escogió la meto-
dología de análisis espectral, ya que esta permite simplificar la solu-
ción de la ecuación diferencial incorporando los efectos de fuerzas
retardantes y disipativas, al igual que introducir discontinuidades y
cambios de sección para problemas más específicos, sin comprometer
la precisión de la solución.

El análisis espectral aplicado a la solución de la ecuación de onda per-
mite obtener una solución de la ecuación diferencial parcial en térmi-
nos de la variable de posición para que, mediante el uso de la Transformada
Rápida de Fourier, el pulso inicial pueda ser incorporado a dicha solu-
ción. Al operar el pulso transformado en la forma espectral de la ecuación
de onda utilizando funciones de transferencia, se puede obtener la solu-
ción en el dominio de la frecuencia y aplicar la Transformada Inversa de
Fourier para obtener así la solución de la ecuación diferencial parcial en
términos de las variables de tiempo y posición. Dicha solución se usó
para realizar diferentes tipos de análisis y simulaciones.

La simulación de posibles casos permite hacer las siguientes ob-
servaciones con respecto al efecto de los diferentes factores conside-
rados en los resultados de una prueba de PIT:
1. La existencia de apoyo en la punta genera una reflexión positiva

de la velocidad en la propagación del pulso y, por el contrario, su
inexistencia genera reflexión negativa de la velocidad. La ampli-
tud de la reflexión en la punta del pilote depende de la amplitud
transmitida que es función del cambio de impedancia.

2. La presencia de una reducción de impedancia en algún punto del
pilote genera una reflexión con aumento de velocidad. Lo contrario
ocurre si hay un aumento de impedancia. Su magnitud máxima de-
pende de la magnitud del pulso inicial y del cambio de impedancia.

3. Los efectos de la fricción del suelo alrededor del fuste del pilote se
observan en la señal al incrementar o reducir la velocidad en las
zonas donde no se presenta ninguna reflexión.

4. El efecto de amortiguamiento en el material del pilote se aprecia
con el decrecimiento de la señal a lo largo del pilote o de la señal
debida a las reflexiones por cambios de impedancia y punta a lo
largo del pilote.

El programa Pitgraph permite al usuario solucionar la ecuación de
propagación unidimensional de onda aplicada a las condiciones de los
pilotes utilizando un sencillo ambiente gráfico. El programa permite
tener en cuenta las siguientes características:
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1. Generación de diferentes tipos de pulsos (fuerza instantánea, trian-
gular, rectangular y medio seno). Si se requiere es posible intro-
ducir otras señales fácilmente.

2. Simulación de diferentes opciones para la prueba de integridad de
pilotes PIT teniendo en cuenta cambios de impedancia a una pro-
fundidad, efectos del suelo y amortiguamiento.

3. Análisis mediante gráficas de la propagación del pulso y de las di-
ferentes variables de respuesta mecánica dependientes del des-
plazamiento (velocidad, aceleración, esfuerzo, deformación, fuerza
de reacción).

La comparación de la simulación PIT con pruebas reales permite obte-
ner información cuantitativa sobre la fuerza máxima de contacto, tiem-
po de contacto de dicha fuerza, diámetro aproximado del defecto y valoración
de los posibles efectos del suelo circundante sobre el pilote. Esta valora-
ción no es posible mediante la interpretación tradicional de las pruebas
de integridad de pilotes que se basa en apreciaciones de tipo únicamente
cualitativo. Por lo tanto, el desarrollo planteado es una herramienta útil
para ampliar la aplicabilidad de la prueba PIT y reducir su subjetividad.
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