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Resumen

En este articulo se presenta una ex-
tensién del algoritmo del método de
Gauthier, que soluciona la busqueda
de realizacién minima multivariable
partiendo de matrices de transferencia
cuadradas. El algoritmo incorpora
previamente la teorfa de fracciones
coprimas, desarrolladas con matrices
de Silvester y factorizacién gr. Debido
a que las fracciones coprimas tienen
una especial relacién con las matrices
en fraccién polinomial, se muestran
sus diferencias, analizdndolas in-
dependientemente. Se plantean las
caracteristicas generales y se nombran
las funciones desarrolladas para hacer
hincapié en los caminos de busqueda
de la fraccién coprima que no son
nicos, asi como tampoco su repre-
sentacién en espacio de estado. Para
la demostracion se utiliz6 un sistema
dindmico multivariable, donde se
comprueban la eficiencia y las limi-
taciones del algoritmo elaborado, con
base en funciones realizadas con la
Toolbox de control de Matlab®.

Palabras clave
Algoritmos, matrices, anélisis mul-
tivariante.

Ahstract

This paper presents an extension of
Gauthier’s algorithm, which solves
the problem of searching for the
multivariable minimal realization
starting from square transference
matrices. Previously, the algorithm
incorporates the coprime fractions
developed with Silvester matrices and
gr factorization. Since the coprime
fractions have a special relation with
matrices in polynomial fraction, they
show their differences by analyzing
them independently. The general
features are set out, and the developed
functions named, in order to emphasi-
ze the different search paths and their
representation in state space (neither
of which are not unique) for the co-
prime fraction. For demonstration we
used a multivariable dynamic system,
where the efficiency and limitations of
the developed algorithm are checked
based on the functions performed with
the Matlab® Control Toolbox.

Key words

Algorithms, matrix, multivariate
analysis.

Resumo

Neste artigo apresenta-se uma ex-
tensdo do algoritmo do método de
Gauthier, que soluciona a busca
de realizacdo minima multi-varidvel
partindo de matrizes de transferéncia
quadradas. O algoritmo incorpora
previamente a teoria de fraces co-
primas, desenvolvidas com matrizes
de Silvester e factorizacio ¢r. Devido
a que as fracdes co-primas tém uma
relacdo especial com as matrizes em
fragdo polinomial, mostram-se suas
diferencas, analisando-as independen-
temente. Explicam-se as caracteristi-
cas gerais e nomeiam-se as fungdes
desenvolvidas para fazer insistir nos
caminhos da busca da fragao co-prima
que ndo sao Unicos, assim como sua
representacao em espago de estado.
Para a demonstra¢do utilizou-se um
sistema dinidmico multi-varidvel,
onde se comprovam a eficiéncia e as
limitaces do algoritmo elaborado,
com base em funcdes realizadas com
a caixa de ferramentas de controle
de Matlab®.

Palavras chave
Algoritmos, matrizes, anélise multi-
variante.
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Introduccion

El modelamiento matematico de sistemas es quiza el primer aspecto necesario
para formular un sistema de control automatico. El ingeniero de control, a partir
de una o varias plantas, intenta describirlas de la manera mas acorde con un
comportamiento inherente, algunas veces por medio de subsistemas, a fin de
establecer la mejor aproximacion del estado dindmico en cualquier tiempo. Los
sistemas, en la mayoria de los casos, son de tipo multivariable, es decir, tienen
ya sea mas de una entrada, mas de una salida o ambas (Chen, 2009).

El modelamiento y la descripcion de estos sistemas se pueden representar
por medio de matrices de transferencia, sistemas de ecuaciones diferenciales y
ecuaciones dindmicas de estado. Estas dltimas son mds conocidas con el nom-
bre de representacion en el espacio de estado y tienen un interés particular, porque
permiten un manejo matricial del problema. Generalmente, para trabajos
computacionales y de implementacién electronica siempre se recurre al modelo
en espacio de estado.

Algunas veces, la descripcion en matrices de transferencia no es suficiente
para caracterizar un sistema completamente (Chen, 2009); esto se debe a que
muchas veces el sistema posee condiciones iniciales que no se pueden reflejar
muy bien dentro de una descripcion entrada-salida, en especial los estados que
pueden tener variables en cualquier tiempo. De igual manera, tampoco se re-
fleja de manera inmediata cudles polos son controlables, observables y cuéles
de ellos no lo son.

No obstante, el desarrollo de las matrices de transferencia se ha convertido
en un mecanismo util para encontrar rapidamente las caracteristicas esenciales
de los sistemas multivariables; entre los mas importantes, su orden, sus polos y
sus ceros, algo que no se puede saber a priori en una representacién de modelo
diferencial ni en un modelo de representacioén de estado. Los mayores trabajos
siguen en proceso, intentando minimizar o reducir los modelos para no ver la
representacion de estado con muchas ecuaciones.

Ing. Univ. Bogotd (Colombia), 13 (2): 371-386, julio-diciembre de 2009



374 Franklin Pineda-Torres, Luini Leonardo Hurtado-Cortés, Alonso de Jesds Chica-Leal

El problema de encontrar una realizacion minima para sistemas LTI viene
desde los afios treinta, para sistemas monovariables, y desde los afios sesenta
bl b b
para sistemas multivariables (De Schutter, 2000). Una matriz de transferencia
MTF), definida como una matriz que posee funciones de transferencia g, se
b Z/,
puede descomponer en fracciones polinomiales matriciales asi:

11 812 -+ 81y

~ g g e &9

Gy =| 21 2 B2 (1)
g1 &2 - &y

Chen (2009) y Basilio y Kauvaritakis (1997) han planteado tedricamente
un algoritmo que partiendo de una fraccién polinomial matricial izquierda (2),
llega a una fraccién coprima derecha (3)":

Gs)=P 0 )
Gs)=nND ™' 3)

Igualmente, es posible llegar a una fraccion coprima izquierda (5), partiendo
de una fraccién polinomial matricial (MPF) derecha (4):

G(s)= 0P (4)
Gs)=D N )

En el procedimiento para la descomposicion de la MTF G(s) a una MPE, sea
izquierda o derecha, es inmediato y es posible representarlo de diversas formas;
contrario de llegar a una fraccién coprima de una MTE cuyo procedimiento
requiere técnicas especiales y cuya representacién es unica. Cabe mencionar que
existe un desarrollo para encontrar fracciones coprimas derechas partiendo de una
MPF derecha, buscando el greatest common right divisor (GCRD) (Sinha, 2007) o
el caso dual greatest common left divisor (GCLD) (Rough, 1996), pero debido a su
complejidad s6lo se maneja de forma tedrica y dentro de este articulo no sera
tratado. El diagrama general se puede observar en la Figura 1, donde existen
dos caminos # y b para llegar a un sistema descrito por la cantidad minima de
variables de estado con las matrices A, B, Cy D.

" Una fraccién coprima es similar a una fraccién polinomial matricial minima, que define un ndmero minimo de estados
para su representacion en espacio de estados. Esto es, dim(4) = deg(G(s)).
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Figura 1. Etapas del estudio

G E — @WEE,:;C:AH-BIU
| 1 AW I
ST e VT

Fuente: presentacion propia de los autores.

1. Descripcion en fraccion polinomial

La descripcion en fraccién polinomial es una representacién matematica de una
matriz de funciones de transferencia. Si se aplica esta representacién a un sistema
de multiples entradas y multiples salidas (MIMO), puede revelar caracteristicas
internas, como la cantidad de estados y polos que posee el sistema (Rough,
1996). Aunque este tipo de representacién no es Unica, la forma mas facil de
conseguir una descripcién polinomial es descomponer la MTF haciendo que la
matriz B la cual siempre serd cuadrada, posea siempre en su diagonal principal
los denominadores de G(s), y la matriz Q, los residuos que complementan a P
por fila o por columna.

Al tomar una p Xg matriz de funciones de transferencia ¢(s) de un sistema,
es posible descomponerlo hacia la derecha o hacia la izquierda, donde el grado
u orden del sistema lo establece el minimo comdn multiplo de todos los deno-
minadores de G(s), asi:

n = deg [G(s)] (6)

1.1 Fraccion polinomial devecha

Al tomar de la MTF los denominadores comunes por columna, se crea la matriz
de fracciones polinomiales hacia la derecha (rmpf) (4). Dénde P(s) € R{s}, Q(s)
€ Risp.

1.2 Fraccion polinomial izquierda

Al tomar de la MTF los comunes denominadores por fila, se crea la matriz de frac-
ciones polinomiales hacia la izquierda (/zpf) (Sinha, 2007). Donde P(s) € R[s]",
O(s) € R[s]™. De esta representacion podemos generar un sistema en el espacio
de estado, pero generalmente no es minimo. Se define el grado de la descrip-
cién polinomial como el grado del polinomio resultante del determinante de

P(s) o de P(s). Si este grado es igual a » en (6), entonces es una fraccién coprima
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(P(s)=D(s) y O(s) = N(s), 0 P(s) = D(s) y Q(s) = N(s)) y no es necesario hacer
los pasos 2 y 3 (Figura 1).

El procedimiento que sigue encuentra fracciones coprimas de las matrices
polinomiales no minimas, por medio de matrices de Silvester. Se debe tener
cuidado con los cambios de derecha a izquierda e izquierda a derecha (Figura 1)
que tiene el método, pues se presta a confusiones.

2. Fracciones coprimas
El modelo de una fraccién coprima es un caso especial de la descripcién en ma-
trices en fraccion polinomial. En efecto, se cumplen (7) y (8).

n = deg [G(s)] = deg|detD(s)| = deg |det5(s)| 7)
N(s)D(s) = D(s)N(s) (8)

2.1 Fraccion coprima izquierda

Debido a que las matrices polinomiales P(s) y Q(s) se pueden expandir como en
(9) y (10), las matrices coprimas D(s), N(s), que son de menor grado, se pueden
representar en (11), (12):

2 m—1 m
P(s)= B +FBs+Pys +..+P s +Ps 9)
2 m—1 m
0)= 0y + Qs +0ys” +.tQ s +0 s (10)
B(s) = Dy + Dys+Dys” 4t B, 5" (11)
— — — — 2 — m—1
N($) =Ny +Nys+ Nys™ +. 4N s (12)

Obsérvese que el grado de D(s) debe ser 7 (6), esto es, m — 1 = n; ademads, para
matrices de transferencia cuadradas, todas las matrices implicadas 7.9;.D;. N,
son cuadradas ¢Xg. Solucionando M en (13), que se encuentra formada por
las submatrices en (14), encontramos la fraccién coprima izquierda. T (15) se
forma de los coeficientes de P y Q organizados en forma de matriz de Silvester?
generalizada (Chen, 2009). Esta matriz debe tener m grupos P, Q formados de
arriba hacia abajo, es decir, T debe ser cuadrada de tamafo 7 (2¢).

T Existen otras formas de representar la matriz de Silvester, cuyo resultado para el cdlculo de M es similar (Chen, 2009).
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mt =0 (13)
M =[-NoDyi~NiDji-N2Dy...~N,, Dy | (14)
(R A B Pucl Py 0 0|
O 9 O Om—1 Om 0 0
0 B A B Pp—1 Py 0
O A e (15)
0 0 . .. .. .. .. :
0 0 . .. .. .. .. :
0 0 R A B o Ppe1 By
| O 0 O O (95} Om-1 Om |

Teorema 1. Las matrices polinomiales Py Q son coprimas si y sélo si det T(BQ) # 0
(el determinante de T es distinto de cero)’.

El Teorema 1 implica que T debe ser singular para continuar el algoritmo.
Debido a que las P filas deben ser linealmente independientes®. Al buscar de
arriba hacia abajo, si una Q fila dentro del bloque de Q. por fila llega a ser li-
nealmente dependiente de sus filas superiores tomadas de arriba hacia abajo (#p
hand side), quiere decir que las subsecuentes Qs filas también serdn linealmente
dependientes LI, porque T es de estructura repetitiva; entonces el nimero de
filas linealmente independientes (denotado por ) de las Q filas es denominado
los indices de la fila de G(s) y cumplen:

deg [G(S)] Vb, et vq (16)

La fraccién coprima izquierda (/f) puede ser obtenida al calcular ¢ vectores
nulos de las matrices formadas de cada primer Q, fila linealmente dependiente
y todas sus precedentes linealmente independientes.

2.2 Fraccion coprima dervecha

De forma dual, las matrices polinomiales P(s) y O(s) se pueden expandir como
en (17), (18); entre tanto, las matrices coprimas D(s), N(5), que son de menor
grado, se pueden representar en (19) y (20).

3 Para la demostracién se remite a los lectores a (Rough, 1996, p. 542).

“En la mayoria de los casos se encuentra que las filas de P son linealmente independientes, debido a los corrimientos que
poseen las filas de P, y aun asi se encontraron casos especiales donde existe la dependencia. Esta es quizds la dificultad
para encontrar fracciones coprimas para matrices de transferencia no cuadradas. El autor descarta el problema dentro
del algoritmo y centra su atencion en matrices de transferencia cuadradas.
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P(s)= B +Ps+ F’zsz - ﬁm_ls’”“ +B " (17)
_ _ 2 _ -1 —
0(5)=0y+0s+0ys” +.+0, 5" +0 5" (18)
2 m—1
D(s)=Dy+Dys+Dys” +..4D s (19)
2 m—1
N(s)= Ny +Nys+Nys™ +. 4N s (20)

Para este caso, las fracciones coprimas (21) se deben solucionar por medio
de la matriz generalizada de Silvester § (23). No obstante, la formacién de §
difiere notoriamente de la matriz T en estructura, mas no en propiedades, por
lo cual cumple el Teorema 1, expresado en términos de S. Si encontramos las
columnas linealmente independientes de la matriz generalizada, buscando de
izquierda a derecha LHS, debidas a Q, entonces los indices por columnas deben
cumplir la ecuacién (24).

SM =0 (21)
. . T

M = [~NoDoi=N\Dyi~N3Dy..~N,Dy | (22)
E) QO 0 0 0 0 0 0
A a A @ 00 0 0
B & A O -~ R O

1 7 s & Aoa

Fut O R (23)
Pu Om Pu-t Om-1 - I
0 0 Pn Om o 7 Pl Om-1
0 0 0 0 .. By Om

deg[G)] = py +aty vt (24)

Al calcular los p vectores nulos de las matrices formadas por cada primer Q,
(polinomial izquierda para este caso) columna linealmente dependiente, encon-
traremos la fraccion coprima hacia la derecha (rcf).

2.3 Factorizacion qr
Una forma sencilla, no Ginica, de encontrar las filas o columnas linealmente inde-
pendientes dentro de las matrices 7'(15) 0 § (23) es aplicar una descomposiciéon
gr (Chen, 2009) definida por:

OM = R (25)
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Donde & es una matriz triangular superior, de la misma dimensién que
M,y la existencia de ceros en su diagonal permite identificar rdpidamente la
existencia de columnas linealmente independientes en M (por ejemplo, véase
la matriz en la ecuacién (26), la cual tendria dos columnas LI). O es una matriz
ortogonal, ignorada para nuestro fin. Con Matlab®, la funcién descrita como
>>{q r}=gqr(m) soluciona la descomposicion. Es necesario, para el caso de
buasqueda de filas linealmente independientes, trasponer la matriz T, para luego
aplicar la factorizacién. Esto optimiza para ambos casos (r¢f, kf) el algoritmo.

d x x x x x x Xx
0 n x x x x x x
0 0 d x x x x x
. 00 0 »n x x x x (26)
00 0 0 d x x x
00 0O0O0O0 x x
00 0O0O0O0d «x
[0 00 0 0 0 0 0]

El rango y la dimension de la matriz generalizada de Silvester pueden darnos
el valor exacto de las filas o columnas LI; sin embargo, no proporciona ni los
indices por fila (16), ni los indices por columna (24); es inconveniente hacerlo
por este método.

3. Metodologia

3.1 Realizacion de la fraccion coprima

Luego de encontrar las fracciones coprimas es necesario convertir el sistema a
espacio de estado. Aunque se presentaran los dos algoritmos, uno para la dere-
cha y otro para la izquierda, ambos son muy semejantes, y se diferencian entre
si por posiciones en las premultiplicaciones matriciales. La idea es llegar a un
sistema del tipo (27), donde A€R"*", Be R"*?, CER'*" y DeR/*?, son matrices de
valores constantes.

X=Ax+Bu
(27)
y=Cx+Du
La matriz D’ es de calculo inmediato definida por (28):
D= lim G
e 28)

5 No confundir esta matriz constante con la matriz de fraccién coprima, la cual consta de polinomios elementales y cuya
sintaxis, de aqui en adelante, serd D(s).
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Definidas las matrices coprimas, sin importar si son hacia la derecha o hacia la
izquierda, a partir de sus polinomios en (29) y (30), se plantean metédicamente
los dos tipos de realizaciones siguientes:

— i vi—1
Dz'z'(‘r) TS T T (29)
= _ vij—1__ —
D_ () @5, A (30)
3.2 Realizacion de la fraccion coprima derecha (rcf)
Se escribe K (31) a partir de los coeficientes de s en D(s):
I =a129541 ~Alq,vg+1
0 1 :
K =
0 0 : G
0 0 0 1

Para obtener directamente los coeficientes de la matriz B, ubicados en la
estructura canénica 12 de controlabilidad, se calcula K—1 (Gauthier, 2008) para
este estudio. Aun asi, puede quedar en otro tipo de forma candnica controlable.
Para el célculo de la matriz C (35) es necesario previamente obtener N* (33) y
expandir cada polinomio como en (34).

1 obp o by
-1 0 1 :
= . 32
K 0 0 by (32)
0 0 0 1
N* = N(s) — DD(s) (33)
n’: (s)= c,:/.‘v‘sv"1 oty (34)
Ciip G Ly Ciay Clp,vl,
C=| : : : : (35)
qu,l .” cql,v, CqZ,l o qu,vl,

Se escribe A (39) y (40) a partir de los coeficientes del resultado de (36),
cuando se expande la matriz D*. Los bloques resultantes de A se posicionan
dentro de la forma candnica (véase Figura 2).

D*(s) = K'D() (36)
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d:(s)zsv‘ _aﬁ,v,sv'il T T Oy S = Oy 37

d(s)=—-a,s"" —..— 0,5 @y, (38)
[0 1

4=, | (39)

ailll aiil aiiy

) e 0

4, = 0 oo e e e 0 (40)
KT 0 0

Figura 2. Forma candnica 12

12 VixVi

Fuente: Gauthier, 2008.

3.3 Realizacion de la fraccion coprima izquierda (Icf)
Para este tipo de realizacion se utiliza el método de Gauthier (2008). Asi, por

ejemplo, la matriz K debe ser calculada con (41), K’ entregara los coeficientes

de la matriz C (véase Figura 3, cada columna de la matriz de K’ se debe

ubicar en los cuadros marcados con x). Para el cdlculo de la matriz B, con los

coeficientes del resultado (42), se cambian las posiciones de la matriz polinomial

D(s5) con la matriz de coeficientes constantes D, respecto a la realizacién anterior

(33). Lo mismo sucede para los coeficientes de la matriz A, que se encuentran

Ing. Univ. Bogotd (Colombia), 13 (2): 371-386, julio-diciembre de 2009



382 Franklin Pineda-Torres, Luini Leonardo Hurtado-Cortés, Alonso de Jesis Chica-Leal

con base en (43). Los bloques resultantes al expandir los polinomios se deben
ubicar en la forma canénica 4 (Figura 3).

1

—a2n+1 1 o (41)
alp,.,uerl ~~~~~~ 1
N* = N(5) — D()D (42)
D*(s) = DG)K™! (43)

Figura 3. Forma candnica 4

VixVi

Fuente: Gauthier, 2008.

4. Ejemplo

El ejemplo que se muestra a continuacion inicia con la basqueda de una fraccién
matricial polinomial hacia la izquierda /mpf; luego, por medio de la matriz de
Silvester generalizada se hallara la r¢f para terminar con una realizacién minima
en forma candnica 12 (véase Figura 2), que es el camino denominado « de la
Figura 1. Para ello se toma un sistema dinamico multivariable modelado como
en (Polak, 1966), cuya matriz de transferencia (45) de dos entradas y dos salidas es
de grado 4.
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2

d“n@  , dn@) dyy (1)

7+3T+yl(z)+2 7 +3y2(t)=u1(t)

P i o) o d) (44)

a3 a2 d di? dt

duy (¢ dun (t

467, (1) = ullit()+u1(t)+ "jt()+3u2(t)
2
s“=2s+3  —(s+3)(2s+3

5661 - (o)) (45)

s246)(s2+3s41) | s243s41 (S+3)(Sz+3s+l)
4

De la matriz de transferencia (45) se obtienen las matrices polinomiales
P(s),0(s) en (46). Obsérvese que el determinante de P(s) es de grado 6; por lo
tanto, no es minimo el sistema. Se presenta la matriz de Silvester generalizada
S 51 €0 (49) —los demas elementos de la matriz son cero, no se ubican estos,
para observar que se forman tres grupos debido al grado mas alto en la expansion
que posee la matriz P(s) ; nunca puede suceder que P(s) sea de menor grado que
0(s), lo cual implica un sistema impropio—, cuyo determinante es cero, por lo

tanto, no son coprimos.

0 24 1 543

— 6 0 18 0 7 0] 2 303 1 0] 4

P(s):[o 6:|+[0 0:|s+[0 1]3 +|:0 0:|S +[0 O:IS (47)
_ 3 -9 -2 9 1 212 0 0|3 0 0| 4

Q(s):[1 3:|+[0 1]s+|:0 O]S +[0 O]S +[0 0:|S (48)

-1
G(AY)=|:S4+3S3+7S2+18S+6 0 :| |:52—23+3 —(2s2+9s+9):| (46)
6

6 0 3 -9 -1 2
06 3 -0.06 —2.89
180 -2 -9 6 0 3 -9 117 667
000 1 06 1 3 -028 3.6
701 2180 -2-960 3 -9 0 0
010 0 000 1 0°6 3 0 -
300 0 701 2180-2-960 3 9|31 278
aro|0 00 0010 0 000 1 06 1 3|00 0n| (49)
100 0 300 0 70 1 2180 -2 -9 0 0
000 0000 0010 0 000 1 0 0
100 0 300 0 70 1 -2 1 0
000 0000 0010 0 0 1
100 0 300 0 0 0
000 0000 0 0 0
100 0 0 0
| 000 0 0 0

Las columnas 11, 15 (debido a #,), 12y 16 (debido a z,) de la matriz (49)
son linealmente dependientes (realizar factorizacién gr), esto quiere decir que
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existen dos columnas LI, debido a 7, y dos columnas LI debido a #,, esto es,
pu, =2y u,=2 de (24). Por lo tanto, el sistema es de orden 4. Calculando y
normalizando los vectores nulos asociados a las columnas 11 y 12 de la matriz
S (es facil su calculo con la funcién »zll de Matlab®), obtenemos la matriz M.
De (22) se determinan las fracciones coprimas en (52).

pisy—| 1177100 es7/100] 311100 139ss0 ] i 0] 2 (50)
S) = s N
~7/25  89/25 —47/50 —11/100 01
1 2 0 0
N(s) = + K 1
) [3/50 289/100] [0 1:| GD
5 -
G(s>=[ 1 2 ] s24311/100s+117/100  139/505+667/100 (52)
3/50 s+289/100 ~47/505+7/25  s2-11/100s+89/25

Ahora sélo falta la realizacion del sistema: primero el calculo de (31) en (53),

(33) en (54) y (36) en (55):

el t]=x ] (53)

* 1 -2
N =
[3/50 s+289/100] (54)
2
* s“+311/100s+117/100  139/505+667/100
D s s s (55)
—47/50s+7/25 s2-11/1005+89/25

A partir de (45), (53), (54) y (55), la realizacién minima es (56), debido
a la plantilla de forma canénica 12 (Figura 2). El lector podra probar que su
respuesta de paso es similar a la obtenida en la realizacién (> >figure, step(G);
> >figure, step(A,B,C,D)).

' 0 1 0 0 00
' —-117/100 =311/100 —667/100 139/50 10
- 0 0 0 1 [ ]oo

7125 47/50 89/25  11/100 0 1 (56)

1 0 -2 0 00
C= ,D=
l: 3/50 0 289 /100 1:| [0 0]

Todos los procesos se han optimizado haciendo uso de Matlab® para conse-
guir la realizacion minima. Estas funciones se describen en la Tabla 1 y pueden
ser descargadas de htpp://www.fept.co.nr/myfun.zip, donde el usuario podra
apreciar el desarrollo algoritmico.
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Tabla 1. Funciones implementadas

Funcidn Descripcion
mif2Impf Convierte la matriz de transferencia a una fraccién polinomial matricial izquierda
mif2rmpf Convierte la matriz de transferencia a una fraccién polinomial matricial derecha
. A partir de las matrices en fraccién polinomial, crea la matriz de Silvester generalizada,
mSilvester . , . L
facilitando la bsqueda de las filas/columnas LI; por medio de la factorizacién gr
Inpf2 Convierte la fraccién polinomial matricial izquierda a una representacion en espacio de
mpf2ss .
estado, forma canénica 4
P2 Convierte la fraccién polinomial matricial derecha a una representacién en espacio de
rmpf2ss

estado, forma candnica 12

Fuente: presentacion propia de los autores.

5. Conclusiones
En este trabajo se han unido dos técnicas para obtener una realizacién minima
multivariable. La primera es la obtencién de fracciones coprimas a partir de
representaciones en fraccion de matriz polinomial con matrices de Silvester gene-
ralizadas, y en la segunda interviene el método de Gauthier, lo cual en principio
es aplicable solamente a fracciones coprimas hacia la izquierda. La extension
que se hace para fracciones coprimas hacia la derecha es una buena alternativa
por su sencillez y facilidad en los manejos matriciales y porque la basqueda de
las fracciones coprimas no es sencilla y se debe hacer con ayuda computacional.
La creacién de las funciones de la Tabla 1 facilita considerablemente este pro-
ceso, con las restricciones impuestas para matrices de transferencia cuadradas.
A pesar de que las formas candnicas impuestas como 12 y 4 dentro de los
estilos de realizacion no son las unicas, si son las que mas se utilizan como rea-
lizaciones controlables y observables. Estas, a su vez, aportan bastantes ceros,
cuyo resultado para cualquier implementacion es deseable, ya que requerira un
menor numero de componentes.

Referencias

BASILIO, J. C. y KOUVARITAKIS, B. An algorithm for coprime matrix fraction description
using silvester Matrices. Linear Algebra and its Applications, 1997, vol. 266, num. 15,
pp- 107-125.

CHEN, C. T. Linear system theory and design. 3th. ed. Oxford: Oxford University Press, 2009.

DE SCHUTTER, B. Minimal state-space realization in linear system theory: an overview. Journal
of Computational and Applied Mathematics, Special Issue on Numerical Analysis in the 20th
Century, 2000, vol. 121, ntims. 1-2, pp. 331-354.

Ing. Univ. Bogotd (Colombia), 13 (2): 371-386, julio-diciembre de 2009



386 Franklin Pineda-Torres, Luini Leonardo Hurtado-Cortés, Alonso de Jesis Chica-Leal

GAUTHIER, A. Formas canénicas: curso de sistemas lineales de miltiples variables {notas de clase}.
Bogoté: Universidad de los Andes, 2008.

—. Identification recurrente des systemes multi-entrees, multi-sorties {These de doctorat}. Grenoble:
Institut National Polytechnique de Grenoble, 1977.

PANOS, J. A. y ANTHONY, N. M. Polynomial matrix description and matrix fractional des-
cription of system. En: Linear systems. Boston: Birkhéuser, 2005.

POLAK, E. An algorithm for reducing a linear. time-invariant differential system to state form.
IEEE Transactions on Automatic Control, 1966, vol. 11, nim. 3, pp. 577-579.

ROUGH, J. W. Linear system theory. New York: Prentice Hall, 1996.

SINHA, A. Linear systems optimal and robust control. Boca Ratén: CRC Press, 2007.

Ing. Univ. Bogotd (Colombia), 13 (2): 371-386, julio-diciembre de 2009



