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Resumen
La solución numérica de ecuaciones 
diferenciales parciales que evolucionan 
en el tiempo es un área de trabajo en 
constante desarrollo. En este trabajo 
se aborda la solución computacional 
de la ecuación de onda bajo dos mé-
todos para problemas que involucran 
el tiempo: el de Newmark y el de 
diferencias finitas (DF). El método 
de Newmark tiene una alta precisión 
y una excelente tasa de convergencia, 
comparado con el de DF. Por su 
parte, el método de DF es de fácil 
implementación. Con el ánimo de com-
parar estos dos métodos se han puesto 
en funcionamiento dos problemas 
típicos-test en FORTRAN: el de una 
membrana cuadrada totalmente fija 
en sus bordes con una velocidad inicial 
en el centro y una viga simplemente 
empotrada con una velocidad inicial 
en uno de sus extremos. Cada uno de 
estos problemas son implementados, 
espacialmente, con el método de los 
elementos finitos y, temporalmente, 
con Newmark y DF. Los resultados 
muestran que Newmark permite 
utilizar pasos de tiempo mayores que 
DF, pero presentan mayor oscilación 
numérica. Con estos resultados se 
espera obtener datos iniciales para 
comparar con otros métodos que serán 
implementados posteriormente.

Abstract
The numerical solution of partial 
differential equations that evolve over 
time is a research field in constant 
development. In this paper on the 
computational solution to the wave 
equation, two algorithms of time 
integration are used: the Newmark 
method and the finite difference me-
thod (FDM). The Newmark method 
has a high precision and excellent con-
vergence rate compared to the FDM. 
The FDM can be easily implemented. 
In an effort to compare these two 
methods, two typical problems using 
FORTRAN were implemented: first, 
a square membrane completely fixed at 
its edges with an initial velocity in the 
center, and second, a simply suppor-
ted beam with an initial velocity at 
one of its ends. These test problems 
are discretized in the space domain 
through the finite element method, 
and in the time domain through the 
Newmark method and the FDM. 
The results show that the Newmark 
method allows using time steps that 
are greater than those of the FDM, but 
present a higher numerical oscillation. 
These results are expected to be the 
source of initial data for a subsequent 
comparison with other methods

Palabras clave
Ecuaciones ondulatorias, ecuaciones 
diferenciales, convergencia (teleco-
municación).

Key words
Wave equations, differential equa-
tions, telecommunication.

Resumo
A solução numérica de equações di-
ferenciais parciais que evoluíram no 
tempo é uma área de trabalho em cons-
tante desenvolvimento. Neste trabalho 
aborda-se a solução computacional da 
equação de onda sob dois métodos para 
problemas que envolvam o tempo: o 
de Newmark e o de diferenças finitas 
(DF). O método de Newmark tem uma 
alta precisão e uma excelente taxa de 
convergência, comparado com o de DF. 
Por sua parte, o método de DF é de 
fácil implementação. Com o objetivo 
de comparar estes dois métodos forma 
colocados em funcionamento dois pro-
blemas típicos em FORTRAN: o de uma 
membrana quadrada totalmente fixa 
em suas bordas com uma velocidade 
inicial no centro e uma viga simples-
mente embutida com uma velocidade 
inicial num de seus extremos. Cada um 
destes problemas são implementados, 
espacialmente, com o método dos ele-
mentos finitos e, temporalmente, com 
Newmark e DF. Os resultados mos-
tram que Newmark permite utilizar 
passos de tempo maiores que DF, mas 
apresentam maior oscilação numérica. 
Com estes resultados espera-se obter 
dados iniciais para comparar com 
outros métodos que serão implemen-
tados posteriormente.

Palavras chave
Equações ondulatórias, equações di-
ferenciais, convergência (telecomu-
nicação).
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Sobre la solución numérica de la ecuación de onda

Introducción
Las ecuaciones diferenciales parciales que dependen del tiempo tienen numerosas 
aplicaciones en diversas ramas de la ciencia y la ingeniería (Gershenfeld, 1998; 
Mansur et al., 2007). Generalmente, para este tipo de ecuaciones es difícil 
obtener respuestas transitorias de una manera analítica; por esto se deben utilizar 
técnicas numéricas para encontrar soluciones aproximadas (Mansur et al., 2008; 
Loureiro, 2007). La manera más fácil de verificar si estas técnicas numéricas 
presentan un grado de precisión y fiabilidad es solucionando un problema del 
cual se conozca su solución analítica, y de esta manera comparar los resultados 
obtenidos frente a los resultados reales del fenómeno físico (Gershenfeld, 1998; 
Mansur et al., 2008).

A pesar de la gran cantidad de técnicas numéricas desarrolladas, todos los 
métodos de integración pueden ser clasificados como explícitos e implícitos. 
La literatura reporta muchos algoritmos clásicos explícitos (Souza et al., 2004; 
Tamma et al., 1990) e implícitos (Chung y Hulbert, 1993; Newmark, 1959) 
para resolver problemas en los que se requiere avance en el tiempo o integración 
temporal.

Los métodos explícitos no implican solucionar un grupo de ecuaciones 
lineales para cada paso de tiempo; usan, en cambio, la ecuación diferencial en el 
tiempo t para predecir la solución en el tiempo t + Δt. La mayoría de problemas 
requiere un paso de tiempo muy pequeño que cumpla con ciertas condiciones, 
a fin de obtener una solución estable. Por lo tanto, todos los métodos explícitos 
son condicionalmente estables respecto a la medida del paso de tiempo (Chapra 
y Canale, 1998; Akai, 1999).

Por su parte, los métodos implícitos intentan satisfacer la ecuación diferencial 
en un tiempo t, después de que la solución en el tiempo t – Δt es encontrada. 
Estos métodos requieren solucionar un grupo de ecuaciones lineales para cada 
paso de tiempo; pero, en contraprestación, se pueden utilizar pasos de tiempo 
de mayor tamaño. Los métodos implícitos pueden ser condicional o incondicio-
nalmente estables (Chapra y Canale, 1998; Akai, 1999).
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Desde esta perspectiva, en este artículo se estudia el comportamiento de 
dos familias de métodos de discretización temporal, para integrar la ecuación 
dinámica de movimiento. Con este propósito se analiza el método de las finitas 
(Chapra y Canale, 1998) y el de Newmark (Hughes, 2000).

Se solucionaron dos problemas: el primero trata de una membrana elástica 
cuadrada totalmente fija en sus extremos a la que se le aplica una velocidad ini-
cial en un área central. El segundo problema es el de una viga que se encuentra 
simplemente empotrada, a la que se le aplica una velocidad inicial en el extremo 
libre. Para la discretización se trata una formulación compuesta; las variables 
espaciales se discretizaron por medio de elementos finitos y para el avance en el 
tiempo se utilizaron los algoritmos que se van a evaluar.

Los resultados demuestran que el método de Newmark permite pasos de tiempo 
más grandes que los de diferencias finitas, aunque este último es de menor comple-
jidad computacional, por ser tomado en una configuración explícita. Además, el 
método de DF tiene mayor suavidad en su respuesta transitoria. La organización 
del artículo es como sigue: en la primera sección se indica la forma de realizar 
la semidiscretización de la ecuación de movimiento en la dimensión espacial, 
por medio del método de los elementos finitos; en la segunda se describen cada 
uno de los métodos que se van a utilizar, sus características y principales aplica-
ciones; en la tercera se presentan casos de simulación; en la cuarta se describen 
los resultados, y en la última se concluye.

1. Semidiscretización de la ecuación de movimiento
La ecuación de equilibrio dinámico para problemas escalares de propagación 
de onda se puede escribir como (Mansur et al., 2007; Loureiro, 2007; Carrer y 
Mansur, 1997):

( ( , )) ( , ) ( , ) ( , ) 0k u x t cu x t u x t f x tρ∇ ∇ − − − =   (1)

Donde k, c y ρ son los parámetros físicos del problema, los cuales son conside-
rados independientes del tiempo. Si ü = 0 la ecuación (1) es de reacción-difusión, 
si 0u =  es una ecuación de onda. Además, Si ü = 0 y 0u =  es una ecuación de 
Poisson, y finalmente, si 0, 0u u= =   y f = 0 es una ecuación de Laplace.

Para discretizar de forma espacial la ecuación (1) utiliza el método de los 
elementos finitos. Si (1) es el residuo, se puede multiplicar por la función W 
de ponderación e integrar a lo largo del dominio para obtener (Zienkiewicz y 
Taylor, 2000):
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0W r d
Ω

Ω =∫  (2)

Y, por lo tanto:

( ) ) 0W k u cu u f dρ
Ω

∇ − − − Ω =∫    (3)

Para discretizar el problema es necesario bajar el orden de la segunda 
derivada, con el ánimo de disminuir la exigencia (debilitación) del polinomio de 
aproximación (reducción del orden). Con este fin se aplica el teorema de Green 
(Hughes, 2000; Zienkiewicz y Taylor, 2000), de donde se obtiene:

( ) 0Wk u d Wcu d W u d Wf d W k u n dTρ
Ω Ω Ω Ω Γ

∇ ∇ Ω + Ω + Ω + Ω − ∇ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫   (4)

Al tomar las aproximaciones lineales de los desplazamientos y velocidades 
como (Hughes, 2000):

ˆ
ˆ

ˆ

T

T

T

u N u

u N u

u N u

=

=

=

 

 

Donde û es la aproximación de la variable en cualquier parte del dominio, u 
es el vector solución en los puntos nodales del elemento y N son las funciones 
de forma del elemento cuadrado bilinear que se utiliza como función base para 
resolver el problema (Hughes, 2000). La forma de las funciones se puede ver 
en la Figura 1.

Figura 1. Funciones de forma

Fuente: (Hughes, 2000).

1N
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Finalmente, aplicando el método de Bubnov-Galerkin (o Galerkin estándar) 
en dos dimensiones (Zienkiewicz y Taylor, 2000) —para lo cual la función de 
ponderación es igual a la función de forma W=N—, se obtiene:

M u Cu Ku F+ + =   (5)

Donde:

M N N d uρ
Ω

 
= Ω 

 
∫  (6)

TC NcN d u
Ω

 
= Ω 

 
∫   (7)

TK Nk N d u
Ω

 
= ∇ ∇ Ω 

 
∫  (8)

( )TF Nf d N k N n d
Ω Γ

 
= − Ω + ∇ Γ 

 
∫ ∫  (9)

Si se está considerando un sistema estructural, M, C y K denotan matrices 
de masa, amortiguamiento y rigidez, respectivamente. F es el vector de carga 
equivalente nodal y ,u u   y u son, respectivamente, los vectores desconocidos de 
aceleración, velocidad y desplazamiento. La solución de la ecuación (5) puede 
obtenerse mediante un procedimiento numérico de integración temporal con 
condiciones iniciales en el tiempo t = 0 dadas por ( )0u  y u(0). 

De esta manera, la gran mayoría de problemas dependientes del tiempo 
se pueden reducir a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) 
(Zienkiewicz y Morgan, 1982). Por lo tanto, la solución de estas EDO se puede 
llevar a cabo a través de los métodos de integración temporal, específicamente se 
utilizan el método de diferencias finitas y el método de Newmark, que se describen 
a continuación.

2. Métodos de integración temporal

2.1 Familia de métodos de Newmark
En 1959, Newmark presentó una familia de métodos de integración de un paso, 
para la solución de problemas dinámicos estructurales (Newmark, 1959). Desde 
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ese entonces, este método se ha empleado para el análisis dinámico de una gran 
cantidad de problemas estructurales en ingeniería y se ha modificado, e incluso 
mejorado, en muchas investigaciones al respecto (Daniel, 1997; Wood et al., 
1981). Para ilustrar el uso de esta familia de métodos de integración numérica 
se considera la solución de la ecuación lineal de equilibrio dinámico:

tt t tM u Cu Ku F+ + =   (10)

El uso directo de la serie de Taylor provee una aproximación de la variable u 
y su primera derivada:

2 3

2

...
2 6

2

t t t t t t t t t

t t t t t t t

t tu u tu u u

tu u tu u

−∆ −∆ −∆ −∆

−∆ −∆ −∆

∆ ∆= + ∆ + + +

∆= + ∆ +

  

   

 (11)

Para completar el método, Newmark truncó estas ecuaciones y las expresó 
en función de dos parámetros:

2
3

2

...
2t t t t t t t t t

t t t t t t t

tu u tu u t u

u u tu t u

β

γ

−∆ −∆ −∆ −∆

−∆ −∆ −∆

∆= + ∆ + + ∆ +

= + ∆ + ∆

  

   

 (12)

Donde β y γ son los parámetros que definen un tipo de familia particular 
(véase Tabla 1) (Hughes, 2000). Si se supone que la aceleración será lineal en cada 
paso de tiempo, la tercera derivada temporal puede ser aproximada mediante:

( )t t tu u
u

t
−∆−

=
∆

 
  (13)

La sustitución de la ecuación (13) en la ecuación (12) produce las ecuaciones 
de Newmark en su forma habitual (14):

3 21
2

(1 )

t t t t t t t t

t t t t t t

u u tu t u t u

u u tu tu

β β

γ γ

−∆ −∆ −∆

−∆ −∆

 = + ∆ + − ∆ + ∆  
= + − ∆ + ∆

  

   

 
(14)

El término ut es obtenido a partir de las ecuaciones (10) y (14). Con base 
en las ecuaciones (14) se definen los predictores (Hughes, 2000; Zienkiewicz y 
Taylor, 2000) como:
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( )

21
2

1

t t t t t t t

t t t t t

u u tu t u

u u tu

β

γ

−∆ −∆ −∆

−∆ −∆

 = + ∆ + − ∆  

= + − ∆

  

  

 
(15)

Con ayuda de los predictores, se redefinirán las ecuaciones (14) (Hughes, 
2000; Zienkiewicz y Taylor, 2000):

2
t t t

t t t

u u t u

u u tu

β
γ

= + ∆

= + ∆

 

  
 (16)

Al reemplazar las ecuaciones (16) en la ecuación (10), se obtiene la expresión 
(Hughes, 2000; Zienkiewicz y Taylor, 2000):

2( ) tt t tM tC t K u F Cu Kuγ β+ ∆ + ∆ = − −   (17)

La ecuación (17) debe ser resuelta para üt. Newmark utilizó las ecuaciones (14) 
y (17) iterativamente, en cada paso de tiempo, para evaluar los desplazamientos y 
las velocidades de cada uno de los grados de libertad del sistema de ecuaciones. 
Para comenzar a utilizar el método es necesario conocer 0 0,u u  y u0. El término ü0 
se puede introducir directamente o se puede calcular de la siguiente expresión:

0 0 0Mu F Cu Ku= − −   (18)

Se debe hacer hincapié en que el método de Newmark depende de la elección 
de los parámetros β y γ (ecuaciones 14 y 17); por lo tanto, es necesario conocer 
en qué región de estabilidad se está trabajando. En cuanto a la estabilidad para 
problemas donde C = 0 (amortiguamiento cero), el método de Newmark es 
condicionalmente estable si (Hughes, 2000):

max

1 1 1,
2 2 / 2

y tγ β
ω γ β

≥ ≤ ∆ ≤
−

 (19)

Donde ω
max

 es la máxima frecuencia en el sistema (Newmark, 1959). El 
método de Newmark es incondicionalmente estable si:

12
2

β γ≥ ≥  (20)

La familia de Newmark se compone de un gran número de métodos de in-
tegración diferentes, lo cual es posible debido al rango de valores distintos que 
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pueden tomar sus parámetros β y γ. Sin embargo, existen casos especiales, muy 
conocidos, estudiados y frecuentemente usados (Goudreau y Taylor, 1972). Estos 
métodos se resumen en la Tabla 1. 

Tabla 1. Propiedades de los métodos más conocidos de Newmark 

Método γ β Precisión

Diferencias centrales
1
2 0

Excelente para pequeños Δt
Inestable para grandes Δt 

Aceleración lineal
1
2

1
6

Muy bueno para pequeños Δt
Inestable para grandes Δt

Aceleración promedio (regla trapezoidal)
1
2

1
4

Bueno para pequeños Δt
Incondicionalmente estable

Fuente: (Hughes, 2000).

2.2 El método de diferencias finitas
El método de las diferencias finitas es un método numérico clásico ampliamente 
utilizado en la solución de problemas en ingeniería y ciencias (Chapra y Canale, 
1998). Por su sencillez, rapidez y bajo costo computacional, con frecuencia, es 
usado en la mayoría de los problemas de onda (Mansur et al., 2007). El método 
se usa para la discretización espacial o temporal; en este caso, la discretización 
espacial se realizó por el método de los elementos finitos y se recurre al método 
de diferencias finitas para realizar la discretización temporal.

Para la discretización temporal se utilizarán aproximaciones en diferencias 
finitas hacia adelante. Por lo tanto, el término de velocidad tiene la forma (21a): 

t t t

t t

u u u
t t

+∆

+∆

∂ −=
∂ ∆

 (21a)

En los problemas propuestos se involucran variables de aceleración; debido a 
esto se define la expresión para la segunda derivada de la siguiente manera:

2

2

u u
t t t

∂ ∂ ∂ =   ∂ ∂ ∂
 (21b)

Si hacemos u
tf ∂

∂= , entonces:

( )
t t tf ff

t t

+∆∂ −=
∂ ∆

 (22)
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Al reemplazar de nuevo f t+Δt por su equivalente, se tiene: 

( )
2

2

t t t tu u
t fu f

t t

+∆ −
∆ −∂ =

∂ ∆  (23)

Con ello obtenemos una expresión explícita por medio de diferencias finitas 
para la segunda derivada, en la cual se involucra un término de velocidad tu :

( )
2

2 2

t t t t
i i i iu u u u tf

t t

+∆∂ − − ∆
=

∂ ∆
  (24)

Por ende, teniendo las aproximaciones de la primera y segunda derivada, se 
reemplazan en la ecuación (5), para obtener la expresión (25):

2 2( ) ( )t t t tM C t u M C t K t u M tu F t+∆+ ∆ = + ∆ − ∆ − ∆ + ∆  (25)

Por otro lado, para que la solución por el método de las diferencias finitas 
sea estable, el paso de tiempo debe tener un límite máximo, el cual se halla con 
ayuda del criterio de Courant, que establece: 

cΔt ≤ L (26)

Donde c es la velocidad de propagación de la onda en el medio, L es una me-
dida lineal del elemento como el ancho de la celda o su largo y Δt es el intervalo 
de tiempo que se va a estimar.

Para evaluar cada uno de los métodos descritos se resuelven problemas test 
que tienen solución analítica, con el objetivo de compararla con la respuesta 
numérica. Los casos de simulación se presentan en la siguiente sección.

3. Casos de simulación
Luego de haber conocido cada uno de los métodos numéricos de integración 
temporal utilizados, se describen dos de los problemas físicos típicos empleados 
para evaluar distintas técnicas numéricas. El primer problema es el de una membrana 
elástica cuadrada, fija en todos sus cuatro extremos, sometida a una condición 
de velocidad inicial en una región cuadrada de su centro, que se deja oscilar 
libremente, tal como se describe en (Mansur et al., 2007). El segundo proble-
ma es el de una viga simplemente empotrada, sometida a una condición de 
velocidad inicial en su extremo libre, tal como se describe en (Zienkiewicz y 
Taylor, 2000).
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3.1 Membrana elástica
La ecuación de onda escalar puede ser escrita como (Zienkiewicz, et al., 1982; 
Hughes, 2000):

2
2 2

2

u c u
t

∂ = ∇
∂

 (27)

Al realizar la semidiscretización de la ecuación (27) por medio del método 
de los elementos finitos, y basándonos en el procedimiento seguido para llegar 
a la expresión (5), se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 
del problema de onda escalar:

M u Ku F+ =  (28)

Para el problema test se diseñó una membrana cuadrada, fija a lo largo de todo 
su contorno y sometida a una condición de velocidad inicial v

0
(x,y) = c, aplicada 

en la región sombreada que se muestra en la Figura 2. Para este problema los 
parámetros del modelo son: a = 1 y c = 1 (Mansur et al., 2007).

Figura 2. Geometría de la membrana y condiciones iniciales

Fuente: (Mansur et al., 2007).

El dominio espacial se discretizó por medio del método de los elementos 
finitos, tal como se describió en la primera sección, empleando mallas estruc-
turadas con elementos cuadrados bilineales de diferente tamaño, tal como se 
resume en la Tabla 2.
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X

a

a/5

a/5

A



398 Juan Carlos Piñeros-Cañas, Diego Alexander Garzón-Alvarado

Ing. Univ. Bogotá (Colombia), 13 (2): 387-409, julio-diciembre de 2009

Tabla 2. Tamaño y número de elementos utilizados

Tamaño del elemento Número de elementos
0,10 100

0,05 400

0,02 2.500

0,01 10.000

Fuente: presentación propia de los autores.

3.2 Elasticidad plana en una viga 
En el segundo caso de test se analiza el comportamiento elástico bidimensional 
de una viga simplemente empotrada, sometida a una condición de velocidad 
inicial en su extremo libre. Como nos referimos a un estado de tensión plana, el 
vector de deformaciones significativas de un punto se define como (Oñate, 1995):

ε = [εx, εy, εxy]
T (29)

Donde:

x

y

xy

u
x
v
y
u v
y x

ε

ε

γ

∂=
∂
∂=
∂
∂ ∂= +
∂ ∂

 (29a)

De esta manera puede ser expresado matricialmente como ε = Bu, donde 
B es igual a (Oñate, 1995):

0

0

x

B
y

y x

 ∂
 
∂ 

 ∂=  ∂ 
 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

 
(30)

Si se parte del mismo concepto de tensión plana, el vector de esfuerzos sig-
nificativos puede ser expresado —en la notación simplificada de Voight (Djoko 
y Reddy, 2006)— como:

σ [σx, σy, τxy]
T (31)
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Y la relación matricial entre tensiones y deformaciones está dada por (Oñate, 
1995):

Dσ ε=  (32)

Donde D es la matriz de constantes elásticas (matriz constitutiva), que para 
el caso particular de tensión plana y elasticidad isótropa es igual a:

2

1 0
1 0

1
0 0 (1 ) / 2

ED
υ

υ
υ

υ

 
 =  −
 − 

 (33)

En este caso, E es el módulo de elasticidad, y υ, el coeficiente de Poisson. 
Para el desarrollo de la semidiscretización espacial con ayuda del método de los 
elementos finitos se toma la ecuación diferencial de momentum lineal:

σi j, j + bi = ρüi       i = 1,2 (34)

Donde σ son las componentes del esfuerzo, ρ es la densidad de masa y b son 
las fuerzas del cuerpo. A la anterior expresión se le aplica el proceso descrito 
(semidiscretización) con el fin de llegar a un sistema matricial de ecuaciones 
diferenciales ordinarias de la forma:

Mu + P(σ) = F (35)

El término P(σ) depende de los esfuerzos; por ello para llevarlo a una expre-
sión que dependa únicamente de las deformaciones utilizamos la ecuación (32), 
que transforma la última expresión en:

Mü + Ku = F (36)

De manera que cada uno de los términos de la expresión (36) quedan defi-
nidos de la siguiente forma:

TM N N dρ
Ω

= Ω∫  (37)

TK B DB d
Ω

= Ω∫  (38)
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T TF N b d B g d
Ω Γ

= Ω + Γ∫ ∫  (39)

Para el segundo problema de test se diseñó una viga rectangular, empotrada 
en uno de sus extremos. En su extremo libre fue sometida a una condición de velo-
cidad inicial υ

0
 = 0,1. El dominio espacial se discretizó por medio del método de 

los elementos finitos, tal como se describió, empleando una malla estructurada 
con elementos cuadrados bilineares de tamaño 0,005, lo que dio como resultado 
para la viga de acero simulada (Figura 3) un total de 4.000 elementos.

Figura 3. Geometría de la viga y condiciones iniciales

Fuente: presentación propia de los autores.

4. Resultados

4.1 Membrana elástica 
En el conjunto de imágenes que constituyen la Figura 4 se muestran los resultados 
obtenidos para la membrana hasta el primer segundo, en diferentes instantes 
de tiempo (10.000 elementos, dt=0,001).

Figura 4. Simulación de la membrana elástica

Fuente: presentación propia de los autores.
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En las figuras 5, 6 y 7 se pueden ver los resultados numéricos obtenidos para 
el punto central de la membrana (x = 0,5 m; y = 0,5 m), con cada una de las 
técnicas numéricas de integración descritas, tomando diferentes pasos de discreti-
zación para el dominio espacial y para el dominio temporal. Con el fin de evaluar 
cualitativamente y cuantitativamente la precisión de las soluciones numéricas, 
se pone en cada una de las gráficas la solución analítica del problema para este 
punto. Las primeras simulaciones se realizan con un paso de discretización de 0,1 
segundos, con cada una de las mallas estructuradas descritas en la Tabla 2. 

Figura 5. Resultados para el punto central Δt = 0,1

Fuente: presentación propia de los autores.

En la Figura 5 se observa la respuesta de las diferentes técnicas de integración 
con Δt = 0,1 segundos. Para este paso de tiempo los métodos de Newmark de 
diferencias centrales y de aceleración lineal son inestables. El método de New-
mark de aceleración promedio intenta converger presentando oscilaciones. Cabe 
anotar que la única solución por diferencias finitas que cumple con el criterio 
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de Courant es la primera simulación realizada con una malla de 100 elementos 
(L=0,1 m); a pesar de ello, en las simulaciones anteriores no existe divergencia.

Cuando se disminuye el paso de tiempo empleado de 0,1 a 0,01 segundos, 
se ve que los métodos de Newmark condicionalmente estables (diferencias 
centrales y aceleración lineal) convergen para los casos de simulación con 100 y 
400 elementos, al igual que el método condicional de aceleración lineal para el 
caso de 2.500 elementos (Figura 6). 

Figura 6. Resultados para el punto central dt = 0,01

Fuente: presentación propia de los autores.

Los métodos de la familia de Newmark que convergen evidencian el mismo 
comportamiento en sus respuestas. Tanto el método de diferencias finitas como 
el de Newmark presentan una disminución en el error respecto a la gráfica de la 
solución analítica. Se observa una tendencia de estabilización en la convergencia 
de cada uno de los métodos para las mallas de 2.500 y 10.000 elementos.
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Cuando se utiliza en las simulaciones el paso de tiempo más pequeño (0,001 
segundos), todos los métodos de Newmark condicionalmente estables con-
vergen para las mallas estructuradas tomadas. Al igual que en el caso anterior 
(0,01), las respuestas de toda la familia de Newmark presentan el mismo 
comportamiento. A medida que aumentan los elementos, se observa en cada 
uno de los métodos una disminución en la cantidad del error, comparando con 
la solución analítica (Figura 7).

Figura 7. Resultados para el punto central dt = 0,001

Fuente: presentación propia de los autores.

Para determinar la convergencia de cada uno de los métodos, se calculó el 
error relativo, en el espacio L2 (Hughes, 2000), utilizando la siguiente expresión:

 2 2

2 2

( )

( )

analitica
t x

analitica
t x

u u t x
e

u t x

− ∆ ∆
=
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∑∑
∑∑

 (40)
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Y con ayuda de estos valores se determinó la tasa de convergencia (ratio) 
para cada uno de los algoritmos. Todos los datos obtenidos se pueden observar 
en las tablas 3 y 4.

1

1

log
log

i

i

i

i

Error
Error

t
t

ratio +

+

∆
∆

=  (40a)

Tabla 3. Error con la norma L2 y radios de convergencia Δx fijo

Δt Δx Error Ratio
DF Newmark DF Newmark

0,05 0,01 0,4425 0,4957 0,6107 2,2391

0,0375 0,01 0,3712 0,2603 0,6448 2,6165

0,025 0,01 0,2858 0,0901 0,6907 2,3218

0,01875 0,01 0,2343 0,0462 0,7667 1,6989

0,0125 0,01 0,1717 0,0232 0,8592 1,7807

0,009375 0,01 0,1341 0,0139 0,9617 0,6918

0,00625 0,01 0,0908 0,0105 1,0566 0,0333

0,0046875 0,01 0,0670 0,0104 1,1284 0

0,003125 0,01 0,0424 0,0107 … …

DF: diferencias finitas.
Fuente: presentación propia de los autores.

Tabla 4. Error con norma L2 y radios de convergencia Δt fijo

Δt Δx Error Ratio
DF Newmark DF Newmark

0,01 0,10 0,6944 1,4094 1,7835 2,1745

0,01 0,05 0,2017 0,3122 0,4301 2,1359

0,01 0,02 0,1360 0,0441 0 1,5272

0,01 0,01 0,1420 0,0153 … …

DF: diferencias finitas.
Fuente: presentación propia de los autores.

En las tablas se puede ver la diferencia práctica en los órdenes de conver-
gencia de ambos métodos de integración temporal. El método utilizado de las 
diferencias finitas hacia delante totalmente explícito tiene un orden de conver-
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gencia teórico de 1 (Zienkiewicz y Morgan, 1982) y el método de Newmark 
(aceleración promedio) tiene un orden de convergencia teórico de 2 (Hughes, 
2000).

4.2 Viga en voladizo
En la Figura 8 se puede observar el desplazamiento total de la viga para los 
tiempos indicados, con un Δt = 0,001.

Figura 8. Simulación de la viga simplemente empotrada

Fuente: presentación propia de los autores.

La Figura 9 muestra los resultados numéricos obtenidos para la viga en vola-
dizo. Se grafica el desplazamiento del punto central del extremo libre de la viga. 
La simulaciones se realizaron con los dos algoritmos descritos, utilizando dos 
pasos temporales distintos (0,0005 y 0,0001).

Con el primer paso de tiempo (Δt = 0,0005) se observó que el algoritmo de 
diferencias finitas presentaba un “amortiguamiento algorítmico”, debido a que el 
problema era de tipo elástico, en el cual no se contemplaba disipación de energía 
(caso ideal). Se aprecia que el método de Newmark de aceleración promedio 
converge y da resultados coincidentes con lo esperado. 
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Figura 9. Resultados para el punto central ubicado sobre el extremo libre Δt = 0,0005

Fuente: presentación propia de los autores.

La segunda simulación se realizó con un paso de tiempo más pequeño  
(Δt = 0,0001). Se muestra de manera ampliada el primer semiciclo de onda que 
sigue el punto medio del contorno del extremo libre de la viga. Al igual que en 
las simulaciones de la membrana, el método de las diferencias finitas presenta 
curvas suaves de solución, diferente al método de Newmark empleado, en el 
que se presentan oscilaciones debido a los predictores (Figura 10).

Figura 10. Resultados para el punto central ubicado sobre el extremo libre Δt = 0,0001

Fuente: presentación propia de los autores.
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5. Conclusiones
• Para las mallas gruesas tomadas de discretización espacial, el método de las 

diferencias finitas no presenta una buena aproximación, únicamente se ve una 
tendencia a seguir las concavidades de la curva de solución analítica.

• En cuanto a los métodos de Newmark expuestos, se ve un comportamiento 
oscilatorio, debido a las correcciones hechas en cada paso por cada uno de 
los predictores para ajustarse a la curva. 

• Al igual que en las diferencias finitas, en el método de Newmark se evidencia 
que si el paso de tiempo es muy grande, no importa que se refinen las mallas 
espaciales, pues las respuestas serán similares y estarán alejadas de la solución 
analítica.

• Para los casos en que convergen, las respuestas obtenidas a través de los 
distintos métodos de Newmark son iguales y se encuentran sobrepuestas.

• Las respuestas del método de las diferencias finitas para todos los casos son 
suaves, y presentan dificultad para adaptarse a formas puntiagudas.

• Los radios de convergencia obtenidos en la práctica coinciden con los radios 
numéricos teóricos consultados.

• Se evidencia que el algoritmo de diferencias finitas para algunos problemas 
presenta un “amortiguamiento algorítmico”, y que los algoritmos de la fami-
lia de Newmark, en todos los casos, presentan oscilaciones espurias de alta 
frecuencia.
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