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Fuzzy measures and fuzzy integrals. Abstract.
This is a study of fuzzy measures and fuzzy inte-
grals; it presents some of the phenomena where
they are used. It exposes how the concept of fuzzy

measure is introduced and from it, the notion of
fuzzy integral is presented. Properties of fuzzy

measures are established and they are classified
according to additive property and A-measures,
while the probability, plausibility, credibility, pos-
sibility and necessity measures are observed as
classic examples of the classification completed.
The two main fuzzy integrals were analyzed: the
Sugeno integral and the Choquet integral, given
the application of these integrals is made on finite
sets, a comparison between them for the finite
case 1s performed using the concept of equiorde-
red functions. We present two examples in which
fuzzy measures and fuzzy integrals are used in
the classification of individuals and in quality
assessment. It also describes some phenomena
where they are applied. Classic measures are used
in certain special cases of uncertainty based on
randomness. The use in certain contexts of fuzzy
measures (non-additive) and fuzzy integrals offer

a more flexible and realistic focus in modeling
uncertainty.
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Resumen. Se presenta un estudio de las medidas difusas y
de las integrales difusas, y se muestran algunos fenémenos
donde estas son utilizadas. Se expone como es introducido el
concepto de medida difusa y como a partir de él se introduce
la nocién de integral difusa. Se establecen propiedades de
las medidas difusas y se clasifican de acuerdo a la propie-
dad aditiva y las A-medidas, se observa cémo las medidas de
probabilidad, plausibilidad, credibilidad, posibilidad y nece-
sidad son ejemplos clasicos en la clasificacion realizada. Se
hace un anlisis de las dos principales integrales difusas: inte-
gral de Sugeno e integral de Choquet, dado que la aplicacion
de estas integrales se hace sobre conjuntos finitos, se realiza
utilizando el concepto de funcién equiordenada una compa-
racion de ellas para el caso finito. Se presentan dos ejemplos
donde se utilizan las medidas difusas e integrales difusas en
los procesos de clasificacion de individuos y evaluacién de
calidad. También se describen algunos fenémenos donde
ellas son aplicadas. Las medidas clasicas son usadas en ciertos
casos especiales de incertidumbre basados en la aleatoriedad.
La utilizacién en determinados contextos de medidas difusas
(no aditivas) y de las integrales difusas ofrece un enfoque mas
flexible y realista para modelar la incertidumbre.

Resumo. Apresentamos um estudo de medidas difusas e
integrais difusas, e mostramos alguns fenémenos onde sio
utilizadas. Expde-se como ¢ introduzido o conceito de me-
dida difusa e como a partir dai se introduz a nogio de inte-
gral difusa. Estabelecem-se propriedades das medidas difusas
e classificam-se de acordo com a propriedade aditiva e as
A-medidas, observa-se como as medidas de probabilidade,
plausibilidade, credibilidade, possibilidade, e necessidade sio
exemplos classicos da classificagio feita. Faz-se uma anélise
das duas principais integrais difusas: integral de Sugeno e in-
tegral de Choquet, uma vez que a aplicagdo destas integrais é
feita sobre conjuntos finitos, realiza-se utilizando o conceito
de fungio equiordenada comparando-as com o caso finito.
Apresentam-se dois exemplos que usam medidas difusas e
integrais difusas nos processos de classificagdo dos indivi-
duos e de avaliagdo de qualidade. Também se descreve alguns
fenémenos onde elas sio aplicadas. As medidas classicas sdo
usadas em certos casos especiais de incerteza baseados em
aleatoriedade. O uso em determinados contextos das me-
didas difusas (ndo aditiva) e integrais difusas fornece uma
incerteza de modelagem mais flexivel e realista.
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Medidas difusas e integrales difusas

Introduccidén

Intentando dar otro enfoque en la generalizacion
del concepto de medida, en los afios setenta del si-
glo pasado Michio Sugeno define por primera vez
los conceptos de “medida difusa e integral difusa”
(Sugeno, 1974). Una de las caracteristicas princi-
pales de las medidas difusas es que no requieren
la propiedad de la aditividad, en contraste con las
medidas clasicas; por eso también son llamadas
medidas no aditivas. Las medidas difusas segun
Sugeno, se obtienen mediante la sustitucion de la
aditividad de las medidas clasicas por propiedades
mas débiles como la monotonia, la continuidad
por abajo y la continuidad por arriba. El nombre

acufiado por Sugeno fue dado porque él intenta-
ba comparar las medidas de probabilidad con las
funciones de pertenencia de los conjuntos difusos.
Sugeno intento generalizar las medidas clasicas a
las medidas difusas, tratando de hacer un proceso
analogo al realizado en la generalizacion de los
conjuntos clasicos en conjuntos difusos. Debido a
esta analogia fue dado el nombre de dichas medi-
das. Es de mencionar que la nocion de conjunto
difuso fue propuesta por Zadeh (1965) con el obje-
tivo de definir conjuntos que no tienen fronteras
bien definidas.

Aunque el término de medida difusa ha sido
aceptado por la comunidad cientifica, también ha
servido para confusiones, ya que la palabra “difu-
sa” no necesariamente implica que la medida se
aplique a conjuntos difusos o que la medida sea di-

tusa en el sentido de dicha teoria. Concretamente,
L sent v {

una medida difusa es una funcién monétona no ne-

gativa de valores definidos en “conjuntos clasicos”.

Actualmente, en los libros y articulos sobre este

tema, el término de “medidas difusas” ha sido sus-
eI 0 ac : )
tituido por el término de “medidas monotonas”,

“medidas no aditivas” o “medidas generalizadas”
(Asahina et al., 2006; Denneberg, 1994; Song, 2005;
Song y Li, 2005; Murofushi y Sugeno, 2000; Wang,
1992; Wang y Klir, 2009). Cuando las medidas difu-
sas son definidas sobre conjuntos difusos, se habla

de medidas monoétonas fuzzificadas (Wang y Klir,
2009).

A pesar de las muchas aplicaciones de la teoria
clasica, cada vez mas, se reconoce que ella esta limi-
tada por el requisito de la aditividad de las medidas.
Exigir la aditividad en la medicién de una propie-

dad de un conjunto de algtin tipo es basicamente
suponer que no hay interaccion entre los elemen-
tos del conjunto y la medida de ellos. Sin embargo,
hay problemas en los cuales si hay interaccion en-
tre los elementos del conjunto y su medida. Sea
(X, .e/) un espacio medible (al par (X;.¢/), donde
X esun conjunto y .¢/ es una o-algebra de X, es
llamado espacio medible y a los elementos de .o se
les llama conjuntos medibles). Se puede encontrar
un estudio detallado de estos conceptos en Ash
(2000) y Folland (1999). Se dice que una funcién
 describe una interaccion entre los elementos de
los conjuntos A, B € .«f con AN B = @, si sucede
alguna de las siguientes situaciones:

1. Se expresa una interaccion positiva (coope-
racion, mejora, ampliacién) entre A y B
en términos de la propiedad medida, si

p(AUB) > u(A)+ w(B).

2. Se expresa una interaccion negativa (incom-
patibilidad, rivalidad, inhibicion) entre A y
B en términos de la propiedad medida, si
W(AUB) < s(A)+ (B).

3. Se expresa que no hay interaccién entre A
y B en términos de la propiedad medida, si

U(AUB) = p(A)+ u(B).

Obsérvese que las medidas clasicas solo pueden
capturar la tercera situacion, que es aplicable sélo
a las propiedades que no son interactivas.

La utilizacién de medidas no aditivas en deter-
minados contextos de aplicacidn, ofrece un enfo-

que mas flexible y realista a una amplia gama de
problemas. Por ejemplo, si se considera un conjun-
to de trabajadores X en un taller, que son involu-
crados en la elaboracion de productos de un tipo
especifico, y se supone que el conjunto X esta di-
vidido en subgrupos G,,G,, ..., Gy, donde u(G,)
indica el nimero de productos fabricados por cada
grupo G; dentro de una determinada unidad de
tiempo, entonces se puede presentar que cuando
los grupos trabajan por separado, la funcion u es
una medida aditiva. Sin embargo, cuando algunos
de los grupos trabajan juntos y hay cooperacion
eficiente entre ellos, la medida es superaditiva. Por
el contrario, si la cooperacion es ineficaz, la medi-
da es subaditiva.
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Como se ha dicho, en general, las medidas di-
fusas pierden la propiedad de aditividad, que apa-
rentemente las hace mucho mas flexibles que las
medidas clasicas. Pero debido a esto, es dificil desa-
rrollar una teoria general de las medidas difusas
sin ninguna condicion adicional.

En el trabajo pionero de Sugeno se introduce
una medida difusa llamada A-medida o medida de
Sugeno, que permite generalizar la propiedad adi-
tiva de las medidas de probabilidad (Banon, 1981;
Geronimo, 1988):

gAAUB) = g,(A)+ g,(B)+ A- g,(A)- g;(B),
siempre que AN B = @, donde A € (—1,00). Pos-

teriormente, Shafer (1976) introduce dos medidas
difusas llamadas medidas de credibilidad y plausi-

bilidad, fundamentales en el desarrollo de la teoria
de la evidencia; este trabajo fue motivado por la

investigacion previa de Dempster sobre probabili-
dades inferior y superior, investigacion enmarcada
también dentro de la teoria de la evidencia, y cono-
cida como la teoria Dempster-Shafer (Shafer, 1976;
Dempster, 1967a, 1967b).

Mas adelante se introduce una nueva medida
difusa, llamada medida de posibilidad, que satis-
face II(A U B) = max{II(A),II(B)} (Zadeh, 1978).
Una medida de posibilidad es un caso particular
de una medida de plausibilidad. También definen
una medida difusa dual a la medida de posibili-
dad, llamada medida de necesidad, y que satisface
la ecuacion Nec(A) = 1 —II(A°), donde A¢ de-
nota el complemento del conjunto A. Una medi-
da de necesidad es un caso particular de una me-
dida de credibilidad, y que cumple la propiedad
Nec(A N B) = min{Nec(A),Nec(B)}. Una rela-

ci6on detallada entre las medidas difusas anterior-
mente nombradas, al igual que una clasificacion,
fue realizada por Banon (1981).

Como se menciond antes, es dificil desarrollar
) 3 . Tol
una teoria general de las medidas difusas sin im-

poner condiciones adicionales. En este sentido,
Wang (1984, 1985) introduce algunos conceptos

nuevos sobre las caracteristicas estructurales de
las medidas difusas, y por medio de ellos genera
un desarrollo de la teoria general de las medidas
difusas: nulaaditividad, autocontinuidad, autocon-
tinuidad uniforme, pseudo nulaaditividad y pseu-
do autocontinuidad, entre otras. Estos conceptos
estructurales de las medidas difusas han servido

para garantizar condiciones suficientes y necesa-
rias para generalizar teoremas de la teoria clasica
de la medida al contexto de las medidas difusas.

Posteriormente, muchos autores se han dedica-
do a mejorar los resultados propuestos. Por ejem-

plo, un estudi6 de los conceptos dados por Wang
y la relacion existente entre ellos es realizado por
Sun (1992); un analisis sobre las condiciones de
continuidad y nulaaditividad de las medidas difu-
sas fue hecho por Asahina et al. (2006).
Actualmente, las medidas difusas se han aplica-
do en varias disciplinas como la inteligencia artifi-
mal p51colog1a teoria de juegos, teoria de la deci-
sion, economla, redes neuronales, procesamiento
de imagenes, entre otras (Liginlal y Terence, 2006;
Rama y Tarres, 2007). Para la comunidad cientifica

es una rama de la matematica interesante, donde
hay mucho que explorar y que tiene aplicaciones

potenciales.

Unido al concepto de medida difusa se encuen-
trael de 1ntegral difusa. Murofushi y Sugeno (2000)
definen “la integral difusa” como la integral res-
pecto a una medida difusa. Entre las integrales
respecto a una medida difusa se encuentran las in-
tegrales dadas por Sugeno y por Weber (Sugeno,
1974; Weber, 1984).

Sugeno introduce la siguiente definicion de in-
tegral difusa, conocida como integral de Sugeno:
Sea u una medida difusa sobre X y f : X — [0, 1]
una funcion medible no negativa con respecto a la
medida difusa u; entonces la integral de f respecto
a u es dada por:

J[f du= sup [an p({x]f(x)> a})],

a€[0,1]

donde A es el operador minimo. Es de mencionar,
que aunque las medidas difusas son una extension
de las medidas de probabilidad, la integral de Su-
geno no es una extension de la integral de Lebes-
gue. Si reemplazamos la suma y la multiplicacion
de los nimeros reales por el supremo y su infimo
respectivamente en la formula de la integral de Le-
besgue sobre la recta real, se obtiene la integral de
Sugeno. Obsérvese que si A es un conjunto clasico
su integral de Sugeno es igual a la medida de A;

debido a esto, si la medida utilizada no es aditi-
va, la integral de Sugeno es la generalizacion de
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la medida de Lebesgue, pero no de la integral de
Lebesgue.

Por otra parte, Weber (1984) introduce otra in-
tegral respecto a una medida difusa que llamo la

integral de Choquet, y definida por:

frdu=| i) 2 apda

Dado que varias definiciones para la integral de
Choquet son equivalentes a las definiciones para
la integral de Lebesgue, puede considerarse que
la integral de Choquet es una generalizacion de
la integral de Lebesgue (De Campos y Bolafios,
1992).

Es de mencionar que mientras la integral de
Sugeno se basa en operadores no lineales (mini-
mo y maximo), la integral de Choquet se basa en
operadores lineales (suma y producto). La integral
de Sugeno tiene como aplicaciones la evaluacion
subjetiva de fenémenos y la integral de Choquet
es utilizada para representar medidas estadisticas
como la media, la mediana y L-estimadores.

El proposito de este trabajo es realizar un estu-
dio de las medidas difusas y las integrales difusas,
incluyendo principalmente sus propiedades, clasi-
ficaciones, ejemplos y propiedades estructurales.

Medidas difusas

En muchas situaciones reales, a menudo donde
. A . ./
hay manipulacién de la informacion nos encontra-

mos con obstaculos debido a la incertidumbre que
puede estar dada por la 1mp051b111dad de utilizar
datos exactos, la impresicion e indecision de los fe-

nomenos a estudlar, etc. Dicha incerteza no tiene
necesariamente que ser aleatorla; €n consecuen-

cia esta incertidumbre no tiene que ser medida a
través de la probabilidad.

La medida de probabilidad constituye un ejem-
plo muy importante de medida clasica, pero es
aplicable solamente en ciertos casos especiales de
incertidumbre basada en la aleatoriedad, la cual
no es aplicable a la impresicion e incerteza de la
informacién, que son la base del razonamiento
humano. Sus limitaciones fueron cada vez mas
reconocidas.

En 1965 Zadeh abri6 las puertas a la solucion
al problema presentado por la medida de probabi-
lidad dando la definicion de conjunto difuso. Para

complementar la solucion aparecen los términos
medida difusa e integral difusa, que fueron intro-
ducidos por Michio Sugeno como la forma mas
adecuada de medir ciertos grados de incerteza, va-
lores que dependen tinicamente de la subjetividad
humana.

La subjetividad humana se puede clasificar en
dos tipos: la incerteza dada por la impresicién y la
incerteza dada por la indecision; un conocimiento
es impreciso cuando cuenta solamente con predi-
cados vagos, es decir, que las variables no reciben
un valor preciso, sino que solamente se especifica
un subconjunto al que pertenecen, como: “Carlos
es alto”, “Diana tiene entre 25 y 30 afios”; un co-
nocimiento es indeciso cuando esta expresado con
predicados precisos, pero donde no puede estable-
cerse el valor de verdad, como por ejemplo: “creo
que ...”, “es posible que .

El pr1mer tipo de incerteza puede ser estudiado
usando el concepto de conjunto difuso (medidas
de borrosidad); en cuanto al segundo tipo, puede

ser estudiado utilizando las medidas difusas.
. oas ! ;
Una medida (medida clasica) en un espacio me-

dible (X, .ef), donde .¢/ es una o-algebra, es una
aplicacion y : .o/ — [0,00] que satisface las pro-
piedades:

(u1) p(@)=0.

(u,) SiA,,...,A,,... € & esunafamilia de con-
juntos disjuntos dos a dos, entonces

UA” = ilu <A
n=1 n=1

La segunda propiedad es conocida como la o-
aditividad, y constituye la principal caracteristica
de las medidas clasicas. Aunque dicha propiedad
puede ser muy efectiva y conveniente en ciertas
aplicaciones, como la estadistica y la economia,
también puede resultar demasiado inflexible y ri-
gida en otros contextos, como por ejemplo, la
inteligencia artificial, las redes neuronales, los pro-
cesamientos de imagenes, entre otros (Liginlal y
Terence, 2006; Rama y Tarres, 2007), en los cua-
les es 1til definir medidas no aditivas (medidas
difusas). Las medidas difusas se caracterizan por
la debilitacién de la propiedad o-aditividad de las
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medidas clasicas, la cual se puede sustituir por una
condicidén mas débil, conocida como la monoto-
nia, por lo que también las medidas difusas reciben
el nombre de medidas no aditivas.

Algunos conceptos de medida difusa: En 1974
M. Sugeno, en su tesis doctoral, introduce el con-
cepto de medida difusa basandose en el hecho de
que para las medidas clasicas la propiedad de o-
aditividad implica monotonia, continuidad por
abajo y continuidad por arriba (Sugeno, 1974).

DEFINICION 1 Sean X un conjunto clasico y
.o/ una o-algebra de subconjuntos de X. Se dice
que u: ./ — [0,00] es una medida difusa si satis-
face:

(Mp,) u(@)=0

(condici6n de frontera).

(MDz) Para todo A,B € .o/, A C B se tiene que
p(A) < u(B)

En algunos casos es deseable que u satisfaga, una
o ambas de las siguientes condiciones:

(monotonia).

., entonces

(Mp,) SiA,€.9 yA CA,C..

MOJ&>=HmMMJ
n=1
(continuidad por abajo).

(Mp,) SiB,€.9/ yB, D2B,D ...
entonces

con u(B,) < oo,

M(ﬂ&>=HmM&)
n=1

(continuidad por arriba).

Una medida difusa que satisface la condicion
(Mp,) es llamada continua por debajo, y si satisface
(Mp,) entonces se dice que es una medida difusa
continua por arriba. Si la medida difusa satisface
las dos condiciones, entonces se dice que es una
medida difusa segin Sugeno, o que es una medida
difusa continua.

Cuando se desea caracterizar la incertidumbre
se utilizan las medidas difusas normalizadas, las
cuales surgen al adicionar la condicion u(X) = 1.

Cuando X es finito, las condiciones (M;) y
(M 4) 1no son necesarias, porque si se tuviera una

sucesion creciente o decremente de una coleccion
finita de conjuntos, tal sucesion sera estacionaria.

EJEMPLO 1 Sea X = {0,1}, & =22 (X)y u

definida por
0, siA=g,
u(A)=10,5 siA={0}oA={1},
1, stA=X.

Obsérvese que u cumple con (Mp, ) y (Mp, ). Co-
MD3) y (MD4)' En-
tonces u es una medida difusa y también es una
medida difusa segtin Sugeno.

mo X es finito, se cumplen (

En busca de un concepto mas amplio para
la definicién de medida difusa, varios autores

Garmendia (2005), Murofushi (1987) y Nguyen
y Walter (2006), entre otros, han estudiado una

definicidon de medida difusa en la cual se debilita la
definicion dada inicialmente por Sugeno, eliminan-

do definitivamente u(X) = 1, que no es esencial
en la teoria de Lebesgue; se eliminan también las
condiciones (Mp,) y (Mp,), que aunque son esen-

ciales para la teoria Lebesgue, no lo son para la
integracion respecto a una medida difusa, ya que
en este caso se utiliza la integral de Sugeno o de
Choquet, donde dichas condiciones no son necesa-
rias, pero si se necesita que 4 sea mondtona. De
aqui en adelante se entendera por medida difusa
aquella que satistace sélo las condiciones (Mp, ) y

(Mp,) de la Definicion 1.

Es claro que esta nocion es mas general que la
introducida por Sugeno, es decir, todas las medidas
difusas segin Sugeno son medidas difusas. Tam-
bién es de mencionar, que las medidas clasicas son
medidas difusas, pero en cambio, no toda medida
difusa es una medida clasica.

A continuacidn se presenta un ejemplo de una
medida difusa que no es una medida difusa segtin
Sugeno, porque no cumple con (Mp, ).
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EJEMPLO 2 Sea X =R, & = 22X)y u:
P (X)— [0,1] definida por

[0, stA=g,
“(A)—{L SiA#@.

Notese que por la definicion dada, u satisface
(Mp,) y (Mp). En consecuencia u es una medi-
da difusa.
u no es una medida difusa segun Sugeno. En
efecto, considérese que A, = (0,1), entonces
n

u <ﬂAn> = 0 pero lim u(A4,) = 1 ya que

A, #0 paratodo n =1,2,3,... Luego u no cum-
ple con (Mp,).

Otros autores han estudiado el concepto de
medida difusa; por ejemplo, Trillas y Alsinas in-
troducen una definicion mas general de medida
difusa, basada en el hecho de que para medir una
caracteristica de los elementos de un conjunto X,
es necesario disponer de una relacion de compa-
racidén que indique para todo par de elementos si

uno presenta mas dicha caracteristica que el otro
(Trillas y Alsina, 1999; Garmendia, 2001).

Propiedades de las medidas difusas: Una razén
importante para el estudio de las medidas difu-
sas en el caso finito, es que hasta ahora casi todas
las aplicaciones practicas se tienen en conjuntos
finitos.

Una forma de obtener ejemplos de medidas di-
fusas es partiendo de una medida clasica como lo
afirma la siguiente proposicion (Geronimo, 1988).

PROPOSICION 1 Sean a una medida clisica y
T :[0,00] — [0,00] una funcion real mondtona y
creciente tal gue T (0) = 0. Entonces la composicion

u =T o« define una medida difusa.

Demostracion. En efecto, u(@) = T o a(@) =
T(0)=0, luego se tiene (Mp, ).

Para probar la segunda condicién (Mp, ), consi-
dere A, B € .¢/ tales que A C B; entonces u(A) =
Toa(A)=T(a(A)y u(B)=Toa(B)=T(a(B)).
Como a(A) < a(B)y T es creciente, se tiene que

u(A) < u(B).

Enseguida daremos dos propiedades generales
de las medidas difusas (Geronimo, 1988). En la
primera propiedad se demuestra que una medida
difusa es un nimero real no negativo. La segunda

; : : - )
propiedad relaciona la medida de la unién y la in-
terseccion de dos conjuntos con el maximo y el
minimo de las medidas de estos conjuntos.

PROPOSICION 2 Sea u una medida difusa en
o/ ; entonces:

(i) u(4)=0, VAe o/;
(1i) YA,B € .o/, min{u(A), u(B)} > u(ANB)y
max{u(A), u(B)} < u(AUB).
Demostracion. (i) Sea A € .o/, como @ C Ay
u es mondtona, entonces u(A) > u(@) =0.

(1) ComoANB CACAUByANB C B C AUB,
entonces por (Mp, ) se tiene

HANB) S u(4) 'y w(ANB)< w(B),
luego min{u(A), u(B)} = u(ANB).

Analogamente se realiza la otra parte de la
demostracion.

Clasificacion segun la aditividad: En una medi-
da clasica la propiedad de aditividad implica mono-
tonia, pero su reciproco no es cierto. Por ejemplo,

seaX ={0,1} y u: 2(X)— R* definida por

0, sitA=g,
u(A)=+<1, siA={0}oA={1},
3, stA=X.

Dado que {0} € X'y u({0}) < u(X )y {1} € X
y u({1}) < u(X), en consecuencia se tiene que u
es una medida monotona, pero ¢ no es una me-

dida aditiva debido a que ({0} U {1}) # u({0})+
u({1})

Obsérvese que en este ejemplo u({0} U {1}) =
w({X}) > u({0}) + u({1}). Pero si se cambia, en
la definicién de u, que u(X) =a, cona € (1,2),
entonces se tendria que ({0} U {1}) = u(X) =
a < u({0}) + u({1}). Es decir, se tienen tres posi-
bilidades. La siguiente definicion se relaciona con
esta observacion.
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DEFINICION 2 Una medida difusa u definida
en .o/ es llamada:

Aditiva siparatodo A,B € ./ con ANB = se
tiene que u(AUB) = u(A)+ u(B).

Subaditiva si para todo A,B € .o/ se tiene que
H(AUB) < u(A)+ wu(B).

Superaditiva si paratodo A,B € .o/ con ANB =
@ se tiene que U(AUB) > u(A)+ u(B).

Basado en esta definicion se presentan a conti-
nuacién algunos ejemplos de medidas difusas que
se han convertido en fundamento para algunas
teorias matematicas, como la teoria de la proba-
bilidad, la teoria de la evidencia y la teoria de la
necesidad, las cuales se pueden clasificar como adi-
tivas, subaditivas y superaditivas, respectivamente.

Ejemplos de medidas difusas aditivas: Un ejem-
plo importante de medida difusa aditiva es la medi-
da de probabilidad, la cual mide la frecuencia con
la que se obtiene un resultado (o conjunto de re-
sultados) al llevar a cabo un experimento aleatorio
del que se conocen todos los resultados posibles,
bajo condiciones suficientemente estables. La defi-
nicién formal de medida de probabilidad surge de
incluir en la definicion de la medida, que u(X) =1
y la propiedad aditiva (Geronimo, 1988). Formal-
mente seria:

DEFINICION 3 Sea P una funcidn real definida
en .o/. Se dice que P es una medida de probabili-
dad st se satisface:

(Pr,) P(A)>0, VAe.o;
(Pry) P(X)=1;

(Pr;) siA; esunasucesion en .o/ tal que A;NA; =
@ para i # J, entonces

Pl =le<~¢->.
1=1 1=

Obsérvese que cuando X es un conjunto finito la
propiedad (Pr;) se puede modificar por

P(AUB)=P(A)+ P(B) VA,B € ./ tales que
ANB=g.

EJEMPLO 3 Sean X = {a,b,c}, =P (X)y
« una medida definida como:

, StA=Q,

, stA={a},{b},{c},

, siA=A{a,b},{b,c},{a,c},
, stA=X.

u(A) =

—_iNowi-= O

Por definicion, u cumple con (Pr,) y (Pr,). Reali-
zando unos pequefios calculos se comprueba que
w cumple con (Pry); por lo tanto, se concluye que

w es una medida de probabilidad.

A partir de la definicién de medida de proba-
bilidad, es posible demostrar ciertas propiedades
que ella cumple. Por ejemplo:

PROPOSICION 3 Si P es una medida de proba-
bilidad, entonces satisface las siguientes propiedades:

(i1) YA,B € .o/, s1 A C B entonces P(A) < P(B).

Consecuentemente, P es una medida difusa.
Demostracion. (1) Como X =X U@, por (Pr,)

y (Pry) se tiene que P(X) = P(X)+ P(@),
luego P(@) =0.

(i1) A C B implicaque B=AU(B\A); aplicando
(Pr))y (Pr,), se obtiene que

P(B)=DP(A)+P(B\ A).

Como P(B\ A) >0, entonces P(B) > P(A).

Como se cumplen estas dos propiedades, en-
tonces se puede concluir que ¢ es una medida
difusa.
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Ejemplos de medidas difusas subaditivas: Un
ejemplo importante de medida difusa subaditiva
es la medida de plausibilidad, la cual sirve para me-
dir grados de verosimilitud, los cuales representan
la maxima creencia en una hipdtesis como resul-

tado de una evidencia (Ayyub y Klir, 2006). La
definicion formal de medida de plausibilidad es:

DEFINICION 4 Sean X un conjunto y .¢/ una
o-algebra de subconjuntos de X. Una medida de
plausibilidad es una funcién P/ : .o/ — [0,1] que
satisface:

(Pl) Pl(@)=0;
(PL) PI(X)=1;

(PLy) si{A;}"_ esuna coleccion de elementos de
.o/ , entonces

PI(ANA,...NA,) <D PI(A)-D PI(A,UA))
] J<k
+..+ (=1)"TPI(A UA,...UA).
Se utiliza P/ para nombrar las medidas de plau-
sibilidad; la palabra plausibilidad significa verosi-
militud o admisibilidad.
Observe que cuando 7 = 2, la propiedad (PL;)

se escribe como
PI(A,NA,))<PI(A)+PI(A,)—PI(A UA,).
En consecuencia,
PI(A|UA,)) S PI(A)+PI(A,);

por lo tanto, se puede concluir que P/ es una me-
dida subaditiva.

De la definicién de medida de plausibilidad se
deduce que

1 <PI(A)+ PI(AY).

En efecto,

1=PI(X)=PI(AUA) < PI(A)+ PI(A°).

Ejemplos de medidas difusas superaditivas: Un
ejemplo importante de medida difusa superaditiva
es la medida de credibilidad, la cual es importan-

te en el estudio de la teoria de la evidencia; esta
) A :
teoria se centra en la credibilidad que se asigna a

que un evento pueda ocurrir (o haya ocurrido),
desde el punto de vista y de acuerdo con la expe-
riencia de la persona que toma las decisiones, en
contraste con la probabilidad clasica, que supone
la existencia de valores de probabilidad asociados
a eventos determinados independientemente de
que el observador pueda conocer el valor real de la
probabilidad (Ayyub y Klir, 2006). La definicion
formal de medida de credibilidad es:

DEFINICION 5 Sean X un conjunto y .¢/ una
o-algebra de subconjuntos de X. Una medida de
credibilidad es una funcién Bel : .of — [0,1] que
satisface:

(B,) Bel(@)=0;
(B,) Bel(X)=1,

(B;) siA,A,,..., A, esuna coleccion de elemen-
tos de .&/, entonces

Bel(A,UA,...UA )>
D Bel(A;)= > Bel(A;NA,)
j

j<k
+...4+(=1)"""Bel(A,NA,...NA ).

Se utiliza Bel para nombrar las medidas de cre-
dibilidad, debido a que la palabra proviene del
inglés believability, que significa credibilidad.

Observe que cuando 7 = 2, la propiedad (B;)

se escribe como
Bel(A,UA,)> Bel(A,)+Bel(A,)—Bel(A,NA,).
Ademas, si A, NA, = @, entonces

Bel(AUA,) > Bel(A,)+ Bel(A,);

por lo tanto, se puede concluir que Be/ es una
medida superaditiva.

A Bel(A) se lo llama “grado de creencia”, y
representa la minima creencia en la hipdtesis A
como resultado de una prueba.
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Cuando los conjuntos son disjuntos dos a dos,
la propiedad (B,) se requiere para que los grados
de credibilidad asociados con la union de los con-
juntos no sea menor que la suma de los grados de

credibilidad asociados a cada conjunto individual-
mente.

Considérese el siguiente ejemplo:
EJEMPLO 4 Sean X = {a,b}, o =P (X)y u
una medida definida por

0, sitA=g,
u(A)=<1t, siA={a},{b}, dondete(0,1),
1, siA=X.

Se puede verificar que u es una medida mo-
nétona. Ahora, si t €(0,3), u es una medida de
credebilidad. Si z € (3,1
sibilidad.

PROPOSICION 4 Si Bel es una medida de credi-
bilidad, entonces satisface las siguientes propiedades:

), 4 es una medida de plau-

(1) Bel es una medida difusa mondtona en X .

(i7) Bel(A)+Bel(A°)<1

Demostracién. (i) Por definicion Bel(@) = 0.
Para demostrar la propiedad de monoto-

nia, considérense A,B € .o/ con AC By
C =B —-A.

Entonces, aplicando (B,) para n = 2, y el
hecho de que AU C = B, se tiene que

Bel(B)=Bel(AUC)

> Bel(A)+ Bel(C)

Puesto que ANC = @y Bel(®) =0, se
concluye que

Bel(B)> Bel(A)+ Bel(C),

y en consecuencia Bel(B) > Bel(A).

(1) Como ANA® =@, se tiene que

1=Bel(X)=Bel(AUA")

> Bel(A)+ Bel(A°).

—Bel(ANC).

Si u es una medida difusa sobre .¢/, se puede
definir una medida difusa dual dada por

p(A) = u(X) - pA), VAe.d,

Pero como se esta trabajando con medidas difusas
normalizadas, es decir, con u(X) =1, entonces

pl(A)=1—u(A°), VAe.d.

En consecuencia, para cada medida de credibili-
dad se puede definir su medida de plausibilidad
por medio de la ecuacién PI(A)=1— Bel(A°).
Notese que a partir de esta ecuacidn se obtiene
que PI(A)=1—Bel(A), Bel(A)=1—-PIL(A) y
Bel(A°)=1—PI(A).

Bel(A°) se llama “el grado de duda en A”, y
representa la minima creencia en la negacion de la
hipotesis A, como resultado de una prueba.

Como se menciond, las medidas de credibilidad
y las medidas plausibilidad son dos medidas difusas

duales, que adicionalmente son la base de una teo-

ria conocida como la Teoria de la evidencia, la cual
fue desarrollada por Dempster (1967a, 1967b) y

posteriormente extendida por Shafer (1976). Esta
teorfa es una extension de la teorfa de la probabili-
dad para representar la ignorancia y para manejar
la necesidad de que las creencias asignadas a un
evento y su negacion sumen uno. Ella se centra en
la credibilidad que se asigna a que un evento pueda
ocurrir (o haya ocurrido), desde el punto de vista
y de acuerdo con la experiencia de la persona que
toma las decisiones, en contraste con la probabi-
lidad clasica, que supone la existencia de valores
de probabilidad asociados a eventos determinados,
independientemente de que el observador pueda
conocer el valor real de la probabilidad.

Por otra parte, se puede mostrar facilmente que
las medidas de credibilidad y plausibilidad satisfa-
cen la relacion PI(A) > Bel(A), VA€ ./ .

La anterior desigualdad se puede interpretar,
para algunas aplicaciones, como que la medida
de credibilidad es el limite inferior y la medida
de plausibilidad como el limite superior de una
prueba solida.
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Otros dos ejemplos importantes de medidas di-
fusas: Una rama de la teoria de la evidencia es
la teoria de la posibilidad, que fue estudiada por
Zadeh. Una medida de posibilidad es una medida
de plausibilidad a la que se le impone la condicion
PI(AUB)=max{PI(A),Pl(B)}.

De forma analoga, cuando a una medida de
credibilidad se le impone la condiciéon de que
Bel(AN B) = min{Bel(A),Bel(B)}, se obtiene
una medida difusa conocida como medida de nece-

sidad.
Formalmente se tienen las siguientes definicio-

nes (Garmendia, 2001, 2005).

DEFINICION 6 Dado un espacio medible
(X, .e/), una medida de posibilidad es una funcién
IT: .of — [0, 1] que satisface:

(Pl) H(@):O, H(X): 1;

(P,) A C B implica que II(A) <II(B);

(Py) dado un conjunto de indices /,

(UA) = sup{II(4,)}.

el 1€l

DEFINICION 7 Dado un espacio medible
(X,.of), una medida de necesidad es una funcion
Nec: .o/ — [0,1] que satisface:

(N,) Nec(@)=0, Nec(X)=1;

(N,) ACB= Nec(A) < Nec(B);

(N;) dado un conjunto de indices /,

¢ (ﬂ&) = inf{Nec(4))}.

1€l

Las medidas de posibilidad son medidas difusas
normales que cumplen con la propiedad subaditi-
va, mientras que las medidas de necesidad son me-
didas difusas normales que cumplen la propiedad
superaditiva (Garmendia, 2001, 2005). Obsérvese

que a partir de las propiedades se tiene que una me-
dida de necesidad se puede obtener a partir de una
medida de posibilidad, por medio de la ecuacion
Nec(A)=1-TI(A"). (1)
El Ejemplo 2 satisface las condiciones para ser
una medida difusa de posibilidad.

El siguiente resultado da algunas propiedades
que cumplen las medidas de posibilidad.

PROPOSICION 5 Dado un espacio medible
(X, .o), una medida de posibilidad 11 : .o/ — [0, 1]

cumple con las siguientes propiedades:

(1) max{TI(4), TI(A)} =

(ii) TI(A)+TI(A) > 1

Demostracion.
(1) 1=II(X)=II(AUA")
= max{II(A),II(A°)}.

(27) Setiene que
= max{TI(4), II(A)}
< max{H(A) TI(A°)} + min {TI(A), ITI(A%)}
TI(A) + TI(A).

En el caso de las medidas de necesidad, se tiene
. . /
el siguiente resultado analogo.

PROPOSICION 6 Dado wun espacio me-
dible (X,.d), una medida de necesidad
Nec: .o/ — [0,1] cumple con las siguientes pro-
piedades:

(1) min{Nec(A),Nec(A°)} =0;

(11) Nec(A)+Nec(A°) <1
Demostracion.

(1) 0=Nec(@)=Nec(ANA°)
=min{Nec(A), Nec(A°)}.
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(i) Se tiene que min{Nec(A),Nec(A°)} = 0,
y ademis que max{Nec(A),Nec(A°)} <
Nec(X); entonces,

min{Nec(A), Nec(A)}
+max{Nec(A),Nec(A°)} < Nec(X),

de donde se concluye que

Nec(A)+Nec(A°)<1.

El siguiente resultado presenta algunas relacio-
nes que existen entre las medidas de posibilidad y
la medidas de necesidad.

PROPOSICION 7 Dados un espacio medible
(X, .o), una medida de posibilidad 11 : .of — [0,1]
y una medida de necesidad Nec : o/ — [0,1], se
tienen las siguientes relaciones:

(z) st Nec(A) >0, entonces II(A) = 1;

(i7) siII(A) < 1, entonces Nec(A) =0.
Demostracion.

(1) Se sabe que min{Nec(A),Nec(A°)} =0,y
por hipdtesis se tiene que Nec(A) > 0; en-
tonces Nec(A°) = 0. Pero por la ecuacion (1)
se tiene que Nec(A°) =1—1I(A), de donde
se concluye que 1 —II(A) = 0, y en conse-
cuencia I1(A) = 1.

(i7) Sabemos que max{II(A),II(A°)} =1, y por
hipdtesis se tiene que II(A) < 1; entonces
II(A°) = 1. Pero por la ecuacion (1) se tie-
ne que II(A°) = 1 — Nec(A), por lo tanto
1— Nec(A) =1, de donde se concluye que
Nec(A)=0.

Las A-medidas de Sugeno: En 1974, M. Sugeno
introduce el concepto de A-medida cuya caracte-
ristica es que es una medida normal que posee
la propiedad de A-aditividad (condicién (4,) de
la siguiente definicion). Es de resaltar que las A-
medidas también son medidas difusas.

DEFINICION 8 Sean A€ (—1,00) y (X,.</) un
espacio medible. Una A-medida es una funcién
g,/ — [0,1] que satisface:

(4) &(X)=1

(A4,) VA,B € .</, con AN B = @, se tiene que

g(AUB) = g,(A)+g,(B)+A-g,(A)-g,(B)- (2)

Obsérvese que la primera propiedad garanti-
za que g, es normal; ahora, la segunda propiedad
hace, dependiendo del valor de A, que se cumpla
o no la propiedad de aditividad: si A es negativa,
g, es subaditiva; si A es positiva, g, es superadi-
tiva; y si A = 0, g, es aditiva. La siguiente pro-
posicién presenta algunas propiedades de una A-
medida (Geronimo, 1988; Nguyen y Walter, 2006).

PROPOSICION 8 Si g, es una A-medida con
A > —1, entonces se cumplen las siguientes propie-

dades:
(1) g, es una medida difusa;

(11) YA,B € .o/ setiene que
g,(AUB)=
8(A)+8,(B)—g,(ANB)+A-g)(A)- g)(B)

(ii2) g(A)+ g (A)=1—A-g(A)- g;(A).

Demostracion. (1) Como g, es una A-medida,
entonces se tiene que g,(X) = 1. Por otra
parte, X = X U@, luego

1=g,(XUQ)
= g,(X)+ g,(@)+ - g3(X) - 8,(D)
=1+g @)+ g,(@)
=1+ g,(@)(1+ A);

en consecuencia, g,(@)(1+ A) =0, asi que
2,(@) = 0. Luego se cumple (MD1).

Para la segunda propiedad (M, ) considere-

mos que A C B. Entonces existe C € .¢f tal
que B=AUC, luego

g:(B)=g,(AUC)
=g, (A)+ g (C)+ A-g3(4)- g,(C).

Pero
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(i2)

gA(C)+ A- g,(A)- g,(C)
=g (C)(1+4-g,(4) 20,

puesto que A > —1y 0 < g,(A) < 1. Asi,
gA(A) < gy(B).

Por lo anterior se concluye que una A-
medida es una medida difusa.

Obsérvese que AUB = (ANB)UB y
(ANB)YNB =g, YA,B € .«/. Ahora bien,

g(AUB) = g)(ANB*)+ g,(B)

+A- g (ANB)- g,(B).

También se tiene que A = (ANB)U(ANB‘) y
son disjuntos para cualquier A, B € .¢/; por
lo tanto,

g (ANB)+g,(ANB)

+A-g(ANBY)- g,(ANB) = g,(A).

Esto implica que

g,(A)— g,(ANB)

ANB .
ANE ) == anE)

Por lo tanto,

gA(A) — g,(ANB)
1+ Ag,(ANB)

gi(A) — gA(ANB)
A ragang Y8

g,(AUB) = +g,(B)

Si sumamos la expresion del lado derecho se
tiene que el numerador es

g(A)—g(ANB)+g,(B)+Ag,(ANB)-g,(B)
+A-g,(A)-g,(B)—A-g,(ANB)-g,(B),

que al simplificarlo queda como
8i(AI+8,(B)—gANBH A g,(A)-g:(B),

y en consecuencia se obtiene la ecuacion en

(ii).

(221) Como X = AUA‘ y ANA® = @, se tiene
que

1=g)(X)=g,(AUA")
= g)(A)+ g(A)+ A- g, (A) - g, (AY).

De donde se concluye que

A+ g (A) =1=A- g, (A)- g,(A%).

El proceso de construir una A-medida en una
o-algebra tiene mucha importancia y significa-
do practico. Si X = {x,x,,...,x,} es un con-
junto finito, %6 esta constituido por todos los
conjuntos unitarios de X, se conoce la medida
de cada elemento x; (g, = g/l(xi))., 1 =1,2,...n,
con 0 < g < g;(X) < o0, y existen al menos
dos puntos x; donde g; > 0, entonces g, define

una A-medida a partir de € con parimetro A. Si
g (X)=>2"  g:,entonces A =0; por otro lado, si
g1 (X)#>"_, ;> entonces A se puede encontrar
por medio de la ecuacion (Wang y Klir, 2009)

n

L+ g, X)=]J(1+2-g). 3)

=1

EJEMPLO 5 Un profesor de matematicas evalla
a sus estudiantes de acuerdo con las siguientes ma-
terias: geometria, algebra y estadistica. El docente
asigna los grados de importancia a las materias co-
mo sigue: geometria el 40 %, estadistica el 40% y
algebra el 50 %.

Si x, representa geometria, x, representa esta-
distica y x; representa algebra, entonces se tiene
que el grado de importancia de las materias sa-

tistace: g, = g,({x,}) =04, &, = g,({x,}) =04 y

& = &i({x:}) =05 , _
Para encontrar el grado de importancia entre la

relacion de las materias se debe encontrar el valor
et €
de A, para lo cual se debe utilizar la ecuacion (3) y

el hecho de que la A-medida debe ser normal, es
decir, que g({xy %) = g,(X) = I

n

1+/1M(X):l_[<1+/1'/"<{xi})>’

1=1
lo cual implica que

14+ A=(0,41+1)(0,4A4 1)(0,51+ 1),
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de donde se llega a la ecuacion ctibica

0,081° +0,56 A2 +0,31=0.

Las raices de la anterior ecuacion son: 0, —0,584 y
—6,415. Dado que A € (—1,00) y que el valor de
A=0 genera una medida aditiva, entonces se debe
considerar el valor de A= —0,584.

En este caso se tiene que el grado de importan-
cia al interrelacionar las materias es:

g ({xp 1) = gy({x}) + ga({x,})
+4-g,({x}) - g,({x,}) = 0,706

S{x;, 1) = g ({x ) + ga({xs})
+A-g({x}) - gi({x:}) =078

£({x0,%51) = g,({x,}) + ga({xs})
+4-g({x}) - gi({xs}) =078

$X)=1.

Como puede observarse de la definicién de g,

cuando A = 0 la medida obtenida es una medida
difusa aditiva; cuando A > 0 la medida es super-

aditiva; y cuando A < 0 la medida difusa obtenida

es subaditiva. Estas relaciones entre las anterio-
res medidas difusas ya fueron estudiadas (Banon,

1981). Por otra parte, en las secciones anteriores
se presentaron dos ejemplos importantes de medi-
das subaditivas: las medidas de plausibilidad y las
medidas de posibilidad; dos ejemplos de medidas
superaditivas: las medidas de credibilidad y las me-
didas de necesidad; asi como un ejemplo de una
medida aditiva: medida de probabilidad. La (Figu-
ra 1) presenta un diagrama que muestra la relacion
entre A-medidas y medidas aditivas, subaditivas y
superaditivas.

Medida dlfusas

Superaditivas

Credibilidad

A-medidas

A=0
A<0 0<A

: Probabilidad
: Aditivas

Plausibilidad

Posibilidad
Subaditivas

b SRR | _

Fig. 1. Relacion entre algunas medidas difusas.

Integracion respecto a medidas difusas

Dada una medida difusa, lo inmediatamente natu-
ral es considerar la integral con respecto a dicha

medida. Estas integrales pueden ser denominadas
integrales difusas. El propdsito a continuacion es
presentar dos tipos de integrales difusas: integral
de Sugeno e integral de Choquet. Estos dos funcio-
nales se pueden definir sobre cualquier medida di-
fusa. Se presentan, ademas de sus definiciones, las
propiedades mas destacadas y conocidas, y algunos
resultados analogos a los teoremas de convergencia
de la teoria de la medida clasica; posteriormente,
haciendo uso del concepto de funciones equiorde-
nadas, se presenta un estudio comparativo entre
dichas integrales, con el fin de sefialar sus semejan-
zas 'y sus diferencias conceptuales.

Integral de Sugeno: A no ser que se diga lo con-
trario, (X,./) es un espacio de medida, donde
X € o, u:.o —[0,00] es una medida difusa
continuay ¥ es la clase de todas las funciones me-
dibles no negativas finitas definidas en (X, .<f) (se
dice que una aplicacion f : (X, .o, — (Y, .9,)
entre espamos medibles, es una funcwn medl-
ble, si /' (B) € .¢/, para todo B € .o, es decir
f~1(.e,) C .o, (Ash, 2000; Folland, 1999). Dada
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cualquier funcion f € 9, [f]° = {x| f (x) > a}
y [f1°" = {x| f (x) > a}, donde @ € (0,00]. Es-
tos conjuntos son llamados a-niveles y a-niveles
estrictos de f, respectivamente. El soporte de f es

[f1"=1{x|f(x)>0}=[f]"" (Figura2).
()

Fig. 2. Los a-niveles de 1.

Dado que el recorrido de las funciones que se
consideraran es [0, 00), se utiliza la siguiente con-
*/ 4
vencion: inf, _, f (x) = oo.
Los operadores minimo y maximo se denota-
ran por los simbolos A y V, respectivamente.

DEFINICION 9 Sead € .oy f € 9. La inte-
gral de Sugeno de f sobre A, con respecto a u, que
se denota por f, f d u, se define como

fa’#— sup {a Au(AN[F]9)}.

a€[0,00]

Cuando A = X, la integral de Sugeno también
puede ser denotada por f fd u.

Cuando se utilice el stmbolo f, f d u, se sobre-
entenderaque A€ Jy f €Y.

OBSERVACION 1 Si X = (—o0,00), .o/ es la
o-algebra de Borel 9B, u es la medida de Lebesgue
y f : X — [0,00) es una funcién de una variable,
entonces el significado geométrico de f, fd  esla
longitud del lado del cuadrado mas grande que pue-
de inscribirse entre la curva f (x) y el eje x; esto
ocurre, dado que el sup o ;i@ A (AN[f]*)}
p(AN[f]%) (Figura 3).

se obtiene cuando a =

f(x)

AN

Fig. 3. Intepretacion de la integral de Sugeno.

EJEMPLO 6 Sean X = [0,1], .¢/ la clase de to-
dos los conjuntos de Borel en X y u la medida de
Lebesgue. Si £ (x) = x?, entonces

frau=f cdu=2""

Notese que para encontrar el lado del cuadrado
de mayor area que se puede inscribir en la regiéon
acotada por f (x) = x?, el eje x y la recta x = 1,
se debe resolver la ecuaciéon @ = 1 — 4/, donde
a es la altura del cuadrado y 1 — 4/ es la medida
de la base del cuadrado; aunque dicha ecuacion
tiene dos soluciones, se ha considerado solo la que
pertenece al intervalo [0, 1].

Utilizando las definiciones de [£]%, [f]*" vy

§,/d u, se pueden demostrar las siguientes igual-
dades (Wang y Klir, 2009, 1992):

TEOREMA 1 Sio (f)es la o-dlgebra mas pequetia
generada por [, se tienen que:

fd/l— sup {a Au(AN[F1)}

a€[0,00)
= s[tép]{a/\lu<Aﬂ[f] )}
= s;p){a/\[u(Aﬂ[f]H)}

= p {(inff () ApanE))
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= sup {<fnff(x)> /\/u(AﬂE)}.

Ee.of x€E

Propiedades de la integral de Sugeno: A conti-
nuacion se presentan algunas propiedades de la
integral de Sugeno (Wang y Klir, 2009; Roman-
Flores et al., 2007).

TEOREMA 2 Sean A,B € ., f,g €Y, y, es
la funcion caracteristica de A y k cualquier cons-
tante en [0,00). La f, f d u satisface las signientes
propiedades:

1. Si u(A)=0, entonces {, f du=0.

N

Si u es continua por abajo y f,fdu =0,
entonces (AN {x | f(x)>0})=0.

3. Sif < g, entoncesf, fdu<{f, gdu.
fafdu=1,f xadp.
JCA/edzu:k/\/U(A)-

A f+R)du<], fdu+f,kdu
(k € [0,00)).

7. SiAC B entonces {, fdu<f{,fdu.

RN

>

N

8 f,(fve)du=f,fduvf,edu.
9. f,(fhg)du<f, fdunf, gdu.
10 fypfduzf,fduvf,fdu.

1. fyopfdus<f, fdunf,fdu.

Las propiedades 1, 3, 4 y 5 se siguen de la de-
finicion de integral de Sugeno; la demostracion
de la propiedad 2 se sigue de la continuidad por
abajo; para demostrar la propiedad 6 se debe uti-
lizar el Teorema 1; la propiedad 7 se sigue de las
propiedades 3 y 4; las propiedades 8 y 9 se siguen
de la propiedad 3; las propiedades 10 y 11 se siguen
directamente de la propiedad 7.

Aunque algunas de las propiedades presentadas
son similares a las de la integral de Lebesgue clasi-
ca, otras no, como es el caso de las propiedades 5
y 6, que estan relacionadas con la linealidad. Esto
implica que la integral de Sugeno carece de dicha

propiedad, que si satisface la integral de Lebesgue.
Veamos.

EJEMPLO 7 Sean X = {a,b}, o =2 (X)y

,u(A):{ 0 siA=@,

1 en otros casos.

Considérese las funciones

0 st x=a,
f(x):{l si x=2b,

(x) _ 0 Si X = b,

§W=11 si x=a.

Aplicando la definicién de integral de Sugeno, se
tiene que:

ffdy:L fgdﬂ=1Y’fU+Qdﬂ=L

En conclusién, f(f + g)du#f fdu+fgdpu.

EJEMPLO 8 Sean X =[0,1], .¢/ la clase de to-
dos los conjuntos de Borel en X y u la medida
de Lebesgue. Si f(x) = x* y a = 2, al utilizar la
Observacion 1 se tiene que

, 1
Jfafd/u:J[Zx d/u:E

3_623—ﬁ.

aJ(fd,UZZJ[xzd/u:ZX

Por lo tanto, se puede concluir que faf du #
affdu.

Las siguientes propiedades de la integral de Su-
geno son bien conocidas (Murofushi y Sugeno,

2000; Wang y Klir, 2009; Roman-Flores et al.,
2007).

LEMA 1 Sean A € o y f,g € Y. Entonces se
tienen las siguientes propiedades.
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~

fuf du<p(d).

2. Para cualquier B < a,si a < u <Aﬂ [f]’g),
entonces a < §, f d .

3. Para cualquier B < a,si a > u <Aﬂ [f]ﬁ),
entonces o ZJ[Af d,u.

4. f,f du<asiysdlosiexiste B < a tal que
u(An[f1) <«

5. f,f dp>asiysdlosiexiste B < a tal que
u(AN[f1) > a.

6. Si pu(A) < oo, entoncesa < f, f du siysdlo
i@ < p(AN[f1%)

Sean A € .¢/ y P una proposicion con respecto
a los puntos de A. Si existe E € ./ con u(E)=0
tal que P es cierto sobre A\E, entonces se dice que
“P es cierto en casi todas partes de A”. Se abreviara
“en casi todas partes” por “c.t.p.”. Si “g es igual a
f c.t.p.”, se denotara por “g = f c.t.p.”.

Un resultado de la teoria clasica de funciones
medibles es que si g = f c.t.p., entonces sus in-

tegrales son iguales; este resultado no siempre se
cumple en el caso de medidas difusas. Por ejemplo,

sean X ={a,b}, o =P(X)y

(1 st A=X,
p={ g % 47%

1 st x=a,
Sig(x)=1 4 g x—b y f (x) =1, entonces,
claramente bajo la medida difusa u, g = f c.t.p.,
pero obsérvese que

fgdyzo y ffdyzy

Para que el resultado mencionado se cumpla es ne-
cesario poner la condicion de nulaaditividad sobre
la medida difusa. Una funcién y : ./ — [0,00] se
denomina nulaaditiva si u(AUB) = u(A), siempre
que A, Be o/, ANB=gy u(B)=0 Songy Li,
2005; Wang y Klir, 2009).

TEOREMA 3 ffdu=1fgducuando f =g

c.t.p. siy solo si u es una medida difusa nulaaditiva.

Demostracion. Suficiencia: Si ,u es una medida nu-
laaditiva, entonces u ({x | f (x) # g (x)}) =0. Por
otra parte, de la definicion de nulaaditividad se
sabe que

(gl Sp (TP Uix | f(x)#g(x
=u([f19),

para todo @ € [0,00]. El reciproco de la desigual-
dad se obtiene de forma equivalente. Asi, se pue-
de concluir que u([g]*) = p([f]?) para todo
a € [0,00] y, por tanto, de la definicion de in-
tegral de Sugeno se tiene que

ffdu=fgdw

Necesidad: Para todo A,B € ./ con u(B) =0,
st u(A) = oo, entonces, por la monotonia de u,
4(AUB) = co = u(A). Ahora, supongase que
4(A) < oo y muéstrese por contradiccion que
4 (AUB) = u(A). Supongase que estas medidas
son diferentes, esto es 4 (AUB) > u(A); suponga-
se que t, € (u(A), u(A UB)) y considérense las
funciones, iguales en casi todas partes, definidas
por

[ty st xEA,
f(x)—{ Oo st x €A,
y .
(x)= ty, st x€AUB,
§W=10 si x ¢ AUB.
Debido a que

x| f(x)#g(x

se tiene que f = g c.t.p.
Asi, se debe considerar que

ffdﬂ=fgdw

Ahora, el lado izquierdo es igual a

ffdﬂ=%AMVﬂ=uM%

y el lado derecho es igual a

fgdﬂ=%AMMUm=%¢MM)

Por tanto, se tiene una contradiccidn.

p(B\A) < u(B)=
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Si u es nulaaditiva, se puede utilizar el hecho
de que f = g c.t.p. sobre A, para concluir que
1 xa= g xa c.t.p. sobre A; esto, junto con los
teoremas 2 y 3, lleva al siguiente resultado (Wang

y Klir, 2009, 1992).

COROLARIO 1 8§ u es nulaaditiva, entonces
f,fdu=1,gdusiempre que f = g c.t.p. sobre
A.

Ahora, siA,B € ./ con u(B)=0y u esnulaa-
ditiva, entonces se puede utilizar el hecho de que

I xaus =S - xa ct.p., para demostrar:

COROLARIO 2 S u es nulaaditiva, entonces pa-
ra cualguier f € 9,

{ramfra

cuando A, B € .o/ con u(B)
1992).

= 0 (Wang y Klir, 2009,

Integral de Choquet: Debido a que las medidas
difusas son una generalizacion de las medidas de
Lebesgue, la integral de Choquet, que se realiza
con respecto a una medida difusa, puede conside-
rarse como una extension natural de la integral
de Lebesgue. La integral de Choquet es utiliza-
da con éxito en muchos problemas practicos, co-
mo por ejemplo, la clasificacion de individuos o
fendmenos, reconocimiento y procesamiento de
imagenes, la toma de decisiones bajo incertidum-
bre y modelado de datos, entre otros (Liginlal y
Terence, 2006; Rama y Tarres, 2007; Grabisch y
Nicolas, 1994; Herrera, 2010) y las referencia en
ellas mencionadas.

A continuacion se presentara la definicion de
integral de Choquet, sus propiedades mas desta-
cadas y algunos resultados relacionados con ellas
(Denneberg, 1994; Wang y Klir, 1992).

DEFINICION 10 Sean A€ ./ y f € 9. La inte-
gral de Choquet de f con respecto a una medida
difusa  en un conjunto medible A, que se denota

por ¥, f du, se define como

£ fdu= | uUr e

Cuando A = X, la integral de Choquet también
puede ser indicada simplemente por £ fd u.

Observe que [f]%,[f]*NA € ./ para todo
a € [0,00). Esto implica que u([f]*NA) esta
bien definida para todo a € [0,00). El siguiente
teorema establece una forma equivalente, en tér-
minos de [£]*", para la definicién de integral de

Choquet con respecto a las medidas difusas finitas
(Wang y Klir, 2009).

TEOREMA 4 Sean A € o y y una medida difusa.
St u (A) es finita, entonces para a € [0,00) se tiene

£ rdu=| " p(Urrd)da

Demostracion. Para algln e > 0, se tiene
£ fdu=| w7 Ay
A 0
= [ st f w2z ainade

ZJOOM x| f(x)>a}NA)da
Zfoo,u (x|f(x)>a+e}nA)da
:fooy (x| f(x)> a+elNA)Yd(a+e)
:Jm# (x| f(x)> a}NA)da

2 |l @2 a)nA)da - epa)

=£fdﬂ—€'M(A)-

Puesto u(A) < oo cuando ¢ — 0, se tiene ¢ -
1 (A) — 0, y en consecuencia se obtendria que

£ rau= " ulix1f @3> a)nd)da
- [ w T na)de

Cuando u es una medida difusa aditiva, la in-
tegral de Choquet coincide con la integral de Le-
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besgue. Asi, la integral de Choquet puede consi-
derarse como la generalizacion de la integral de
Lebesgue.

EJEMPLO 9 Sean X = [0,1], ./ la o-algebra
de Borel en [0,1], u(B) = [m(B)]* para B € .o/,
donde m es la medida de Lebesgue, y f(x) = x?
para x € X. En estas condiciones ¢ es una medida
difusa en ./ y f es una funcién medible en X.
Aplicando la definicion de la integral de Choquet

de f con respecto a y, se tiene que
£rdu=| " ux1 £ )2 al)da
:L /u({x|x22a})da

Propiedades de la integral de Choquet: A con-
tinuacion se dan algunas propiedades que satisface
la integral de Choquet (Denneberg, 1994; Wang y
Klir, 2009; De Campos y Bolafios, 1992; Wang y
Klir, 1992).

TEOREMA 5 Sean f y g funciones medibles no
negativas en (X, </ , 1), donde u es una medida di-
fusa. Si Ay B son conjuntos medibles, y a es una
constante real no negativa, entonces

1 f1dyu=u(A).
2. j;fd‘u:j;f%ﬂ{dlu
3. Sif <genA entoncesf fdu<#gdpu.

4. SiACB, entonces f, fdu <f, fdu.

5. fa-fdu=a-ffdpu.
6 F(fve)du>ffduvfedu.

7. f(fAg)du<ffdunfgdu

Las demostraciones de estas propiedades se ob-
tienen aplicando la definicion de integral de Cho-
quet.

TEOREMA 6 Sean A € <f y u una medida difusa.

Para cualquier constante ¢ que satisfaga f + ¢ >0,
se tiene que

t(fﬂ)dﬂ =£de+€'#(14)~

Demostracion. De la definicion de la integral de
Choquet se tiene que f(x)+c > o paracadax € X;
asi, cuando « esta entre O y ¢, se tiene

fUr+odu=| w17 (4> dna)da

=" uix1 £+ > ajndyda
+Lc,u({x |/ (x)+¢>alnA)da

=[x £ >a-cndda=0
+Lc,u(XﬂA)da

=" uix1£ 0> a1 nA)da
+LCIu(A)da

~f fdp-tee ()

Al igual que para el caso de la integral de Su-
geno, debido a la no aditividad de y la integral de
Choquet no es en general lineal con respecto a su
integrando, propiedad que si satisface la integral
de Lebesgue.
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EJEMPLO 10 Sean X ={a,b}, o =2 (X)y u
una funcion medible sobre X definida por

N(A):{ 0 siA=@,

1 en otros casos.

Considérense las funciones

0 si x=a,
f(x):{l si x=2b,

(x)= 0 st x=2b,

EW=11 si x=a.

Aplicando las propiedades de la integral de Cho-
quet, se tiene que

fran=|"utx1f @2 a0 a)da
_J; L({bhdu=1x1=1,

fodu=| utixlg 0z ahnade
:JO p({a})dy:lxlzl

Yy
£ +odu=fap= | ulixl1za)do

1
:j 1d/1:1.
0

De donde se puede concluir que

L+ oautfrau+tean

esto es, en general, la integral de Choquet no satis-
face la linealidad.

Intentando resolver este inconveniente de la no

linealidad de la integral de Choquet, Murofushi y
Sugeno (1991) introducen el concepto de funcio-
nes equiordenadas. Este concepto trata de reflejar
la idea de que las imagenes de las funciones f y g
estan ordenadas de la misma manera (Wang y Klir,
2009; De Campos y Bolafios, 1992; Wang y Klir,
1992; Murofushi y Sugeno, 1991).

DEFINICION 11 Sean f y g funciones medi-
bles no negativas. Se dice que /'y g son equior-
denadas, y se denota por f ~ g, si y sélo si

/(%) < f(x,) implica que g(x,) < g(x,) para
todo x;, %, €X.

Como consecuencia de esta definiciéon se ob-
tiene el siguiente resultado (Wang y Klir, 2009;

De Campos y Bolaifios, 1992; Wang y Klir, 1992;
Murofushi y Sugeno, 1991).

TEOREMA 7 Si f ~ g, entonces

£ +e)du=frdu+fodp

Mas adelante se realiza una demostracion de
este resultado para el caso discreto (ver Proposi-

ci6on 10).

Integrales de Sugeno y Choquet en conjuntos
finitos: A continuacién se presenta una caracte-
rizacidon de las integrales de Sugeno y Choquet
cuando el conjunto X es finito.

Sea u una medida difusa en X. Sean X =
{x,%,%35,...,%,} v f : X = [0,00] una funcién
con recorrido {f(xl),f(xz),f(x3), vy f(x))} tal
que f(x;) < f(x;) S fx5) S ..o S flxy).

Considérese 4; = {x;, xl+1,xl+2, .»x, }, don-
de
pAy) = u(xpx,x5,..05x,1),
pdy) = ufxyxs,...5x,1),
wA,) = plx))

Ahora, si f; indica el valor de f en el punto x;,
entonces la integral de Sugeno y la integral de Cho-
quet se pueden escribir, respectivamente, como

frap=\/ (i nu) =50

%fdy:

donde A, , =@.
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EJEMPLO 11 Sean X ={0,1,2}, &/ =2 (X)y
u la medida difusa sobre .o/ definida por

|A| siA#{0,1},

#(A):{ 35 A= {0,1}.

Considérese ahora la funcién

4 s1 x=0,
f(x)=4{ 3 st x=1,
2 st x=2.

Entonces f, = f (l

f(0) = 4 w(A,)
p({0,1}) =3y u(4;)

2, fz S =3y f
(10,1,2}) = 3, w(4,)
({O}): 1. Luego

frau=\/ (nua))

= (i A AV (A AV (i A (Ay)
= {2A3}V3A3IV{4AT}=1V3V2=3

y

j@fdy =32 (A - lA)

= fi (A = w(A) + fo- ()
+ f3 - (u(A;) — u(A,))
=2.(3=3)+3-(3—1)+4-(1—0)=10.

K(As))

En la Definicién 11 se introdujo la nocion de

funciones equiordenadas; como se djjo, dicha no-

cion trata de reflejar la idea de que las imagenes de
las funciones f y g estan ordenadas de la misma
manera. A continuacion se demuestra que, bajo
dicha propiedad, tanto la integral de Sugeno como
la integral de Choquet satisfacen una propiedad de
linealidad (De Campos y Bolafios, 1992).

PROPOSICION 9 Sean f,g : X — [0,00) fun-

ciones no negativas y u una medida difusa en X. Si
[y g son funciones equiordenadas, entonces

Demostracion. Supongamos que

) S f(x) S f(x) <. S f(x,)-

Como f ~ g, entonces

g(x) < g(x,) < glx;) <... < g(x,);
también se obtiene que:
J(x)Vg(x )<f(x2)Vg(x2)
<f(x)Vgls) <. S f(x,)Vg(x,).

Aplicando la definicion de la integral de Sugeno,
se tiene

n

S (fvg)= \/ ((fi Ve A uA)

=1

—\/ (f; A (A

—\/f/w
—Sy(f)VSf,(g)-

PROPOSICION 10 Sean f, g : X — [0,00) fun-
ciones no negativas y u una medida difusa en X. Si
[y g son funciones equiordenadas, entonces

C,(f+8)=%,f)+C,(g)
Demostracion. Supongamos que

J(x) S fx) £ f(x5) <
Como f ~ g, entonces

gx) = glx)<glx) < ...
también se obtiene que:

S +80x) < f(x;) + g (%))

Sf(x)+8ls) <. < f(x,)+8(x,).

Ahora, sea A; = {x;,%; 1, %, ,5,...,%,}. Aplicando
la definicidn de la integral de Choquet se tiene

D)V (g A u(4))

v\/ A u(A

< flx,).

< g(x,)

n

G+ ) =D (fi+8) (ulA) — wA)

1=1

=32 (ulA) - A1)
+igi (u(A (Ai"‘l))

=%,(f)+6,(g)
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Caracterizacion de las integrales de Sugeno y
Chogquet: A continuacion se presentan dos resul-
tados que permiten caracterizar las integrales de
Sugeno y Choquet por medio del cumplimien-
to de ciertas propiedades (De Campos y Bolafios,
1992). Se inicia con un resultado relacionado con
la integral de Sugeno.

TEOREMA 8 Un funcional E no negativo, defini-
do para funciones con valores en [0, 1], satisface las
siguientes condiciones:

(@) si f ~ g, entonces E(f V g)=E(f)VE(g)
(F -aditividad de orden);

(b) Sl.,];.f g, entonces E(f) = E(g)

() E(I,)=1

(d) Nae (0,1, E(aNf)=aANE(f)

omogeneidad),

(monoto-

(normalizacion);

s1 y s6lo si existe una sola medida difusa normaliza-
da y tal que E es la integral de Sugeno con respecto

a u.

Demostracion. La suficiencia se sigue de las propie-

dades de la integral de Sugeno y por la Proposicion
9.
Necesidad: Sea la funcién definida por u(A) =

E(1,), VA C X se mostrara que u es una medida

difusa normalizada.
La monotonia se deduce de la propiedad (4);

4(X) = 1se tiene de la propiedad (c).
Para todo 2 € (0,1],

a=E@)=E@@Nl)=aNE(l,)=alNl=a,

por las condiciones (¢) y (d); entonces, por (a) se
tiene que para todo 2 € (0, 1],

a=E(a)=E(@aN0,)=E(a)\NE(Qy)=aAE(0y).

Por lo tanto, E(0y) <a, Va €(0,1], y se obtiene
que u(@) =E(0,) =0, porque E es un funcional
no negativo.

Se mostrara ahora que E(-) coincide con §,(-).

Sea f : X — [0,1] y supdngase que
S) S ) S f () <. < flxy).

Entonces f se puede escribir como:

1=1
donde t;(x)=f; AL,

A, ={x;,%;,,x Hx, b i=1,...,n.

it19 X2

Se puede verificar que t,~t; Vi, ;j =1,2,3...,n.
Ahora,

n

£V

=1

E(h) = E(ti):vE(ﬁA]Ai)

n n

= VUAEL) =\ (fiAuA)
i=1 i=1
Entonces E coincide con la integral de Sugeno con
respecto a (.

En conclusion: la integral de Sugeno se caracte-
riza por ser un funcional F-aditivo, monétono y
homogéneo.

Ahora, se mostrara una caracterizacion analoga
para la integral se Choquet.

TEOREMA 9 Un funcional E definido sobre fun-

ciones no negativas satisface las siguientes condicio-
nes:

(@) si f ~ g, entonces E(f + g)=E(f)+E(g)
(aditividad de orden);

() si f < g, entonces E(f) < E(g)

(monotonia);

(c) E(I.)=1 (normalizacion);
(@) Na>0,E(a-f)=a-E(f)

omogeneidad),

s1 y s6lo si existe una sola medida difusa normaliza-
da u tal que E es la integral de Choquet con respecto
a la medida .

Demostracion. Necesidad: Se define la funcion
u(A)=E(I,), VA C X. Se probara que u es una

medida difusa normalizada.
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1. u(X)=E(l,)=1se tiene por la condicion
(o) = fuA )+Zf — (A )
2. u(@)=E(l,)=E(0,) =0, se tiene por la = 6.

siguiente razon:

Como 0, es una funcién constante 0, = f

para cada funcion £, por la condicion (a), se
tiene

E(f)=E(f+0,)
entonces £(0,) =0.

=E(f)+E(0,);

3. Si A C B, entonces I,(x) < I(x), Vx € X,
se tiene por (b); w(A) = E(I,) < E(Iy) =
4(B). Luego u es una medida difusa norma-
lizada.

Ahora se probara que el funcional es la integral de
Choquet.
Sea f una funcion no negativa y que verifica

f)Sf(0) < f(x) <. < fx,);

entonces f se puede expresar como

:iﬁbi(x)s
donde
¢z(x) = (fz _fi—l)]A(x)> 1=2,...,m,
con ¢,(x) :ﬂ]Al(x) y
A =% 5 X0 X, 1 1= 2,00,

Cada par de funciones ¢; son equiordenadas; utili-
zando (a) y (d) se tiene

£(356) -2 (00
= E(T)+ 2 (i~ fo0) s

1=2

E(f)

= FEUL)+ (i~ f-0) E0)
= f1+Z (f fz 1) A),

Suficiencia: Las condiciones (), (¢) y (d) son pro-
piedades conocidas de 6,(-), y la condicién (a) fue

probada en la Proposicion 10.

En conclusion: la integral de Choquet se carac-
teriza por ser un funcional equiordenado, monoé-
tono y homogéneo.

Como se ve, las propiedades son completamen-
te paralelas entre las integrales de Choquet y Su-
geno: ambas integrales se ajustan al mismo modelo
formal, pero difieren en la utilizacion de operado-
res (suma y producto para integral de Choquet,
maximo y minimo para la integral de Sugeno).
Sin embargo, las propiedades matematicas de es-
tos operadores dan a cada funcional caracteristicas
particulares que los hacen utiles en diferentes con-
textos.

Existen otras analogfas entre €,(-) y (). Por
ejemplo, la medida de posibilidad con la integral
de Sugeno se comporta de manera similar a la in-
tegral de Choquet para el caso de las medidas de
probabilidad.

Si la medida difusa es de probabilidad (P), en-
tonces la integral de Choquet coincide con la espe-
ranza matematica con respecto a P, y por lo tanto
se puede escribir como:

:Zpi'fi’
=1

La siguiente proposicion da una expresion analoga
ala anterior para §, () cuando y es una medida de

posibilidad.

1=1,2,3,...,n

PROPOSICION 11 Sea Il una medida posibili-
dady f : X — [0,1] una funcion. La integral de
Sugeno de | con respecto a 11 puede escribirse como:
i=1
dondeII. =11(x,), i = 1,2,3,.
Notese el paralelismo que existe entre la proba-

bilidad y la posibilidad con respecto a las integrales
de Choquet y Sugeno, respectivamente.
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Algunas aplicaciones de las integrales y las me-

didas difusas

La teoria clasica de la medida, basada en medidas
aditivas y asociadas a la integral de Lebesgue, ha
sido muy importante, no solo en el analisis mate-
matico, sino también ha desempefiado un papel
importante en diferentes campos de aplicacion.
Tal vez el papel mas importante han sido la teo-
ria de probabilidad y las ecuaciones diferenciales
parciales.

Como ya se menciond, se ha reconocido que la
teoria clasica, a pesar de sus muchas aplicaciones,
esta limitada por el requisito de la aditividad de las
medidas. Es por ello que han surgido las medidas
difusas y, ligadas a ellas, las integrales difusas. En

los tltimos afios, la teoria de medidas difusas e
integrales difusas se han convertido en una rama

de la matematica que ha captado un gran interés
de investigacion.

Veamos a continuacion algunos ejemplos don-
de se aplican las medidas difusas y las integrales
difusas (Ramirez-Lamus, 2012).

EJEMPLO 12 Considere el problema de la eva-
luacién de calidad de un plato P de cocina. Su-
pongase que los factores de calidad que se con-
sideran son: el sabor, el olor y la apariencia (in-
cluyendo, por ejemplo, el color, la forma, etc.).
Se denotan estos factores por S, O y A, entonces
X ={§,0,A}. Se emplea como medida de impor-
tancia: ¢({S}) = 07, u(10}) = 0,1, u({A}) = 0,
(18,0 =09, u(i4,51) =08, 1({0,4}) =03
wX)=1y u(@)=

Es claro que ¢ no es aditiva. Se invita a expertos
como arbitro para juzgar el factor de calidad de
un determinado plato, donde los factores de cali-
dad son dados de la siguiente manera: f(§)=0,9,
f(0)=0,6y f(A)=0,8. Entonces la evaluacién
de la calidad del plato P se calcula como sigue:

P = Sﬂ(f)
= {06 A u([f 1%} V{08 A u([f17)}
V0.9 A u([f1°")}
= {06 A 1)}V {08 A (1S, 41)
V{09A u({SH}
= {0,6A1} V{0,8A0,8} V{0,9A0,7}
=0,6Vv0,8Vv0,7 = 0,8.

Entonces, con los criterios dados, la evaluacién
de calidad del plato de cocina P es del 80 %.

El siguiente es un ejemplo donde se utilizan las
A-medidas y la integral de Choquet para realizar
la seleccion de individuos que aspiran ingresar a
una universidad (Ramirez-Lamus, 2012).

EJEMPLO 13 Una Universidad en su proceso

de seleccidn de estudiantes utiliza las Pruebas de
=St ! Jas bt
Estado como criterio de clasificacién. Si un estu-
; ) st
diante desea ingresar a una carrera de Ingenieria,

la universidad le da un porcentaje a las siguientes
materias:
Matematicas: 45 %, Lenguaje: 45 % y Fisica: 30 %
Denotese: Matematicas con x,;, Lenguaje con x,,
Fisica con x; y cuatro estudiantes con ¢;, 5, &5 y
¢ respectlvamente Los puntos de cada materia
estan entre 0-100. Segtin el anterior criterio ¢cual
sera la clasificacion de los estudiantes si tienen los
siguientes puntajes?
Estudiante c;: x, =45, x, =50y x; = 40.
Estudiante c,: x, =56, x, =35y x; = 50.
Estudiante ¢;: x; =39, x, =58 y x; = 55.
Estudiante ¢,: x; =58, x, =38 y x; =57.

Entonces X = {x,,x,,%;}. El grado de
1mportan01a es dado por g, = g/l({xl}) 0,45,

=g, ({x}) =045y gs = g;({x:}) =

Se debe encontrar la A-medida aproplada para
este problema. Para ello se considera que g,(X) =
1y se utiliza la ecuacion (3), de donde se obtiene
que

A+1=I1u&+n

=1
= (0,454+1)(0,45A 4 1)(0,3A+ 1).

Esto implica que 0,06067 4* 4 0,4725% + 0,24 = 0.
Las raices aproximadas de esta ecuacién son: 0,
—7,3388 y —0,44919.

Cuando A =0 la medida es aditiva; en este caso
la clasificacién se realizaria por medio del prome-
dio ponderado de cada aspirante.

Lo interesante es considerar el caso en el cual
la medida no sea aditiva; eso se obtiene cuando
A= —0,44919 (el valor —7,3388 no se considera,
dado que no pertenece al intervalo (—1,00)). En
este caso se necesita saber la medida de cada ele-
mento de la o-algebra 22 (X ), para lo cual se utiliza
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la ecuacion (2), de donde se obtiene:

g ({xx0) = gi({xh) + ga({x,})

+ A g,({x,}) - gx({x,}) = 0,809,
g {xx31) = gy({x ) + ga({x;})

+A-gi({x,}) - gx({x;}) = 0,6894,
g ({xy, x31) = gi({x}) + ga({x3})

+ 4 gi({x}) - g2({x5}) = 0,6894,

gX)=1

Conociendo la medida de los elementos de la o-
algebra, y que f es el puntaje en cada asignatura
para cada estudiante, se puede encontrar la integral
de Choquet para cada estudiante ¢; como sigue:

n

¢ = (ggi(f) = Z (f(xz) _f(xi—l)) gi(4;)-

=1

Por lo tanto, se tiene

1 =G, ()= f(x3)- &a({x1 %5, %5 })
+(f () = £ (x3)) - g2(1x15 %,})

+(f(xy) = £ (%)) - g2({x,}) = 46,295.

=% (f) f
+(f(x ) f(x
+(f(x,) -

(x;) - g2({x1, %3, %3})
2) - &({x1 %)

(x,))- g2({x,}) = 48,041,

G = ngi(f) = f(%x;)- ga({x %0, %3})
_f(xl)) : gx({xz’xa})
f(23) = f(x3)) - g2({x,}) = 51,3804,

G = (gg/{(f) = f(x,)- gx({x1, %5, %3})
+(f(x3) = f(x3)) - g2({x35 %, )
+(f (%)) = £ (x)) - g,(1x,}) = 51,5481,

A partir de los resultados obtenidos para cada ¢,
se puede concluir que la clasificacion de los estu-
diantes es ¢, > ¢; > ¢, > ;. Es decir, que el mejor
clasificado para ingresar a la carrera de Ingenieria
es el estudiante c,.

Como se puede observar en los ejemplos reali-
zados, la aplicacion de las integrales difusas y las

medidas difusas van de la mano. Recientemente
Liginlal y Terence (2006) realizan un estudio de las

aplicaciones de las medidas e integrales difusas en
las ingenierias y las ciencias sociales, dicho estudio
ayuda a discernir cinco areas:

1. La evaluacién subjetiva, la prevision y la to-
ma de decisiones.

2. Larecuperacion de la informacion.

3. El modelado de datos.

4. El analisis de actitudes y patrones.

5. Reconocimiento y clasificacion.

A continuacion se describen algunas situacio-
nes donde se aplican las medidas difusas y las inte-
grales difusas (MF Anderson et al., 2010; DT An-
derson et al., 2011; Liginlal y Terence, 2006; Rama
y Tarres, 2007; Grabisch y Nicolas, 1994; Herrera,
2010; Wang et al., 2000).

Método para la deteccion de caras basado en in-
tegrales difusas: Un método detector de caras
compuesto de un conjunto de clasificadores ba-
sados en integrales difusas es presentado por Rama
y Tarres (2007). Este método presenta una mejora
significativa respecto del detector de caras utiliza-

do con otras técnicas. El clasificador basado en
integrales difusas mapea el conjunto de datos de

entrada en un Unico escalar, luego, dependiendo
de un cierto umbral, el valor clasificara la cara.

Sistemas de vision estereoscdpica en entornos fo-

restales: En las ltimas décadas se han venido uti-
! ‘ 1ac¢
lizando de forma manual los sistemas de visidn es-
V4 . . .«
tereoscopica para captar informacion del entorno

en diferentes aplicaciones. Las imagenes son ob-
tenidas mediante un sistema dptico basado en los
denominados lentes de ojo de pez. Su interés se
centra en obtener informacion de los troncos de
los arboles a partir de imagenes estereoscopicas,
y con las medidas obtenidas se realiza el estudio

sobre el volumen de la madera, la densidad de los
arboles y su evolucidn o crecimiento, entre otros
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(Herrera, 2010). En este sistema utilizan las inte-
grales de Sugeno y las 1ntegrales de Choquet en el
procesamiento de imagenes.

Teoria de la evidencia: FEstateoria fue desarrolla-
da inicialmente por Dempster y después extendida
por Shafer. Se considera como una extension de la
medida de probabilidad para describir la incerti-

dumbre asociada a una evidencia.
. 4 7 . .
Como ya se menciond, la teoria de la evidencia

se centra en la credibilidad que se le asigna a que
un evento pueda ocurrir desde el punto de vista
de la experiencia de la persona que toma las deci-
siones, a diferencia de la medida de probabilidad,
que supone la existencia de valores asociados a los
eventos determinados, los cuales son independien-
temente del observador. La teoria de Dempster-
Shafer se centra en dos medidas difusas, la plausi-
bildad y la credibilidad (Shafer, 1976; Dempster,
19672, 1967b).

Estimacion de la edad de la muerte de un indivi-
duo: La estimacion de la muerte de un individuo
es importante para las ciencias forense y para los
antropdlogos. Los métodos actuales de reconoci-
miento son poco confiables, debido a la variacion
del esqueleto y los factores tafondmicos. Los méto-
dos multifactoriales son mejores que los métodos
individuales cuando se determina edad de muerte
de un individuo. Sin embargo, los métodos mul-
tifactoriales son dificiles de aplicar en esqueletos
mal conservados, y rara vez proporcionan infor-
macion fiable al investigador sobre su estudio. La
integral de Sugeno se utiliza como método mul-
tifactorial para el estimar la edad de muerte del
esqueleto de un individuo. La integral de Sugeno
es mas eficiente, dado que no necesita el uso de
una poblacion y graficamente es facil de interpre-
tar (MF Anderson et al., 2010; DT Anderson et
al., 2011).

Conclusion

El concepto de medida difusa busca generalizar el
concepto de medida, al sustituir la propiedad de
aditividad de las medidas clasicas por propiedades
menos rigidas. Ligado a este concepto se encuentra
el de integrales difusas, las cuales se definen como

las integrales con respecto a una medida difusa.
Dos de las integrales difusas mas destacadas son
la de Sugeno y la de Choquet. Dado que ofrecen
un enfoque mas flexible y realista a una amplia
variedad de problemas, las medidas difusas, asi co-
mo las integrales difusas, vienen siendo aplicadas
en diferentes disciplinas, entre las que se destacan
la economia, la informatica, la teoria de juegos,
el procesamiento de imagenes y los procesos de
clasificacion y evaluacion de la calidad.
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