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Resumen

Se aborda el estudio numérico del billar rectangular desde el contexto de la teoria cuantica Bohmiana. Se
verifican las condiciones que hacen posible la existencia de caos cuantico, identificando el comporta-
miento irregular con el uso de criterios tales como exponentes de Lyapunov y espectros de potencia. Se
determina el potencial cuantico asi como los potenciales de Wigner y Ferry-Zhou analizando el papel que
juegan en las manifestaciones de caos cuéntico y su correspondencia en el limite clasico.

Palabras clave:billares cuanticos, billar rectangular, caos cuéntico, mecanica bohmiana.

Abstract

Numeric study of the rectangular billiards is approached from the context of the causal quantum theory.
The conditions that make possible the existence of quantum chaos are verified, identifying irregular
behavior through criteria such Lyapunov exponents and power spectra. Quantum potential is determined
as well as Wigner and Ferry-Zhou potentials, analyzing the role they play in the expressions of quantum
chaos and its correspondence in the classic limit.

Key words: bohmian mechanics, rectangular billiard, quantum billiards, quantum chaos,

su estudio y aplicacién en campos emergentes como la

nanotecnologia, la cual orienta parte de sus esfuerzos a la

El sistema conocido con el nombre de billar, el cual conimplementacién de nanodispositivos, en los cuales los elec-
siste basicamente en una frontera que confina una particenes son confinados en una region de frontera bien defi-
la que se mueve libremente en su interior, se ha convertigdda gracias a las técnicas de alta precision litogréfica,
en uno de los sistemas, que aungque conceptualmente sigistemas en donde interesa estudiar su comportamiento
ple, permite explorar en forma completa la problematicalinamico para posibilitar las estrategias de control para
propia de los sistemas que hacen manifiesto un comportaacer operativos dichos dispositivos. Desde el punto de
miento regular o caético tanto clasica como cuanticamenteista tedrico, estos sistemas juegan un papel fundamental
Probablemente no hay aspecto esencial en el estudio dr la tarea de estudiar el comportamiento caético de siste-
sistemas cadticos que no pueda ser encontrado en el denas clasicos y su contraparte cuantica, aspecto que motiva
minadobillar. Este aspecto motiva un creciente interés erl uso de aproximaciones alternativas a la teoria cuantica
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gue permitan dilucidar desde diferentes contextos la coBohmiana asi como el papel que juega el potencial
rrespondencia clasica-cuantica, la naturaleza y origen detuantico, de Wigner y de Ferry-Zhou en la aparicion del
caos a nivel cuantico y criterios para su identificacion. comportamiento irregular del sistema.

Se ha argumentado (Batterman, 1991; de Polavieja, 1996 RITERIOS PARA ESTABLECER CORRESPON-

que el problema de la existencia del caos cuantico est®ENCIAEN CAOS CUANTICO-CLASICO

estrechamente ligado con la posibilidad de encontrar para

una particula el equivalente cuantico de una orbita clasic&n la busqueda de criterios que permitan establecer algun
en el espacio de fase. Asi, desde este punto de vista surgetipo de correspondencia entre el comportamiento cuantico
necesidad de contar con el concepto de trayectoria en mg-su contraparte cadtica clasica se han establecido conje-
cénica cuantica, aspecto que permitiria aplicar criteriosuras basadas en el hecho de que las propiedades estadisti-
tipicos para identificar la existencia de caos tales comacas de los niveles energia cuanticos pueden reflejar la
exponentes maximos de Lyapunov, entropia K-S, andlisi;aturaleza dinamica del correspondiente sistema clasico
de espectros de potencia y dimensién fractal, entre otrogPorter, 1965; McDonaldt al, 1979). Estos criterios han
Una aproximacion que cumple con este tipo de requerisido verificados en analisis semiclasicos de algunos mo-
mientos es la teoria cuantica Bohmiana, la cual proporciodelos Hamiltonianos (Eckhardt, 1988). Desde este contex-
na el mismo tipo de predicciones que la interpretaciénto de andlisis estadistico de niveles energéticos, una medida
usual (Gonzalez, 1996), pero que resulta ventajosa para elstadistica importante tiene que ver con la distribucion
tratamiento del problema del caos cuéntico al contar traf(s) de los espaciamientos entre niveles de energia adya-
yectorias formalmente provenientes de una ecuacién deentes, dondB(s)dscorresponde a la probabilidad de en-
campo de velocidad. Aparecen, sin embargo, una gran vacontrar el espaciamiento entre dos niveles vecinos en el
riedad de interrogantes frente a su naturaleza y legitimiintervalo(s, s+ds)Se argumenta que si el sistema es clasi-
dad como herramienta computacional para abordar la&camente integrable, la funcién de distribudRis) obede-
fenomenologia cuantica, aspecto que ha dado lugar a uce una estadistica tipo Poisson (Ott, 1993), dada por
creciente debate motivado entre otras cosas, por la impor-

tancia que en afios recientes han adquirido el uso de tra- P(s)=e", (1)
yectorias para el estudio de sistemas mecénico cuanticos
(Nikolic, 2005; Shinfreret al.,2001; Strunzt al.,1999;  mijentras que para sistemas que exhiben comportamiento

van Dorsselaeet al.,2000; Beswiclet al.,2006). El deno-  cagtico, la distribucién corresponde a un tipo ortogonal
minado método de trayectorias cuanticas, por ejemploGausiano (distribucion de Wigner):

adopta el punto de vista hidrodinamico-Bohmiano para

estudiar una gran variedad de problemas de dispersion, ns?

construccion de funciones de correlacién en el tiempo para P(s)= ¢ M ()
una representacion de valor inicial (Bittner, 2000),
decoherencia cuantica (Appleby, 1999), desarrollos esta-
disticos aproximados para sistemas de alta dimensionalidall
(Lopreoreet al., 1999; Wyattet al., 2000), dinamica

cuéntica para estados continuos (Gindenspergat., Si la funcién de onda escrita en forma pafar Re*’" es

2000), descripcion cuantica-clasica de dispersionggiityida en la ecuacion de Schrédinger con un potencial
rotacional difractiva (Gindensperger al.,2002), calcu- clasicoV, se obtiene una parte imaginaria dada por:
los de tiempo de tunelamiento (Gonzéial.,1998).

EORIA CUANTICABOHMIANA

. OR? EBRZ as H_
Otro aspecto que puede ser ventajoso dentro del contexto ¥+ g g 0, 3)
de la teoria Bohmiana es la posibilidad de contar con el

denominado potencial cuantico, entidad que puede jugar

un papel importante en la tarea interpretativa deY Una parte real:
“causacion” de comportamientos regulares o irregulares 4
en sistemas cuanticos, asi como en la correspondencia cla- o8 +@ - n* O°R )
sica-cuéantica sensiblemente afectada cuando se interioriza o 2m 2m R

en la problematica del caos cuantico.

expresion que corresponde a una ecuacion de Hamilton-
En el presente trabajo, se estudia numéricamente el billalacobi modificada por un término adicional que toma el
rectangular dentro del contexto de la teoria cuanticanombre de potencial cuantico:
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2 O2R CAOS CUANTICO BOHMIANO

Q__Zm R’

©)
Para el caso particular de una particula de madasde el

[Punto de vista de la teoria Bohmiana, la dinamica de la

el cual, al ser de naturaleza netamente cuéntica, excluye A ticula se encuentra gobernada por una ecuacion de

posibilidad de que la teoria propuesta pueda ser trat"’lcrp%lovimiento dada por (7) que proporciona la trayectoria en

como una simple extension de una ontologia clasica. En Ig\I espacio de configuracién. Una medida de la separacion
representacion rden I ncial cuanti - . - ' : . -
epresentacion de coordenadas, el potencial cuantico PUGe trayectorias vecinas en el espacio de configuracién se

de ser escrito como: e ; . .
puede dar en términos del logaritmo natural de la distancia
euclidiana en funcion del tiempo dada por:

2 2 2
SWHR_ N g2

2m R 8m

2 2p2
n° U°R
B (6)
7

R2 2 )
D(t) = Z[x,- ) -y, 0] 9)
con el primer término identificado por Ferry y Zhou como
f,l po_tenc_la: dz W!gnemwotado como Wy con el s<|agund(§) | Se cuenta ademas de las coordengdpson los momen-
€rmino, intro #g' (()j_cqm(_) una 90:_recmon en % ulso . et 0s asociados dados gait)=ps que permite una descrip-
gproxmamc:jn ; ro m;mlcalcula;;;éca plara rlno :aamlein %ién del sistema en el espacio de fase. La distancia

€ semiconductores (Fereyal, ), al cual se le suele euclidiana de trayectorias vecinas en el espacio de fase se
denominar epotencial de Ferry-Zho(notado como s). El o

X ; . o puede escribir como

potencial de Wigner puede ser identificado como energ|g
de dispersién de cantidad de movimiento y al potencial de 5
Ferry-Zhoucomo una medida de la curvatura local de Ial d(t) = [x, (1) =y, ()17 +[p,, (¢) -p),.(t)]z- (10)
densidad de probabilidad a la cual se la denomina energia f
de localizacién, ya que contribuye positivamente al po-

:9”“""' cn:antmo en_reglongs de cur\:atura negtc_atlvaly N€J%0s exponentes de Lyapunov para un sistema cuantico se
'vamente en regiones de curvatura positiva, 10 qu_e;fueden calcular como (Faisgtlal, 1995):
corresponde a una dispersion espacial. El potencia

cuantico, en la representacion de coordenadas, puede ser

considerado responsable del «balance» entre la dispersion A(t) = lim 1m%% (11)
espacial y de cantidad de movimiento, aspecto que permi- 40-0f or

te considerar una conexioén entre el potencial cuéntico y el
principio de incertidumbre (Brown, 2002; Gonzé&¢al.,

cond(0) distancia entre dos trayectorias p&r@.
1995).

na definicidn para caos cuéntico dentro del contexto de
a teoria Bohmiana podria ser formulada en los siguientes
"Yerminos:

De acuerdo a la interpretacion propuesta, una entida
cuantica, tal como el electrdn, es una particula que desc
be unarayectoria bien definidaon velocidad, que pue-

de ser determinada causalmente y satisface la ecuacion Bpefinicién. Para un flujo de trayectorias cuanticas

movimiento Bohmianas en el espacio de fase, su dindmica resulta ca6-

mﬂ:_D(VJrQ)’ @ tica si _gl maximo equnente de Lyapunov dado por la
dt expresion (11) es positivo.

similar a la ecuacion de movimiento de la mecéanica clasi-
ca, aunque debe subrayarse que el térmimo no posee  BILLAR RECTANGULAR
analogo clasico.

El problema del billar bi-dimensional euclidiano, desde el
La Ec. (7) sugiere una interpretacion en la cual la particulpunto de vista clasico, se orienta al estudio de la dinamica
se estudia dinamicamente a partir de trayectgthascon  de una particula puntual que se mueve libremente sin fric-

una ecuacion guia dada por: cién en una region plana de domigiok’ con una fronte-
ra definidao@=p (billar) que confina la particula. Las
:anmw* —y Oy _ lDS( N reflexiones de la pa'rtlcula.erl Ia_frontera son dgtlpo elasti-
om WP m 4, o (8) coy sucomportamiento dindmico depende drasticamente
q=q
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de la forma que tenga la frontera. Para una fronter&l Hamiltoniano para el billar es de la forma
circunferencial, eliptica o rectangular, el movimiento re-
sulta de caracter regular, es decir, integrable. De otra parte,

i i i W 0o” 62
sila front.e.ra es de tlpp estadio ((_105 para.lelas cerr'adgs por H=——F 2 D* V(x, ),
dos semicircunferencias) o de tipo cardiode, o sinai (un 2m Px°

cuadrado con una regién circular en su interior), el sistema
se comporta en forma cadtica. con
Frontera [D paaOsx< y0<sy<I,

Vix,y)=
[po para toda la region restar

La ecuacién de Schrédinger para el billar rectangular con

ladosLx y Ly se resuelve por separacion de variables, que

con las condiciones de frontera impuestas por este tipo de

geometria produce como solucion para estados estaciona-
% rios la expresién:

Region Ax,y) = \/@ sen(k x)sen(k,y),
Ficura 1. El sistema “billar” se considera como una
frontera que limita una regién de confinamiento para Con
una particula que se mueve en su interior. ™ 0 _
— T, _ 7, -
kx oL ky T wm — 2m (Lz %)

Se va a estudiar el comportamiento mecénico cuantico
de una particula confinada en un billar de regién plana

de dominio rectangular: De acuerdo a la interpretacion usual de la teoria cuéntica,

un criterio para identificar la naturaleza del sistema es la
distribucién P(s) de los espaciamientos entre niveles de
energia adyacentes. Desde esta perspectiva, el billar rec-
tangular se puede identificar como un sistema con un com-
El origen del referencial se hace coincidir con uno de |05bortamiento de tipo regular, aspecto que se verifica con el
vértices de la fronterac como se indica en la Figura 1. calculo de la distribucioR(s), la cual corresponde a una
funcién de tipo Poisson tal como se ilustra en la Figura 4.
Sin embargo, se puede demostrar que desde el punto de
vista de la interpretacién causal, el billar puede presentar
LV comportamiento caédtico, aspecto que invalida desde la
version causal los criterios utilizados por la interpretacién
usual para identificar la dinAmica de los sistemas cuanticos.

Q=[0,2,]0[0,L,].

Y

Vixy)= 0 ]
BILLAR RECTANGULAR CUANTICO BOHMIANO

Desde el punto de vista Bohmiano, para el estudio cuantico

de una particula en movimiento dentro de este billar, se va

(0,0) L a considerar una funcion de onda conformada por una com-
X binacion lineal de estados estacionarios:

Ficura 2. Billar rectangular de ladosLx, Ly.

Zc,,m sen(k, x)sen(k, ) it in

2
X, 't = m n
l)[/nm( y ) 'LxLy = ’ ’ (14)
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L=
=
LY
—
—
LY
b
=]
=]
LA
e
.
Ln
[ %)

(1) (2.2)

Ficura 3. Estados estacionarios para el billar rectangular. Se muestran los casos para las parejas de
nameros cuanticogn, m): (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2).
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Ficura 4. Funcion de distribuciénP(s)para el caso de un billar rectangular para la condicion : Ly/L, =/77/3 .

Inicialmente se va a elegir una superposicion de dos est#ificar una dindmica que va desde un comportamiento re-
dos estacionarios uno de ellos degenerado: gular hasta uno de tipo cadtico para diferentes valores de

-zl in

Ylx, 1) =c@e

la constantee,. La Figura 5a y la Figura 5b muestran la
funcién de distribucién de probabilidad y potencial

. il In 15
et el ' (15) cuantico, de Wignery de Ferry-Zhou ptr@ para valores

dec, es iguales 2.0, 0.2, 0.4y 1.0. Tanto el potencial

Para la posicion inicial de la particula en el punto de coor,4ntico como el de Wigner y de Ferry-Zhou resultan drés-
denadas](.01, 0.5y valoresc =c =1, se hace posible iden-  ti-amente afectados en funcionaje

b » i .
4 \r .-'.'
08 - 0.8
1 0.6 i 0.6
0.4 0%
; 02 0.2
0 05 ] T T D ]

b2

c,=0.0 c,=0.2

=

(@)
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Potencial Cuantico Potencial de Wigner Potencial de Ferry-Zhou

A

=

10

=

-10

-0

c2=0.0

c2=0.4

c2=1.0

(©)
Figura 5. a) Funciones de distribucién de probabilidad para la funcién de onda de la Ec. (15) pardD. Se indica la

funcion para diferentes valores de la constantg,. En este case, =c,=1. b) Potencial cuantico, de Wigner y poten-
cial de Ferry-Zhou parat=0Yy valores dec, iguales a0.0, 0.4 y 1.0.

Si se integra numéricamente la Ec. (8) con un integradgpotencias para,=0.0 y ¢,=0.2 regularidad, mientras que
Runge-Kutta de cuarto orden y un paso de integracion dearac,=0.4 y ¢,=1.0 comportamiento cadtico. Para dos
10, se obtiene para los valoresgjeguales a0.0,0.2,0.4  trayectorias vecinas (separadas inicialmé€19 de la

y 1.0las trayectorias en el espacio de configuracién que seomponenter en funcion del tiempo se hace visible una
indican en la Figura 6a. Para la componepen-funcion  sensibilidad con las condiciones iniciales para los casos
del tiempo (Figura 6b), se hace explicito en su espectro dg=0.4 y ¢,=1.0 tal como se ilustra en la Figura 7.
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Ficura 6. a) Trayectorias en el espacio de configuracion con los valores del parametjmdicados y posicion
inicial de la particula en el punto de coordenadagl.01,0.5)b) Trayectorias en el espacio de fase para la
componente y con los diferentes valores de, indicados.
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Ficura 7. Para los valores del parametre, indicados, se muestra la evolucion para dos trayectorias vecinas de
la componente y en funcién del tiempo. Las trayectorias estan separadas inicialmente a una distancia
de 0.0014 Para la trayectoria de trazo continuo se grafica el espectro de potencias.

Si se calcula el exponente de Lyapundntegrando las  En los resultados obtenidos, se hace posible reconocer
ecuaciones de movimiento para tiempos de escalamientina transicién de un movimiento regular a uno de tipo
del orden del0%, con pasos de integraci@g*, se verifi-  cadtico que puede ser explorado realizando el célculo
ca que para los valores=0.0 y c,=0.2, A>0 cuando el  del exponente de Lyapunov para un nimero mayor de
nimero de escalamientds> «. Asi, paraN=20000Q valores del paramet®. Segun la Figura 8b, el valor del
A(c,=0.0)=0.002329 y &(£-0.2)=0.010361 Parac,=0.4  exponente de Lyapunov en funciénajeermite identi-

y ¢, = 1.0, el exponente de Lyapunov tiende a valoresficar una transicion de movimiento regular a caético para
finitos positivos:A(c,=0.4)=2.448559y A(c,=1.0) el intervalo0.3<c,<0.4. En la Figura 8c se muestra el
=2.854096 En la Figura 8a se ilustra el valor del expo- logaritmo natural de la separacion entre trayectorias ve-
nente de Lyapunov en funcion del numero de escalaginas en funcion del tiempo para diferentes valores,de
mientosN para un valor de,=1.0. en donde resulta concluyente que para valores>@e3
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Ficura 8. a) Exponente de Lyapunov en funcion del nimero de escalamientos payal.0b) Exponente de
Lyapunov en funcion del parametroc,. c) Logaritmo de la distancia entre trayectorias vecinas en funcion

del tiempo para los valores indicados del parametro,.

180



Gonzalezt al

P P P
; — L
— = &
B 4 -t
ﬂuﬁ‘ a 03 . il
: Y g i -2
}'?]; Yo Yot i
i i
[ =1 =1 =1
- ] - 0 -
0 03 ;‘ 15 Z i 0 1 15 2 i 0 1 15 2
X X
=0.0 x t=0.02 =0.05
4k
P P P
: L = i R
- -4 Ly
':,ﬁ / , '8 . ‘ﬁ
' =i o -7 M 1
}'“u; yi4 }r'-'-*
i =gk i ”Eu el
L |:| p= L]
0 ] th 135 2 . 0 1 15 H 0 05 1 13 1
X X
i=0.10 i=0.20 t=0.252
p ;
P P
— &
=k
=
o [
i & 4
Y -1 I:I;B: 2 pe e
04 4 j Bt -
uzﬂ = }ruz ; }rﬂuz
. i P
i35 1 a5 g 1 U v s
i k; i K 1:‘ 13 1 . - : T H
X
=030 i=0.41 t=0.504
@)

181



Universitas Scientiarum, Vol. 13 N° 2, 171-187

o4
- 03 -l

051 13 LS
X X
=0.0 t=0.02 =0.05

- ,
Q |/
(//IF u.r f

& / | L4
Q Q 4 Q
10 10 10
1] JiL F ] jﬁ F i jg q F
& ngE 1§
-1 i 10 i .10 0.
o vy
; LS
X

N

as 1
X X
1=0.10 =0.20 =0.252

182



Gonzalezt al

-10

-1

&=0-10 =0.20 i=0.252

=0.30 =0.41 =0.504

183



Universitas Scientiarum, Vol. 13 N° 2, 171-187

=00 =0.02 =0.05

=030 =0.41 =0.504

(d)

Ficura 9. Para el billar rectangular con una funcion de onda inicial dada por la Ec. (15) y un valor ag=1.0, se
indica para diferentes instantes de tiempo: a) la distribucion de probabilidad; b) el potencial cuéntico; c) el poten-
cial de Wigner; d) el potencial de Ferry-Zhou.
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la distancia presenta un comportamiento de crecimient@on periodd.504(como lo indica la Figura 9a) y reduc-
exponencial indicativo de la sensibilidad a las condicio-cién e incremento de “altura” alternada. En el potencial de
nes iniciales, excepto parg0.38 en los intervalos tem-  Wigner se observan regiones de barrera de potencial en
porales(15,30)y (47,50)y parac,=0.4 en el intervalo  donde el potencial cuantico presenta pozos. El potencial
(10,5).Esto permite afirmar que las trayectorias en genedeWignercorresponde a energia de dispersién de cantidad
ral no pueden ser clasificadas completamente como regéte movimiento, dispersion que se localiza en la region
lares o cadticas. La trayectoria Bohmiana se encuentr@entral del billar (en las cercanias)de) y barreras que
afectada por la totalidad del espacio de fase. En conseotan en sentido horario para la regiéii y anti-horario
cuencia, las trayectorias Bohmianas no pueden asociarggirax >1 y con alturas que se incrementan y disminuyen
con un exponente particular de Lyapunov, sino se deben el tiempo. Estas barreras juegan un papel fundamental
considerar un conjunto de exponentes de Lyapunov par@n el comportamiento dinamico de la particula cuando se
diferentes rangos temporales. hace evolucionar para diferentes posiciones iniciales y para
los diferentes valores del parametroDe otra parte, el
La gréficas de las figuras 9a, 9b, 9c y 9d muestran la evoliypotencial déerry-Zhouque determina la dispersién espa-
cion temporal de la funcion de distribucion de probabili-cial, presenta topologias similares al potencial cuantico
dad y los potenciales cuantico Bohmiano, de Wigner y delebido a que contribuye positivamente para curvaturas
Ferry-Zhou. En la evolucion que experimenta la funcionnegativas (maximos) y viceversa, negativamente para cur-
de distribucion de probabilidad se hace posible observayaturas positivas (minimos). EI comportamiento de los
dos regiones a lo largo del ejeen cada una de las cuales potenciales hacen posible obtener por via “causal” un tipo
aparece una topologia montafiosa con un “crater” a ulle trayectoria para funciones de onda modificadas por el
lado de la sima, cada una dotada de rotacion anti-horarigalor del parametro,.

0 T T T T

Ficura 10. Para el billar cuadrado con la dinamica gobernada por la funcién de onda de la Ec. (16) se muestra: a)
Trayectoria de la particula para una posicién inicial de coordenada®.8, 0.5)eportada en (de Alcantaraet al.,
1998). b) Trayectoria en el espacio de fase. c) Espectro de potencias. d) Evolucion del potencial cuantico calculado
en funcién del tiempo, el cual permite interpretar causalmente el comportamiento dinamico de la particula.
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Ya que la “fuerza cuantica” a la que esta sometida la partieer manifiesto un comportamiento de tipo irregular, ‘cau-

cula deriva del gradiente del potencial cuantigo (), sado’ unicamente por las fuerzas de naturaleza cuantica
la particula “afectada” por esta fuerza evoluciona en form&lue derivan del potencial cuantico. Esto explica el porquée
regular si la evolucion del potencial cuantico permite estara sistemas clasicos que exhiben comportamiento regu-
regularidad (Figura 5 pag=0.0), mientras que la com- lar, su contraparte cuantica Bohmiana puede tener com-
plejidad del potencial y su evolucién temporal hacen qudortamiento caético. Desde esta perspectiva, el caos
la particula esté sometida a una fuerza cudntica de tal irréuantico puede ser tratado sin hacer un marcado énfasis en
gularidad en el tiempo y en el espacio que obliga a 140 ‘causales’ del caos en el dominio clasico.

particula a manifestarse como lo ilustra su trayectoria en la
Figura 6a para,= 1.0 El billar rectangular permite apreciar el papel que juegan

los potenciales défignery Ferry-Zhouinterpretados como
energia de dispersion de cantidad de movimiento y disper-

El billar cuadrado corresponde a un caso particular para 8i0n espacial, en la produccion de movimiento regular o

cualLx=Ly, sistema que fue estudiado por de Alcantara yrregular en funcioén de las condiciones iniciales o en fun-

sus colaboradores quienes reportaron transiciones a rédgilon de un parametro de control.

men caotico en funcion de la funcién de onda (de Alcantara

et al, 1998). Aunque en ese trabajo no se evalla el papel

del potencial cuantico como causal del comportamiento

de la particula y responsable de la existencia de caos en IbSTERATURA CITADA
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