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RESUMEN

El siguiente programa calcula la tabla de caracteres para las representaciones irreducibles de los grupos de
simetriaS  haciendo uso de la féormula de Roichman en vez de la férmula recursiva de Murnanghan-
Nakayama.
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ABSTRACT

We implement the Roichman formula for computing the character table of the irreducible representations
for the symmetric group. This formula unlike the Murnangham-Nakayama is not recursive.

Key words: Characters, representations, symmetric group.

INTRODUCCION caracteres. Este cambio en nada ha afec-
tado la utilidad de los caracteres como
Histéricamente (Curtis, 1999) los caracte-nerramienta en el estudio de la teoria de
res precedieron a las representaciones d@rupos, sus representaciones y aplicacio-
grupos. Inicialmente, Frobenius en 189665 Una de estas aplicaciones es el al-
a partir de algunas ideas y preguntas for'goritmo posiblemente mas usado en el
muladas por Dedekind, desarroll6 la teo-siglo pasado, el cual es, la transformada
ria de caracteres de grupos tomando com@iscreta de Fourier de una funcion defi-
punto de partida el determinante del gru-piga sobre un grupo ciclico. En lataa-
po y su factorizacion. Pronto €l pudo ge-|igad ya contamos con generalizaciones
neralizar para grupos no conmutativos,y aplicaciones de este algoritmo a otras

algunas de las observaciones hechas pafmilias de grupos (Maslen and Rockmore,
Dedekind sobre grupos conmutativos, enjgg7, 2001).

particular la factorizacion de este deter-

minante del grupo haciendo uso de losLos programas computacionales que reali-

caracteres. zan el cémputo de los caracteres de los
grupos simétricos usan por lo general la for-

En la actualidad es usual estudiar pri-mula recursiva de Murnangham-Nakayama

mero las representaciones y después suGagan 2001, Goldschmidt, 1993). Recien-
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temente, Roichman (Roichman) ha dadoEjemplo 2. SeaG =(x) un grupo ciclico de
una férmula para el computo de estos caprdenn. Los siguientes homomorfismags

. . . ; ]
racteres y es esta formula la que estamogefinen las representaciones irreducibles de

implementando. G:

DEFINICIONES p(x)=w’

SeaG un grupo finito yV un espacio dondew=ez% y i=0..n-1

vectorial complejo de dimensidny GL(V)

gl grupo de transformaciones linealesgy ggpe (Serre, 1977) que si el grupo es
invertibles sobre/. Sabemos quEL(V) =  onmytativo entonces todas sus represen-
GL(n,C) el grupo de matrices invertibles de i, jones jrreducibles son de dimensién 1y

(L)erenn X con e_qtrr[aadgs en (Ijos complejos. g6 estas representaciones forman un gru-
narepresentacionG degrado n es un oG+ gl cual es isomorfo &,

homomorfismo de grupos

Definimos elcaracterxp de una represen-
p:G - GL(V) tacion p del grupo G como la funcién defi-
nida sobreG de valor complejo
y por lo tanto se tienen las siguientes pro-

piedades: x,(g)=Trazdp(g))
a. p(1)=Id, donde 1 es laidentidad G Esta funcion esta bien definida, ya que no
y Id, es la funcién identidad de depende de la base escogida y asi represen-
taciones equivalentes tendran el mismo
b. p(ab) =p (a)p (b) para todo a,i G caracter.

c ) = p(g)* Los caracteres de grupos finitos satisfacen
- Pl =plo) las siguientes propiedades (Serre, 1977;

o o ) Isaacs, 1976; Goldschidth, 1993):
Una representacion de se diceirreducible

si no contiene subespacios propios;
invariantes, es decir, 8V es un subespacio
deV tal que p(g)W OW, Og0OG ,enton-
cesW=0o0oW=V.Ademas decimos que dos
representaciones sa@quivalentessi ellas
difieren en un cambio de base. Como las
representaciones complejas de un grupo
finito son suma directa de representacio-
nes irreducibles (Serre, 1977), solo necesita3. x,(g9™) = x,(g), donde la barra indica
mos conocer las distintas clases conjugado complejo.
inequivalentes de  representaciones
irreducibles del grupo. 4. Dos representaciones son equivalentes
si tienen el mismo caracter.

Los caracteres son funciones de clase.
Es decir, son constantes sobre clases de

conjugaciony,(gag™) = x,,(a).

La traza de la funcion identidad sobre
un espacio de dimensidnesn y por lo

tanto, n = x , (2).

Ejemplo 1. Si la dimensién d&/ es 1

entonces toda representacion @enV  Sj definimos un producto escalar en el es-
es claramente irreducible. En ese cas@acio de funciones de valor complejo defi-
GL(V)=aGL(@c)=c  =c\{o} nidas sobreG por medio de
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1 _ quierda cork filas y la filai contieneA,
<f‘g>:@;f(s)g(s) cajas. Cada caja se identifica por la fila y
columna en la que se encuentra. Una tabla
estandar de la formaes la enumeracion de
fas cajas del diagrama decon numeros
del conjunto {1,..n} sin repeticiones, en
. donde cada fila y columna forman sucesio-
1. S.',x es el caracter de un una representan oq crecientes al leerlos de izquierda a de-
cion deG entonces(y,x) €s un entero . .h4 y de arriba hacia abajo
positivo y(x,x)=1 si y solo six es el  respectivamente.
caracter de una representacion

irreglucible: En ese caso decimos gque Ejemplo 3. Para la particion (2,2,1) las ta-
es irreducible. blas estandar son:

se tiene entonces que los caracteres de r
presentaciones irreducibles @esatisfacen:

2. Si X, @ son caracteres irreducibles de

; ; ; 114 1] 3 1 2 1| 3 1 2
dos representaciones inequivalentes
P g 2[5] [2[5] [3[5 [2[ 4[ 3 4
entonces(x,¢) = 0. 3 7 7 5 5

3. Mas aun, el conjunto de los caractere
irreducibles deG forman una base
ortonormal para el espacio de las fun-
ciones de clase definidas solise

SLas siguientes son algunas propiedades
basicas de los caracteres y representacio-
nes irreducibles e (Fulton, 1997; Sagan,
2001). Las representaciones irreducibles de
S estan en correspondencia uno a uno con
las particiones d&. Las dimensiones de
esas representaciones son iguales al nime-
o ro de tablas estandar correspondientes a esas
{Xa:X,) representa la multiplicidad de particiones. Ademas, e dos elementos
p como sumando directo en la represen-son conjugados si y solamente si tienen la
tacion a. misma descomposicion ciclica, la cual tam-
bién determina una particién ae Dos re-
Representaciones irreducibles del grupo Presentaciones irreducibles merecen
simétrico mencionarse en estos momentos. Estas son
las asociadas a las particione$ y (1,...,1)
Para el computo de los caracteres de los= (1"). Ambas son de dimensién 1, por lo
gruposS necesitamos repasar algunas pro-tanto coinciden con los caracteres. La pri-
piedades de las tablas de Young, y lueganera es la representacion trivial, que asig-
establecer las formulas de Murnanham-na a todos los elementos 8eel valor 1,
Nakayama y de Roichman. mientras la segunda es la representacion
signo, la cual asigna el valor 1 o —1 depen-
Sean un entero positivo. Una particion de diendo si la permutacion es par o impar.
n es una sucesion no creciente de enteros
Ejemplo 4. Para el grupo simétric§, de
las permutaciones sobre tres elementos po-
Usualmente identificamos la particion demos tomar como generadoees (1,2) y
A=(A,....A) con su diagrama de Ferre, el b = (1,2,3). Definimos una representacion
cual es un arreglo de cajas alineadas al izpor medio de las siguientes matrices:

4. Sia es otra representacion ey X, €s
un caracter dés correspondiente a la
representacioén irreducible, entonces

k
positivos A=(A,,...A,) tales queFZA.-
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Ejemplo 7. Si A = (2,2,1) las cajas marca-

1 -1
R(a) = g % R(b) = H D das con * forman la frontera de
*
R define una representacion irreducible de * |
dimension 2, y esta representacion matricial *
(salvo un cambio de base) es la asociada a T
la particionA = (2,1). Un segmento conectado (cajas que estan

unidas por un lado) de la frontera, con
Ejemplo 5. El caracter para la anterior re- cajas se llama um -gancho Un m -gancho
presentacion d&, dada en el ejemplo 4 se s es removible del diagrama desi el
puede calcular directamente por medio dediagrama de\ \ s es nuevamente el diagra-
ma de una particion.

t 1,)=2

raza(l.) Ejemplo 8. El 2-gancho formado por las
traza(R(a)) =0 cajas (2,1) y (2,2) no es removible del
traza(R(b)) = -1 diagrama del = (2,2,1) porque su diagra-

ma resultante sera (2,0,1). El 2-gancho for-

Como el caracter es una funcién de clasd"@do por (1,2) y (2’2_) es removible y su
tenemos que: forma resultante es 1= (1,1,1).

G 1 12 13 (3 @23 13D Se define I,dongitud I(_s) de un m-ganchs
X 2 0 0 0 1 1 como el numero de filas que lo conforman.
Ademas, Ejemplo 9. El 4-gancho formado por la fron-
tera del diagrama dé = (2,2,1) tiene lon-

<X,, Xp> (22+02+02+02 (-2 (_1)2):1 gitud 3.

La formula de Murnanham-Nakayama
y con esto verificamos que esta representa- _
cién es irreducible. La formula recursiva de Murnanham-

Nakayama es una herramienta computacional
Sean), | dos particiones tales qued A due se tiene para el computo explicito de la
es deciry < A, para todd. La formai\pes tabla de caracteres para los grupos simétricos
la diferencia de conjuntos entre los (Goldschmidt, 1993, Sagan, 2001).
diagramas de y W

Seanrg 6 dos ciclos disyuntos e§, A una
Ejemplo 6. SiA=(22,1) yp=(2, 1) enton- Pparticion den. Si 6 es un m-ciclo, entonces
cesA \ ptiene por diagrama.

: X, (m0) = Z(—l)'“)‘%\s(ﬂ)

DD donde la suma corre sobre todos los m-gan-
choss removibles del.

La frontera de un diagrama se define como
las cajasi(j) del diagrama, tales que la caja Ejemplo 10. Calculemos el valor del
(i +1,j + 1) no pertenece al diagrama. caracter irreducible correspondiente a la
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particion A = (2,2,1) en la clase conjugada
de la forma (3,2). Por lo tanto deseamos
calcular

W' Q= []1.(.Q
T

con
Xe2y (1) . 0
B(u):§ui l<sr<ipg
donde podemos suponer quef son un 2- . .
ciclo y un 3-ciclo respectivamente. El Uni-
co 3-gancho removible en el diagramaie Y

es
o1 si j +1estaal suroestale j enQ
* | * ) H . Oj+1 estanorestede j, j +10B(u)
f,(1,Q)=00 si . ) .
* 0 [y j +2 estaal suroestade j +1enQ
L g1 encualquierotro caso

cuya longitud es 2, por lo tanto, usando la
férmula de Murnanham-Nakayama tene-
mos que

Esta formula ha sido dada por Roichman
en un contexto mas general. En especial,
Roichman establecié su formula paya-
algebras de Hecke y especializargie: 1

se obtienen los caracteres de los grupos
simétricos. En esta férmula entendemos
Por lo que hemos visto anteriormente,por suroeste estar en la misma fila o una
X (m)=1 luego inferior y estar en la misma columna o una
a la izquierda. En forma similar se entien-
den las otras direcciones.

X221 (m9) = (-1 2_1)((2) (7T) = _1)((2) (IT)

X2y (m9) = -1.

Ejemplo 11 Calculemos usando la formu-
la de Roichman el caracter de= (2,2,1)
para la clase del tipp = (4,1).

La formula de Roichman

La férmula de Roichman (Roichman,

Ram, Barcelo y Ram) ofrece una alterna-Para esto veamos una por una las 5 ta-

tiva combinatoria no recursiva para el blas estandar de la particion= (2,2,1)

computo de dichos caracteres. y hallemos el valor de la funcidn. Pri-
mero, el conjuntd(p) = {4,5}, luegoj

SeaA una particion devy p 0 S del tipo = 1,2,3.

(K ... 1y). Entonces

Las 5 tablas son las dadas en el ejemplo 3y

si algun valor dé“(j,Qi) es cero entonces el

valor derw#(Q) sera cero. En la primera ta-

bla,j = 1yj +1 = 2 estan en la misma co-

donde la suma corre sobre las tabladumna, pero 2 esta en una fila inferior a la

X () = ZrW“(Q)

estandaq de la formaA y rw* (Q) se deno-
mina ely — peso de la tabl@ y esta defini-
do por

de 1. Es decir, 2 esta al suroeste de 1 por lo
tanto,fu(l,Ql) = —1. Asi podemos resumir
toda la informacion en la siguiente tabla:
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1] 4 i 1[2] 3

Q g S f.3,Q) | 1] 1] 1 w"'(Q) = 1
1] 3 j 1[2[3

@ e s Gy (o] ||™@=| °
1] 2 j 1[2[3

> = L) wQ)= |
T | 3 j 1[2[3

o 2Tl o] |9 w@)=| °
1] 2 j 1]2] 3

< 2 P70 0 w'@Q)= | O

Por lo tanto, el valor de este caracter asopor la lista anterior. Por lo tanto, dicha en-
ciado a_Ia particion _(2,2,1) para las trada corresponde al valgy, ,, (4.1).
permutaciones d& del tipo (4,1) es

El programacar.pkg que estamos presen-
S tando, hace este computo haciendo uso de
= H(O) = !
Xiaza (4D ;rw Q@)=L la férmula de Roichman.
Ejemplo 12. Calculemos el valor de todos Car.Karacter(5);
los caracteres irreducibles de las represenMat[
taciones des, 1,1,1,1,1,1,1j,
' [1,0,-1,1,0,2,4],
EnS hay representaciones irreducibles quel0; -1, 1, -1, 1, 1, 5],
corresponden a las 7 particiones de 5. Estadl; 0, 0, 0, -2, 0, €],

particiones son: [0,1,-1,-1,1,-1,5],
[-1,0,1,1,0,-2, 4],
Rep.Parti2(5); [1,-1,-1,1,1,-1, 1]

5], [4, 11, [3, 2], [3, 1, 1], [2, 2, 1], [2, 1, 1, ]
1], 11,1, 1, 1, 1]]

Note que la entrada (5,2) es 1 como se vio
Los valores de esta lista sirven para indexaen el ejemplo 11, y la entrada (5,3) e -1
las entradas de la siguiente matriz. Asi, lapues corresponde al valof,,,(32) del
entrada (5,2) de la siguiente matriz indicaejemplo 10. También es interesante hacer
el valor del quinto caracter en la segundanotar que la Ultima columna corresponde a
clase conjugada, donde el orden esta dadta particion (1,1,1,1,1) y ésta corresponde a

10
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la clase conjugada de los elementos de esPe esto podemos concluir que hay 11 re-
tipo. El Unico elemento de ese tipo es pre-presentaciones irreducibles & (por lo

cisamente la identidad. Por lo tanto, dichatanto 11 particiones de 6) 2 de dimensién
columna corresponde a las dimensiones dé, 4 de dimension 5, 2 de dimension 9, 2 de

las representaciones irreducibles Sle dimensién 10, y una de dimension 16. Esta
Ultima corresponde a la sexta fila de la ma-
El programa triz. Dado que las particiones de 6 las tene-

mos ordenadas por
El programa que calcula los caracteres

irreducibles deS se llamacaracteres.pkg Rep.Parti2(6);
y ha sido implementado en el sistema[[B] 5, 1], [4 2'] [4
algebraico computacional CoCoA. Para cal-1 ¢ 1]’ [2' 5 2]' 2
cular por medio de la formula de Roichmany’ ;' ;" | ’1]]’
necesitamos tener a nuestra disposicion las’ ' ' 7’
particiones y las tablas estandar asociadas

a (te,sads part|C|ones.| Plara.tgen%rarRla;. tablat§ntonces, la representacion asociada a la
estandar usamos €l algortmo de RobiNSONy, 4 icign (3, 2, 1) es de dimensién 16, o

Schensted-Knuth (Fulton, 1997, Dugee o4 ivalentemente hay 16 tablas estandar
al., 2002) el cual las genera a partir de Iasde la forma (3, 2, 1).

permutaciones d& vy el uso del procedi-
miento de insercion por filas. A partir de las
tablas generamos las funcionfegjue de-

:jerln:_lnan el valor del caracter en la claseCOn el programaaracteres.pkg pode-
el tipop. mos calcular la tabla de los caracteres de

Para generar las tablas estandar usamos la fulﬁs represepta0|9nes irreducibles de los
cion Ordta2(N) (Duqueet al, 2002) que nos grupos de S|_rr’1etr|Sn y a la vez compro-
calcula y retorna las tablas estandar de Iag’.ar Informacion acerca de 'a? repr'esenta-
particiones deN, ordenando las particiones clones Qe estos grupos de simefria y sus
en orden antilexicogréafico y las tablas Segundlmensmnes.

el orden de la ultima letra (Rockmore, 1992).

»1,1], 13,31 3,2, 1], [3,
,2,1,1],[2,1,1,1, 1], [1,

CONCLUSIONES

Este programa en combinacién con los
Ejemplo 13. Calculemos las tablas de los Programasrep.pkg (Duqueet al., 2002) y

caracteres d&, entera.pkg (Novoa, 2002) para el cémpu-
to de las representaciones de los grupos
Car.Karacter(6); de simetria en la forma seminormal de
Mat[ Young y en la forma natural de Specht,
(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1], respectivamente, proporcionan herra-
[1,0,-1,1,-1,0,2-1,1,3, 5], mientas computacionales para un curso
[0.-1,1-100031,3 9] inicial en teoria de representaciones de
{(1) 8 0, 0'11'2'11’ 1’1'2’3'21’ 21’ 15(])] grupos finitos, con los cuales se pueden
[0.10,0, 2,0 -20,0,0 16], \slﬁggﬁioi hacer computos sobre grupos
[[1,0,0,0,1,1,1,2,-2,-2,10], '
[0,0,-1,1,2,-1,-1,3,1,-1, 5],
[0,-1,1,1,0,0,0,-3, 1, -3, 9], LITERATURA CITADA
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