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RESUMEN

En el presente escrito se anotan las definiciones de los conceptos mateméticos producto cruz y funcién y se dan
ejemplos de ellos, enfatizando en los de funcidn referidos a ciencias diferentes de las matemdticas. Se remarcan
la importancia, sencillez y utilidad del concepto de funcién y del pensamiento funcional en tales disciplinas, se
los aplica para discutir la accién de las topoisomerasas y se concluye que no deben ser de uso exclusivo de unas
pocas ciencias. )
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ABSTRACT

In this work there are definitions of mathematic concepts like cross product and function and examples of these,
with emphasis in the examples of functions in different sciences of the mathematics. There are highlight of the
importance, simplicity, utility of the function concept and the functional thought in such disciplines, those are
applied in order to discuss the topoisomerase actions and the conclusion is that these concept and thought must

not utilize only in a few sciences.

INTRODUCCION

El escritor, filésofo y pedagogo Fernando
Savater (2000) aboga y da pautas hacia una
pedagogia orientada a hacer que el investiga-
dor y estudiante lleguen a obtener una visién
humanistica y holistica.

Para cumplir lo anterior en la formacién de
los estudiantes de cualquier ciencia, una es-
trategia adecuada y 1itil serfa que ellos hicie-
ran una aprehensién del concepto de funcién
y del pensamiento funcional que si bien con-
sustanciales a los matemadticos podrfan ser fa-
cilmente asimilables por aquéllos, lo cual les
permitiria introducirse en el pensamiento com-
plejo y holistico; igual cosa puede decirse para
los cultores, no estudiantes, de disciplinas no
matemadticas.

MARCO TEORICO

SeanA , A,,..., A conjuntos cualesquiera: {(x,,
Xy X)) [ X, € A} se denomina el producto
cruzA XA, X...XA . Porej., dados A= {a, b}
yB={12,3},AxB={(@l), (a2), (a3),
(®,1), (b,2), (0,3)}.

Sean X yY conjuntos: una funcicnfdeX enY
es una correspondencia que a cada elemento
x de X le asocia un inico elemento y de Y.

Supdngase que f es una funciéon de Xen Yy
que a x le asocia y: estos dos hechos se deno-
tan, respectivamente, por

XL5Y (0, : X—> V) yy=£(x)
donde la dltima denotacién se lee “y igual a f

de x”y se dice “y es laimagen de x por f” o “f
enviaaxeny” o “f ransformaaxeny”.
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Hay funciones expresables mediante frases,
por &j., “la funcién que a cada pareja de (nd-
meros) reales (%, x?) la envia en el menor de
ellos” es la funcién tal que, por €j., a (0.5, 0.5%)
la envia en 0.5% y a (2, 2%) en 2; hay otras que
aunque no muy ficilmente definibles por una
férmula si tienen la ventaja de poder construir-
se objetivamente, como se verd posteriormen-
te al tratar el cromosoma circular. En fin, ade-
mds de otros tipos de funciones, hay las fun-
ciones “internas” que envian elementos de un
conjunto en elementos de él mismo como, por
€j., la funcién “doble” d: R—»R tal que a un
real x lo envia en su duplo 2x.

Maneras intuitivas de diagramar funciones son
las siguientes:

X
f
Ny
(a) v
X—————f———-—> Y
.
—
®)
f
X Y
><
©

Ficura 1. Diagramas de funciones

En los anteriores diagramas, f en el (a) puede
interpretarse como una “mdquina” que actuan-
do sobre cada x lo transforma en su corres-
pondiente f(x): notablemente de ella, en prin-
cipio, no es necesario conocer sus componen-
tes ni c6mo opera, es una “caja negra”; en (b)
y (c) se muestra a cada x en cudl y lo envia f.

Serfa natural preguntarse si dada una funcién
f: X— Y ;existe una manera “funcional” de
devolverse o un flujo funcional inverso, en de-
finitiva, una “funci6n inversa” de Y en X7
Bien, obsérvese el diagrama (b) de la anterior
figura donde hay minimo un elemento (real-
mente dos) en Y que es (son) imagen(es) de
mas de uno de X (f es “redundante”) y enton-
ces la “devolucién” para tal(es) elemento(s)
no serfa unfvoca, cono lo exige el concepto de
funcidn; por otro lado, por lo menos hay un
elemento (realmente tres) enY que no es (son)
imagen de ninguno de X y entonces en la de-
volucidn tal(es) elemento(s) no tendria(n) ima-
gen, como también obliga la definicién de fun-
cién: por cualquiera de estas dos razones,
méixime que en este caso se tienen ambas, en
(b) la respuesta es negativa; en (c) ella es po-
sitiva y en un tal caso se dice que “f es
biyectiva”. :

El concepto de funciones caracteriza a la ma-
temdatica moderna y en muchas demostracio-
nes, esencia de tal disciplina (Bourbaki, 1974),
ellas son una herramienta indispensable: atin
con esto tal concepto no es reduccionista pues
las funciones son meros subconjuntos propios
de productos cruz.

EJEMPLOS DE FUNCIONES

Se dan a continuacién algunos ejemplos de
funciones.

o Sean N = {A, C, G, U} el conjunto de
ribonucleétidos, C = {(x1, x2, x3)/xi eN}
vy A = {a/a es un aminodcido codificable o
una sefial de pare}: C—£8» A es la funcién
“cédigo genético” tal que, por &j., cg(U, U,
C) = fenilalanina (Waterman, 1995).
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 Sean los conjuntos M, V y E cuyos ele-
mentos son, respectivamente, cantidades
de materia, velocidad y energia cinética:
MzxV-££3 E es la funcién “energfa cinética”
tal que ec(m, v) = 1/2 mv2.

e Sea A = {m/m es una molécula autorre-
plicable}: A 2L, A tal que ar(m) = 2mes la
funcién “autorreplicacién” que, por ej., aun
ribozima lo transforma en dos.

e ox: {M*/M* es un metal bajo valencia i}
{o/o es un 6xido} es la funcién “éxido” tal
que ox(M*) =M, 0, donde, por &j., ox(Al*%)
= AL O, (el 6xido de aluminio). -

Sean N = {1, 2, 3, ...} el conjunto de los
nimeros naturales y A={a/a es un alcano}:
N-2ly A es la funcién “alcano” tal que
al(n) = CH,_, (por €], al(2) = C,H,,,, el
etano).

Sean I = {i/i es un organismo injurioso},
V = {v/v es un organismo victima}, A = {a/
a es una molécula de accién} y R = {r/res
una molécula de reaccién}: Ixvad, AxR
es la funcién “ataque/defensa” tal que,
por €j., ad(alacrdn, hombre) = (toxina,
antitoxina).

o La funcién h que a cada punto de la cir-
cunferencia (unitaria) de radio 1, S, lo en-
via en uno de una curva cerrada simple C
en el espacio (en particular en cualquier
circunferencia): se dice que la curva es
“topolégicamente una circunferencia”; lo
-cual se denota C=S!, y es en este sentido
que debe hablarse de “cromo-soma circu-
lar” no porque éste en algiin momento Ile-
gue a ser “geométricamente” una circunfe-
rencia pues ello es imposible ya que 1a lon-
gitud del didmetro de una tal circunferencia
superarfa por mucho (mds bien, muchisimo)
1a del de la “esfera” celular. Una construc-
cién objetiva de tal funcién, por cierto tri-
vial, es la siguiente: tdmese una banda de
caucho circular en el plano y deférmesela,
sin romperla en ningiin momento, hacién-

dole en el espacio dilataciones (o contraccio-
nes), recodos, sobrecruces, enrollamientos
y superen-rollamientos, alteraciones estas
denominadas “transformaciones continuas”.
Obsérvese que el proceso es reversible y
entonces se tiene acd una funcidn biyectiva;
también que dadas R,y R, las ramas de un
cromosoma circular de doble cadena (en este
sentido se aludirdn posteriormente), se tie-
ne que R =S'yR,=S"

s Sean M = {(C1,C2)/C= §', C, orientada, C,
NC, = ¢} y el conjunto de los enteros Z =
{n-2,-1,0,1,2, ..}: M -LpZ es 1a fun-
cién “entrelace” que a cada pareja de cur-
vas (C,, C,) en M la envia en L(C,, C)), ni-
mero este que dice cudntas veces gira una
curva alrededor de la otra.

IMPORTANCIA DEL CONCEPTO DE
FUNCION

o Hubo un movimiento en Alemania que, se-
gtin Jourdain (1956), preconizé el “pensa-
miento funcional” en la ensefianza de la ma-
temdtica. Ello seria bueno extenderlo a otras
ciencias por las siguientes razones:

o Aunque existen campos de la matemdtica
abstrusos atin para sus cultores, de aquéllos
no hace parte el concepto de funcién:
éste puede ser ficilmente asimilable,
manipulable y, jlo mejor!, de uso prictico
inmediato por todo estudioso de cualquier
ciencia.

e Muchas funciones son facilmente construibles.

¢ El concepto de funcién delimita inequivo-
camente el sentido de ciertos términos como,
por &j., el de cromosoma circular, caso éste
en el cual tal delimitacién tendrd hondas re-
percusiones en la discusién, més adelante,
de la accién de las topoisomerasas.

o Aceptado ya que no todo es funcidn, si se
tiene que muchos casos pueden atacarse, en
un primer contacto con ellos, como funcio-
nes, sobrentendido eso sf que ello no impli-
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ca pleno (ni siquiera rudimentario) conoci-
miento del caso especifico, sino s6lo un acer-
camiento inicial. :

El pensamiento funcional es, valga la redun-
dancia, una “forma de pensar”, que luego
de permitirle a un observador construir, si
posible, una funcién f: X —Y acerca de
un fenémeno, y ella pensada no en la forma
“fria” de la definicion (esta es indispensa-
ble pero en la propia matemdtica) sino en la
de los diagramas de la figura 1, podria
generar(le) preguntas lo que no deja de te-
ner importancia pues ello es el primer paso
en el proceso de investigaci6n, independien-
temente de la discusién de quién es mis
importante, si la persona que (se) hace
preguntas, aquel que formula hipétesis

_ ripostativas o quien efectivamente verifica

o niega éstas. Afortunadamente, normal pero
no necesariamente, al menos dos de estas
capacidades (por lo regular las dos prime-

r1as), muchas veces las tres, se refinen en una

sola persona. Preguntas sobre X y/oY y/of,
por €j., ;qué otros elementos, ademds de los
iniciales en la construccién de f, pueden in-
cluirse en X y cudles son sus imédgenes?,
{cémo opera f para transformar x de X en 'y
deY?, etc., preguntas que luego del acerca-
miento inicial, mediante estudio, consultas
y bibliograffa, irdn adentrando al observa-
dor en el tema, en las “entrafias” de-la caja
negra, lo cual retroa-limentard la concep-
cién de la funcién; ademés podria llevarle a
formular(se) hipdtesis de respuesta acerca
de tales preguntas lo que acotarfa el campo
de la investigacién.

Dada una funcién f: X— Y el pensamien-
to funcional establece una intima asociacién,
una amalgama, entre X,Y y £, lo cual no se
tiene en pensamientos “compartimentales™
en los cuales, de manera natural e incons-
ciente, puede fdcilmente caerse.

Si bien es cierto que serfa mucho pedir que
las funciones 6xido y alcano, y otras quimi-
cas adecuadamente construidas, antes defi-

nidas mateméticamente, agreguen algo al
conocimiento sobre las antiguas funciones
“quimicas” 6xido y alcano en cuanto a sus
aplicaciones, grupos quimicos funcionales
y propiedades de éstos, pues lo més seguro
es que se caiga en ser “profeta del pasado”,
si podria aspirarse con nuevas funciones ser
augur del pasado/futuro: por ej., construida
la anterior funciébn ad deIx Ven A xR
puede pronos-ticarse lo siguiente (investi-
gacién posterior dir4 si se acert6 o no): (ma-
leza, cultivo) es un elemento de I XV, en A
x R debe existir una imagen (u, v) de (male-
za, cultivo), u en presiembra o al principio
del cultivo en bajas dosis actuarfa como
“vacuna” , v en altas dosis luego de
enmalezamiento lo harfa como “remedio”
(herbicida), etc.’

Permite obtener conclusiones. Por €j. en la
anterior funcién cg ya que, por mostrar un
caso, cg(U, U, U) =fenilalanina y cg(U, U,
C) = fenilalanina, se deduce que el cédigo
genético es redundante, deducci6n que si bien
trivial para alguien con algo més que rudimen-
tos de bioquimica, tiene importancia y méri-
to, si personal, para aquel que tuviese sélo
los primeros contactos con tal ciencia, “un
primiparo”; tal redundancia lo llevaria
también a concluir que no puede haber
un flujo inverso de aminodcidos o sefia-
les de pare hacia triplas de ribonucleétidos.

Alienta el “pensamiento holistico” pues, por
€j. en la anterior funcidn ad, aI x V podrian
pertenecer (fitopardsito obligado, susceptivo),
(bacteria, Penicillium sp.), (alacrn, hom-
bre), (virus, mamifero), etc., y a A x R sus
correspondientes imdgenes (conocidas o es-
peculativas): sé tienen, pues, dos conjuntos
ligados por la funcién, en los cuales “sus
elementos son meros casos particulares de
un todo integrado”. En este punto ad podria
cambiarse por la funcién “inmunologia” i,
ésta en un sentido muy amplio. Insistiendo
sobre esto de pensamiento holistico, podria
pensarse en funciones internas “inmunologia
evolutiva” en cada uno de los conjuntos I,

I8
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V, A, R, funciones que si bien de antemano
no puede asegurarseles una utilidad practi-
ca si darfan un marco conceptual (abstrac-
to, jredundando!) acerca de cémo primiti-
vos mecanismos (;“inmunolégicos”?)
atacantes y defensivos evolucionaron hacia
unos cada vez mds sofisticados. Acd tam-
bién subyace un punto més de importancia
del concepto de funcidn, pues se muestra
que la matemdtica no es la camisa de fuerza,
lo lineal (lo que sea se quiera significar con
esta sindicacién) que a veces se le achaca:
jella admite el libre vuelo de la imaginacién!

TOPOISOMERAS Vs. FUNCIONES

Antes se discutié lo poco que se espera que la
sola definicién de funcién matemdtica de vie-
jas funciones de otras ciencias pueda aumen-
tar el conocimiento, pero en otros casos una
definicién de ese tipo intermediaria tal efecto
al promover mayor investigacién: como ejem-
plo para mostrar esto se discutird la accién de
las topoisomerasas versus las anteriores fun-
ciones h y L, lo cual incidentalmente también,
por un lado, ilustrard la potencia de la con-
cepcion funcional pues, ahf si, ella y unos po-
cos hechos permiten discutir tales profundi-
dades biomoleculares y, por el otro, retrotrae
aquello de hacer(se) preguntas.

Bien, se tienen los siguientes hechos:

o puede demostrarse (Villegas, 1985) que si
L(C,C,) # 0 entonces C, y C, no pueden
separarse mediante transformaciones con-
tinuas (o sus inversas);

las “topoisomerasas I”” disminuyen cada vez
en una unidad el L(Rl ,R,) haciendo en cada
sobrecruce un corte en “una de las ramas”,
pasando luego los extremos de corte “so-
bre” la rama intacta y uniendo enseguida
tales extremos: el nuevo cromosoma €s un
“topoi-sémero” del anterior (Wang, 1996);

o segiin lo discutido en la anterior funcién h,
las topoisomerasas I han de operar sobre el
cromosoma “real”, es decir, con recodos,

sobrecruces, enrollamientos y superenro-
llamientos: en un supuesto cromosoma to-
talmente relajado en una circunferencia
geomé-trica, disminuir ellas cada vez en una
unidad L(R ,R,) serfa relativamente fAcil ha-
ciendo la anterior operacién, siempre en la
misma rama y sentido, cada dos vueltas
(véase figura 2(a)), pero en el cromosoma
real no lo serfa tanto pues en este caso la
nocién de “vuelta” no tiene ningiin signifi-
cado fisico o geométrico (véase figura. 2(b));

@

®

Ficura 2. Cromosoma bacterial: (a) “repre-
sentacién” circular; (b) de E. coli

o lamoléculade tdpoisomerasa Iesun objeto
muy pequefio frente ala del ADN cromosomal
y entonces aquella no puede percibir la geo-
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metria y la topologia globales de ésta: ante
ello representaciones simplificadas, como la
de la figura 2(a), son insatisfactorias.

Se advierte, antes de lo que sigiie, que no se
* pretende acd negar el trabajo de las topoi-
‘somerasas I, antes resefiado, pues se tiene
el hecho incontrovertible que las ramas efec-
tivamente se separan, pero en consonancia
con la intermediacién antes dicha se piden
respuestas a las siguientes preguntas: .

« ;cémo deciden correctamente las topoiso-
merasas I en cada una de las ocasiones que
operan, unas 300.000 en E. coli (este es
aproximadamente el L(R,R,) en esta bac-
teria) en cudl de las ramas hacen el corte?:
si se equivocan y hacen el movimiento “so-
bre” antes anotado en vez de disminuir
LR R,) lo aumentarian;

« ;como deciden correctamente por €j. en E.
coli, en cada una de las 300.000 veces que
deben hacerlo, entre el movimiento “sobre”
y el “por debajo”? (;o entre el “levégi-
10" y el “dextrégiro™?): si fallan L(Rl,Rz)
aumentaria.

o Las topoisomerasas II operan como las I
pero cortando cada vez ambas ramas de
ADNs circulares de doble cadena entrela-
zados (Wang, 1996; Stasiak, 2000): ;cémo
resuelven en su caso andlogas preguntas a
las anteriores? (véase figura 3).

CONCLUSION

El concepto de funcién por ser sencillo, asi-
milable, manipulable y de aplicacién prictica
inmediata, asi como el pensamiento funcio-
nal, no deben ser sujetos de uso exclusivo.de
unas pocas ciencias.
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