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RESUMEN

Presentamos la implementacién de un programa que permite hallar una factorizaci6n de los elementos del grupo
simétrico S, usando el ndmero minimo de transposxcxones simples. chha implementacién se realizd en el siste-
ma computacmnal CoCoA. i
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ABSTRACT

‘We present a program for computing a factorization of the elements of 5, using the minimal number of simple
transpositions. The program is implemented for the computational algebraic system CoCoA.

Key words: Permutation, simple transposition, Lehmer code, Schubert polynomial.

INTRODUCCION (c,>¢)

El grupo simétrico S, puede definirse como el . (e, ¢)
conjunto de todas las biyecciones sobre el
conjunto {1,2,...,n} conla operacién usual de
composicién de funciones. Los elementos de
S_pueden representarse por medio de ciclos.
Por ejemplo, sobre el conjunto {1,2,...,.5} la

funcién que envia (e—>c)
1=5 Los elementos de S, se llaman permutaciones
y también se pueden escribir en notacién de
21 una linea. De esta forma, siw € S_ escribimos
w = [w,,W,,...,w ] para indicar que w(i) = w,
32 para todo i =1,...,n. En ¢l ejemplo anterior, la

453 notacién en una linea de la permutacion
(1,5.4,3,2) es [5,1,2,3,4]. Una transposicion

534 : es un 2-ciclo y una transposxcmn simple es

, una transposicién que intercambia dos ele-

se puede representar en un ciclo como  mentos consecutivos. Las transposiciones
(1,5,4,3,2). En general un k- c1clo (€}5-e5C}) simples se escriben como s, = (k,k +1) para
representa la funcién : k=1,..,n—1. Es bien conocido que el nime-
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ro de elementos de S, es n! y que toda
permutacién ‘se puede factorizar como un
producto de ciclos disyuntos. Ademads, todo

ciclo se puede factorizar como producto de

transposiciones simples y por lo tanto, las
transposiciones simples generana S . La des-
composicién anterior en ciclos y transposi-
ciones simples no es dnica. Sin embargo, el
nimero minimo de transposiciones simples
necesarias para factorizar una permutacioén
we § sellama la longitud de w-y se denota
por I(w).

Ejemplo 1. Para la permutacién (1,5,4,3,2)
tenemos que

(1,54,3,2) = (4,5)(3.4)(2,3)(1,2)
=.S‘4.S'352.S‘l

Note que el producto se hace de derecha a
izquierda, en la forma usual como se com-
ponen funciones. Como se dijo antes, 1a des-
composicion en transposiciones no es tnica
y se tiene que

5§ S5.=5 5§

fagstagt [ o

58,=585, sili——j|> 1.
DEFINICIONES

En esta seccién recordamos las definiciones
que necesitamos para desarrollar la imple-
mentacion del programa. Dicho programa si-
gue las ideas de Winkel.

La longitud de una permutacibn w &€ §_es
Iw)=#{(i)) :i<jconw,>w}
Decimos que la permutacién w tiene un des-
cendente en la posicién p, si WS W Para
un n fijo denotamos por w, la permutacitn

[n(n—1)..21] la cual tiene una longitud de

n{n-1)/2

y es la permutaci6n de longitud méximaen S,.

Para una permutacién w € S definimos su
” - n .
cédigo de Lehmer como la secuencia

Lw) =T I T

donde ln-j = #{ iri>jeonw,< wj} . Porlo tanto
se satisfacequesiwe S yLw)=1 I ....L
entonces,

n
Iw) = I 4

i=1

Ejemplo 2. Con las rutinas desarrolladas en
el programa reducida.pkg podemos verifi-
car y dar algunos ejemplos de las anteriores
definiciones. Inicialmente calculamos la lon-
gitud de una permutacién, su cédigo de
Lehmer y finalmente verificamos que la suma

. de las componentes del cédigo de Lehmer

de la permutacién dada es exactamente su
longitud.

Red.LondePermutacion([5,1,2,3,4]);
4

Red.Lehmer([5,1,2,3,4]);
[4,0,0,0,0]

Sum(Red.Lehmer([5,1,2,3,4]));
4

A una secuencia g = (a,...,a ) se llama
una palabra reducida de wsip = l(w) y
w=5§ 8§ ..S .

3y ap
Ejemplo 3. Siguiendo el ejemplo 1, (4,3,2,1)
es una palabra reducida para (1,5,4,3,2) =
[5,1,2,3,5].

El conjunto de palabras reducidas para una
permutacion w € S se denota por R(w). La
cardinalidad de dicho conjunto se puede esta-
blecer por medio de funciones generatrices,
las cuales fueron introducidas por Stanley.
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Claramente podemos recuperar la
permutacién a partir de su cdédigo de
Lehmer. Para esto, podemos usar el si-
guiente algoritmo:

Algoritmo 1. Sea [ I ....,[, el cédigo de
Lehmer de una permutacwn we § . Para ha-
llar w procedemos asf:

w,es ell  +1elemento del conjuato {1,2,...,n}

w, es el [ , +1 elemento del conjunto

{1.2,.n\{w,}
y en general

w,es el [ +1 elemento del conjunto
(120t \ [, Wy 1}

Ejemplo 4. En la notacién de una fila la
permutacién w = (1,5,4,3,2) se representa
como w = [5,1,2,3,4].Su cédigo de Lehmer
es L(w) = 4,0,0,0,0 = [,,1,1,.[ I, Por lo tanto,
wesell  +

1= +1=4+1=3elemento
del conjunto { 1,2,3,4,5 }, es decir el quinto ele-
mento de dicho conjunto, en este caso, w, = 5.
Asi,w,esel lH+ 1= la'*'l =0+1=1 elemen-
to del conjunto {1,2,3,4} por lo tanto, w, = 1.
De esta forma recobramos w. :

Ejemplo 5. De nuevo, haciendo uso del pro-
grama desarrollado podemos hacer ese cdlcu-
lo rdpidamente mediante las siguientes
instrucciones:

Time Red.Inversel.ehmer([4,0,0,0,01);
[5,1,2,3,4]
Cpu time = 0.00, User time =0

La dltima lfnea le da una idea del tiempo que
tardo-la CPU en este computo.

A partir del cédigo de Lehmer podemos
encontrar una palabra reducida para las
permutaciones de S .Este algoritmo ya se ha
generalizado por Winkel [W] para otros tipos

de grupos de reflexiones distintos de los gru-
pos de simetria.

Algoritmo 2. Sea n € N we S ., yLw =
L, ,l el cédigo de Lehmer de w. Entonces la
secuencia

aw) = ©@)|...1eqY)
es una palabra reducida para w, en donde la
secuencia @(lj) se define por

G)(lj) = n~j+lj...n - +1

si lj #0 En caso contrario, se define como la
secuencia vacia.

Ejemplo 6. Sea w = [5,1,2,3,4]. Entonces su
c6digo de Lehmer es L{w) = 4,0,0,0,0. Por lo
tanto la palabra reducida que proporciona el
algoritmo 2 depende {inicamente de [, = 4. En
este caso observe que n + 1 = 5 por lo tanto

Ol)=4-4+4.4-4+1=4.1=4321
como se tenfa desde el ejemplo 1.
Ejemplo 7. Con nuestro programa podemos
calcular una palabra reducida para las

permutaciones de S, por medio de la funcién
Wordl(w)

Red.Word1([5,1,2,3,4D;
[4,3,2,1]

Time Red. Word1([5, 1 2,3 4]),
[4,3,2,1]
Cpu time = 0.00, User time =0

De nuevo observe el tiempo de ejecucidn.
Ademds a partir de la palabra reducida pode-
mos también encontrar la permutacion a la que
corresponde

Red.Word([4,3,2,11,5);
[5.1,2,3,4]
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El segundo pardmetro n de esta funcién Word
(a, n) es necesario, por cuanto S s c

UNAAPLICACION

Una de las primeras aplicaciones de nuestro pro-
grama es el cdlculo de los polinomios de
Schubert. Estos polinomios fueron definidos por
Lascoux y Schutzenberger y son aiin muchas
las preguntas que estdn sin resolver acerca de
ellos y sus relaciones en diversas ramas de las
matemndticas y en especial en combinatoria.

Los polinomios de Schubert G, estdn
indexados por los elementos w € Sy se pue-
den definir recursivamente por medio de las
signientes ecuaciones: :

-1y 12

Gw (a ap) (x x

a= (a,...a)) es una palabra reducida de w'lw
4 N o

y el operador 6(”: .. se define
e

X, )

n-—l

y los operadores de diferencias dividida 0,
estdn definidos por

f=s.f

X, x

8.(f)=

donde s, f significa intercambiar x, y x,,, en el
polinomio fe Z x, . x]

Por ]o tanto conociendo una palabra reducida
de la permutacién w'w, € S_ aplicamos el
operador de diferencias dividido segiin lo indi-
que dicha palabra reducida al polinomio

n-lye n=2
xl x?. xn—l

y obtenemos el polinomio de Schubert.

Ejemplo 8. Calculemos el polinomio
de Schubert asociado a la permutacién
w = [3,5,6,1,4,2]. Primero calculamos w', lo
componemos con w, y calculamos una pala-
bra reducida para esta permutacién.

Ww;
[3.5,6,1,4,2]

IW:#Inverso(W);
w;
[4,6,1,5,2,3]

WO:=PerLarga(6);
WO,
[6,5,4,3,2,1]

A:=Componer(IW,W0);
A;
[3,2,5,1,6,4]

L:=Red.Word1(A);
L;
[2,1,2,4,3,5]

Luego aplicamos el operador de diferencias
dividida segin el orden dado por la palabra
reducida I que hemos calculado, al polinomio
x15x24,"_ x5
F;. - '

x[1]175x[2]"4x[3]73x[4]"2x[5]

DiDiOperator1(L,6,F);
x[1]73x[2]"3x[3]172x[4] +x[1]"3x[2] A2x[310
3x[4] +x[1172x[2]73x[3]*3x[4] +x[1]*3x
[2173x[3] ~2x[5] +x[1]*3x[2]*2x[3] ~3x[5]
+x[1]72x[2]*3x[3]173x[5]

Todas estas operaciones las simplificamos con
una sola rutina ,

Schubert1(W);

x[11/3x[2]73x[3]172x[4] + x[1]*3x[2]"2x[3]
A3x[4] + x[1]72x[2]73x[3]*3x[4] +
x[1173x[2]73x[3]72x[5] + x[1]*3x[2]"
2x[3173x[5] + x[1]72x[2]73x[3]173x[5]
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CONCLUSIONES

Por el teorema de Cayley sabemos que todo
grupo finito es isomorfo a un subgrupo de al-
gln S . Esto le da gran importancia a las
permutaciones y en particular a las trans-
posiciones simples, por cuanto ellas gene-
ran los grupos de simetria. Este programa
permite calcular la descomposicién de las
permutaciones en transposiciones simples, con
lo cual podemos saber la paridad de cada
permutacién.

Por otra parte, la descomposicién en
transposiciones simples estd relacionada con
el orden de Bruhaten S , el cual es una de las
principales herramientas usadas para la des-
cripcion de las férmulas para la generacién y
multiplicacién de polinomios de Schubert.

El programa también puede utilizarse para
determinar cuales permutaciones son
Grassmannianas. Si w es Grassmanniana,
entonces existen una particién A y un ente-
ro m asociados a w tales que el polinomio
de Schubert G, coincide con el polinomio
de Schur s, ™ asociado a la particién A en m
variables.

Son muchas las aplicaciones de los polinomios
de Schubert en geometrfa, dlgebra, topologia
y combinatoria y esta herramienta
computacional puede servir de ayuda peda-
gbgica al permitirnos plantear y también ve-
rificar conjeturas sobre éstos polinomios y
principalmente sobre las caracterfsticas de sus
coeficientes. Adicionalmente contamos con
otro programa Schubert.pkg para el célculo
de polinomios de Schubert haciendo uso
diagramas de Rothe.
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