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Resumen

En el espacio vectorial euclidéd® se definen el producto vectorial y el producto triple, a partir de la
interpretacion geométrica de estos productos, definimos el producto vectorial en los espacios vectoriales
[J2, O4y On. Con el producto vectorial generalizado se presenta una deduccion elemental de la regla de
Cramer.

Palabras clave Espacio vectorial, producto vectorial, regla de Cramer, determinante y sistemas de
ecuaciones lineales.

Abstract

The vector product and the triple product are defined In the Euclidian Vector Efadeéhrough the
geometric interpretation of these products, we can define the product vector in the vector[Spak¥s,
and [I". With the generalized product vector, and elemental deduction of the Cramer’s rule is presented.

Key words: Vector space, vector product, Cramer’s rule, determinant, systems of linear equations.

En O° dados dos vectoreB y C, el pro- Estas ideas las podemos copiart&n1* y
ducto vectorial se define como una ope-en general ef]". Veamos:

racion binariadonde el vector que se ob-

tieneBxC es ortogonal 8 y es ortogonal a En O?

C, y su normdBxClles la medida (area) del

paralelogramo cuyos lados adyacentes sorados dos vectore& y B la medida (area)
los vectoresB y C. Si tenemos otro vector del paralelogramo determinado porBesté
A, al producto punto o escalar AB & C) dada pof Al | Bl sera, dondea el angulo
se le denomina el producto “triple” y es entre estos vectores; si construimos un vector
igual al determinante de la matriz cuyos X ortogonal @A y tal que la norma d¥ sea
vectores filas o columnas son los vectoresigual a la norma dé\, la medida (&a) del
A, By C. El valor absoluto de este determi- paralelogramo nos quefi| | Bl cosxr, que es
nante corresponde a la medida (volumen)igual al producto punto ent$ y B, para
del paralelepipedo cuyos lados adyacen-encontrar el vectoK planteamos y resol-
tes son los vectores, By C. vemos el sistema de ecuaciones
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A-X=0 resolviendo el sistema tenemos dos solu-
X7 = 1A ciones, una de ellas, expresadas nemotéc-
nicamente es:
SiA = (a,b) el sistema tiene dos soluciones: ] okow
X = (b,—8 0 X = (-b,d). Imitando la defini- _|b, b, b, b,
cién nemotécnica del producto vectorial X= c, ¢, C,C,
3.
en 3 d, d, d3 d,
i ]k
(qa,a)x( b,b)=|a a a la otra solucion es
hbb i j k w
) . X = b1 bz b3 b4
en [J*tenemos: ¢, c, C,c,
, d, d, d, d,
X = XA = Jb‘ bi-aj = (b,-a)

Definicién 2. A la operacion ternaria de*

L ., . x O4x O%en O*defini m
Definicién 1. La operacién unaria dé? en € definida como

(02 definida como i ] k w
b, b, b, b

i BxCxD = Cl CZ c3 c4

x(a,b) = a b‘ = @,-a) 2 Y3 V4

d, d, d, d,

la denominamo®roducto vectorial eri2. le denominamo®roducto vectorial eril*.
Observe que A -B(x C x D) es el determi-
nante de la matriz cuyas filas o columnas
son los vectored\, B, Cy D, y en valor
absoluto corresponde a la medida de este
énte geométrico efl“.

Observe que (A) - B es el determinante de
la matriz cuyas filas o columnas son los
vectoresA y B, y en valor absoluto corres-
ponde a la medida (area) del paralelogramo,

En O4 . .

Producto vectorial generalizado end"
DadosA, B, Cy D vectores dél4, si quere-
mos hallar la medida del ente geométrico_
cuyos lados adyacentes son los vectéyes
B, Cy D construimos un vectoX de 0*
ortogonal a los vectoreB, Cy D y cuya .
norma sea la medida (volumen) del parale-A, x A, x - x A _| = Z (- 1) det (X, )i,
lepipedo cuyos lados adyacentes son los o
ladosB, Cy D. Para hallar el vectof resol-  Dondei, es elk-€simo vector coordenado

Definicion 3. SeanA= (a,,a,,,..8,),...A ,
(a 1)1z nl)n) n— 1 vectores dél",
el producto vectonal da,,..., A ,se define

como el vector de&l”

vemos el sistema de ecuaciones ded"y X, es la matriz cuadrada que se ob-
tiene de suprimir l&-ésima columna de la
B-X=0 matriz (&),
C-X=0
D-X=0 Nemotécnicamente, tenemos:
I X =1 det(B,C,D]},
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_ a, a,;, o a,
AXAXXA = : : .. :
a(n—l)l a(n—1)2 a(n—l)n

al producto A xA,x---xA_, |0 notamos

n-1
COMO A xA x-xA = XA

Algunas propiedades
1. Si AA,....,A_ sonn — 1 vectores de

n-1
D“entonceskxﬁ es un vector ortogo-
nal a cada uno de los vectores
ALA,,...,A_, es decir, para cada

k=1,2,...,n—-1 se tiene que
n-1
AXA=0

2. AxAxx(ah + BB )xx A =
AI.XAZX"'XGA x...xAn—1+
Alezx...xBBi )(...><A1_1

3. defA, A A)= ADUA, en lugar de

A, Apodemos considerar cualquier
A j=1..,ny tenemos

defA. A,.... A )= (-1 A X A

k#j

Regla de Cramer y el Producto vectorial
generalizado

donde A =(a,,a,,...,a,) para
i=12...,nyB=(b,h,,....b,)

Si multiplicamos escalarmente ambos
miembros de la ecuacion anterior pgna,
obtenemos

(A + XA, - +%,A) X A =BIX A

XA DX A+ XA DK A+ 4 X A TX A =BIX A

Como A IIkDEZAy =0 para todo — 2,...n, se

tiene que X A E?':‘(ZA( - BE?Z(Z'%

Si ALX A =defA,A,....,A)#0, se tiene

que = BEKD:gAy _de(B,A,,...,A)
Ale%ﬂ det(A,A,,....A)

Observe que si se compara el numerador
con el denominador, el numerador se ob-
tiene remplazando en la expresion del de-
nominador el vector columnB por el
vector columnaA,. En general, para cual-
quier X aplicando el mismo procedimien-
to, es decir, el numerador se obtiene
remplazando en el denominador el vector
columnaB por el vector columné, por lo
tanto:

defA, Ay, ALLB AL A)
defA,A,,...A)

que se conoce comnla regla de Cramer.

X; =

Suponga que se tiene el sistema de eCUd | TERATURA CITADA

ciones lineales

a X apXx, - ta X, :b1
Ay Xy FaRX, Tt Ay X, :bz

anlxl + a'n2x2 oot anan = bn

gue podemos representarlo vectorialment

de la siguiente manera
NA XA XA =B
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