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RESUMEN

Se presenta una implementacion en el sistema computacional CoCoA de un programa que realiza el
computo de los polinomios de Schubert, haciendo uso de los diagramas de Rothe.

Palabras clave Polinomio de Schubert, diagrama de Rothe, permutacion.
Abstract

We present a program for computing Schubert polynomials using Rothe diagrams. This program runs in
the computational algebraic system CoCoA,

Key words: Schubert polynomial, Rothe diagram, permutation.

INTRODUCCION Los polinomios de Schubert fueron defini-
dos inicialmente por Lascoux y Schiitzen-
Dos propiedades importantes de los poli-perger, EI programa que se presenta calcula
nomios de Schubert son: primero, que elloggs diagramas de Rothe asociados a los ele-
representan fielmente el anillo de clases dgnentos deS, los movimientos permitidos
cohomologia de las variedades bandera ¥ elios y hgce uso de estos diagramas para
segundo, los polinomios de Schur son ung| computo de los polinomios de Schubert.
caso particular de los polinomios de | 5 presentacion moderna de los diagramas
Schubert. Esto hace de los polinomios dege Rothe y su uso en la construccién com-
Schubert objetos matematicos dignos de sepjpatoria de los polinomios de Schubert se
estudiados. Recientemente, se ha logradgepe a Winkel (Winkel, 95) y los movimien-
su generalizacion para anillos de cohomo-gg permitidos sobre los diagramas es una
logia cuantica, y su expansion en términosgea de Kohnert. Otros métodos combina-

de monomios elementales cuanticos. Dérips se han dado para generar estos poli-
esta forma se obtienen relaciones sorpren-

dentes entre combinatoria, topologia, geo-
metria algebraica, métodos numéricos vy fi-
sica. 1 Msc 14N15
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nomios, por ejemplo, con grafos rc (Berge-

ron and Billey, 1993). X"_X"*lﬁxj‘jxkﬂl Ez 2xs-ixl(i+l
X ™ Xear O i=

Inicialmente se presentan algunas defini-

ciones bésicas necesarias para la presentési, en el caso que= 4 ys = 3 tenemos

cion del programa. o
0,(x") =3 xTH =K+ x+ % k+ %
DEFINICIONES Y PROPIEDADES

Ejemplo 2. Con el uso de algunas de las

SeansS, el grupo simétrico sobre elemen- i
rutinas del programachubert.pkg po-

tos yZ[x, ,...,x] el anillo de polinomios en d et | dor de dif
; i emos calcular el operador de diferen-

jas variables, ..., X, con coeficlentes &N as dividido. En la pimera instruccion

los enteros. Se define eperador de dife- : p

rencias divididod, como se define el anillo de pol|nom|ds[x1,...,x6]

- para calcularg (x4).
o0,f :ﬂ k=1,.,n-1, 4(X3)

X ™ Xt Luego se verifica que en efectf = 0.
en dondef 0Z[x,....x,] ¥ Use Q[x[1..6]];
Sf (X X) = F(oXen Xon) TEPrEsentala
accion natural d& sobreZ[x, ,...,X]. DiDiOperator(4,6,x[4]"4);

X[4]"3 + x[4]"2x[5] + X[4]x[5]"2 + X[5]"3

El operador de diferencias dividido satis-

@ face las siguientes propiedades: DiDiOperator(4,6,DiDiOperator(4,6,x[4]"4)); @
0

1. 0, f es simétrico ex y X,
2. 02=0 ] o _
3. 9, conmuta con funciones simétricas enNOte ademas que si se intercambigyx, ,
X Y., Es decir sg es simétrica er y el resultado sélo cambia de signo y por lo
+1"

X.,, entonces tanto se tiene qug, (s f)=-9,f.
0,(fg)=go, f.

4. En general se tiene

0.(fg) =9(0,f)+sf(9,9).

DadawOS,, es usual escribir la permuta-
cion en notacion de una lineax= [w,,...,w

en dondew(i)=w, para todoi =1...,n. Se

Ademas se sabe (Kohnert, 1991) que estogef'ne, Ialon%nud de\(/jv como el numero de
operadores satisfacen las relaciones gdVersiones aev, es decir,

Coxeter: I (w) :#{(i,j):j > w, >Wj} :
1. aiai+1ai :ai+1ai(‘j|+l PP i
Una descomposicion reducida de es una

2. 0,0, =0,0 si " _J‘ >1. secuencia(ai,___,ap) conilsa <n tal que
Ejemplo 1. Calculemosd, (x5™). W=S, -8,

Xs+1 _ Xs+1 L

6k(x,f+1 — 2k k+l — donde, s =(i,i+1) y I(w) = p. Adicional-
Xy = Xywn mente, denotamos pev, a la permutacion
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de longitud maximav,=[n,n —1,..., I cuya con lo que podemos concluir que
longitud es (;) G, = 6162(x13x22x3)= X2 Xy X + X X5X,s .

Ejemplo 3. Seaw= [2,4,3,]. Su longitud Diagramas de Rothe
esl(w) = 4. Note que
— — Como se ha visto, con el operador de dife-
w=(12)(2,3)(34)(2,3) = S,. . ' .
(12)(2IBH23 =855, rencias dividida podemos calcular directa-
ltiolicacién de | icl i mente los polinomios de Schubert. Sélo se
La multiplicacion de los ciclos se realiza o oqita hallar una palabra reducida para

de derecha a quuierda y claramente pargy permutacionvw,y aplicar el operador
una permutacion se pueden tener variagy iferencias. Wionkel (Winkel, 1995) y
palabras reducidas, debido a las relacione%arsia (Garsia, 2001) present:';m algunos

de Coxeter que también se satlsfagen parglgoritmos para factorizar permutaciones.
las permutacione$§. Sea R{) el conjunto

de palabras reducidas @e Supongamos g| programa que se presenta a continua-
que @, ,..., ) R(w). Se define el operador cjgn tiene una aproximacion combinatoria
de diferenciag), como y se basa en la construccion de diagramas
_ de Rothe y de los movimientos permitidos
0u =040, 0, en esos dia A cad d t
gramas. A cada uno de estos
Se sabe qué, es independiente de la des- diagramas se le asocia un monomio, el cual
Composici()n reducida seleccionada (porVa a contribuir al pOIinomiO de Schubert.
cuanto los operadores satisfacen las rela-
ciones de Coxeter)’ por lo tanto el Opera_lnicialmente cadav O Sn se identifica con
dor esta bien definido. sumatriz de permutaciéen la forma usual,
es decir, siv=[w, ,...,w ] entonces, la ma-

Se define elpolinomio de Schubemara triz asociada a tiene las entradasy(, j) =1

cualquierw O S, como y las restantes entradas son cero.
G, =0,., (xl”'lx;“2~~~xn_l) Ejemplo 5. La matriz asociada a la permu-
tacionw=[2,4,3,1 es
Ejemplo 4. Tomemos nuevamente M 0 0 17
w=[2,4,3,]. Sabemos que, = [4,3,2,]. % 00 OD
y w'=[4, 1,3,2 por lo tanto 5o 1 OB
w. = = = |
w'w, =[2314] = (12)(29 =s;s,, luego 1 0 of

G, =0,9, (¢xx)
Por undiagrama seentiende un arreglo de

Para hacer este cOmputo se usa directamenr x n cajas o simplemente una matriz de
te la rutina DiDiOperz_iEorl(V,N,f). Los pard- tamarfion x n El diagrama de Roth@&(w)
metros de esta funcién SM un vector o asociado av [ Sn es un diagrama de tama-
lista cuyas entradas son enteros menores gon x n, al cual se le han cancelado (elimi-
iguales aN y €l se calcula el operador de nado) las entradas correspondientes a los
diferencias dividido sobre el pOIinome. ganchosde las entradas no nulas de la ma-

. triz asociada av 0 S. Ademas se sabe que
DiDiOperator1([1,2],4 X[1]*3*x[2]"2*X[3]); el gancho de una entrada son las cajas que
X[1]7"2x[2]x[3] + X[1]x[2]"2X[3] se encuentran a la derecha de esa caja por
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la misma fila, junto a las cajas debajo de IaDondeBi es el numero de entradas no can-
entrada y en la misma columna. La caja co-celadas en la columrja

rrespondiente a esa entrada también se in-

cluye en el gancho. En general, se define eEjemplo 7. El polinomio de evaluacion
gancho de la entradavj(, j) como el con- para el diagrama de Rothe asociado a la
junto de todas las entradas permutaciorw = [2,4,3,1 es

fw.in:izib O {6 n:izw} X* =G,

Ejemplo 6. El diagrama de Rothe para la A continuacion se definen los movimien-
permutaciénw = [2,4,3,1 se construye de tos permitidos en un diagrama. Usualmen-
la siguiente manera. Inicialmente se obserte se distinguen estos movimientos dicien-
va el gancho de una entrada (1,2) de lado que son K-movimientos, por cuanto
matriz asociada aw. Kohnert fue quien los definié.

Sea {, j) una entrada de un diagrama de
RotheB (es decir,B(i_j) = 1), tal que

* {Gi):i'>i}nB =0.
En forma similar se obtiene el diagrama de(todas las cajas debajo de jj por la co-
Rothe para la permutacion dada: lumnaj han sido canceladas) y si ademas el
conjunto
*
HEREEE Mq(i,)={G, i i< G,j) OB}
* * *
% 1= " es distinto de vacio, (luego existen cajas
canceladas a la izquierda de la entrada (

j)) por la filai), entonces la caja,(j) se

Y remplazando cajas canceladas por 0 yPuede mover a la posicion @i, j) con
cajas no cancelada por 1, el diagrama ddnayor nimero de columng o sea, a la
Rothe B(w) para la permutacion se puede c&2 cancelada mas cercana a la izquierda

dar en forma matricial como: de ( j) por la misma fild.
a1 1 Ejemplo 8. En el ejemplo 6 se observa el
@ 0 0 da diagrama asociado B= B([2,4,3,]). La
entrada (3,2) no esta cancelada y que las
0 10 @ cajas debajo de ella por la misma columna
%) 00 q% lo estan, mientras que a la izquierda de ella

por la misma fila hay cajas canceladas. Por
lo tanto podemos mover dicha caja a la iz-
quierda. Asi podemos mover la caja (3,2) a
la posicion (3,1) que es la mas cercana caja
cancelada. El diagrama de este movimien-
to sera

A cada diagram8 se le asigna un monomio
de evaluaciénen las variableexl yeoes X, de
la siguiente manera:

x® = xPixfe .. xPr
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Las siguientes funciones hacen parte del

O 1100 Sl 110 programaschubert.pkg:

wood Hoo ¢

100 0100 @ 1. Scb.RotheDiagram(n): calcula el
%} 00 (H EO 00 @ diagrama de Rothe paval S.

2. Sch.Movimientosg,n): calcula el con-
junto K(w) a partir del diagrama de
) ) Rothe B(w).
diagrama esx; X, X;. 3. Sch.SchubertPolynomial(n) calcula
el polinomio de Schubert para

y el monomio de evaluacion del nuevo

SeaK(w) el conjunto de todos los diagra-

mas de cajas obtenidos del diagrama deéAdicionalmente tenemos la rutina

Rothe dew, junto con los de sus movimien- PolydeMatriz(B) el cual calcula el polino-

tos y los de los movimientos generados pormio de evaluaciéon de una matriz. Los

los movimientos del diagrama y asi sucesi-diagramas de Rothe se representan en el

vamente. Entonces, programa por medio de matrices. Las entra-
das canceladas son representadas goy 0'

Teorema (Winkel, 1995) El polinomio de las entradas del diagrama pos. 1'

Schubert para la permutacion S esta

dado por Ejemplo 10. Seaw =[3,1,5,4,2. Su diagra-

G = ZXB ma de Rothe es

BO

w
w)

Scbh.RotheDiagram([3,1,5,4,2],5);

@ Ejemplo 9. El polinomio de Schubert aso- Mat| @
ciado a la permutaciow = [2,4,3,J yase [1,0,0

ha calculado anteriormente. Es facil con-[1, 0, 1

vencerse que el conjunt§(w) esta dado [0,0,0

0,1

0,0

0, 0]
1,0]
0, 0],
0, 0]
0, 0]

por los dos diagramas hallados en los ejem{O,
plos 6 y 8 y por lo tanto el polinomio de [0, 0, 0, 0,
Schubert es la suma de los dos polinomiod

de evaluacion calculados anteriormente.

Asi Ahora se calculan los movimientos per-
o, ) o . .
G[2,4,3,1] =X X5 X X Xy X m!tldos en este diagrama. Estos movi
mientoslos calculamos con el programa
schubert.pkg y la instruccionMovimien-
El programa.

tos (w,n) cuyos argumentos sen(] S, y n.

El programaschubert.pkg implementa el ~ Scb-Movimientos([3,1,5.4,2].5);

cémputo de los p_oIinomios de SchubertMat[[ll0’010’011[110’11 1,0,0,0,0,0, 03[0, 0,1, 0, 0}{0, 0, 0, 0, O],
haciendo uso gle diagramas de Rothe. Dadf?rat[[l,0,0,0,0],[1,0,1, 1,010, 0,0, 0, 01,0, 1,0, 0,0},0, 0,0, 0, 0],
una permutaciow O S, se calculan el
diagrama de Rothe pavg lo mismo que el
conjunto de los movimientos permitidos
K(w). Teniendo este Ultimo conjunto, cal-
culamos los polinomios de evaluacion para
los diagramas efK(w) y se obtiene el
polinomio de Schubert, seglin el teorema
anterior. ]

Mat[[1, 0, 0,0, 0],[1, 1, 1, 0,0],[0, 0, 0,0, 01,[0, 0, 1, 0, 0],[0, 0, 0,0, 0]]
Mat[[1, 0, 0,0, 0],[1, 0, 1, 1, 0],[0, 0, 0,0, 0],[1, 0,0, 0, 0],[0, 0, 0,0, 0]]
Mat[[1, 0, 0,0, 0],[1, 1,0, 1,0],[0, 0, 0,0, 01,[0, 1,0, 0, 0],[0, 0, 0, 0, 0]]
Mat[[1, 0, 0,0, 0],[1, 1, 1, 0,0],[0, 0, 0,0, 01,[0, 1,0, 0, 0],[0, 0, 0,0, 0]]
Mat[[1, 0, 0,0, 0],[1, 1,0, 1,0],[0, 0, 0,0, 011, 0,0, 0, 0],[0, 0, 0,0, 0]]
Mat[[1, 0,0, 0, 0],[1, 1, 1,0, 0},[0, 0, 0,0, 0],[1, 0, 0,0, 01,{0, 0, 0, 0, 0]}
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Estas matrices corresponden a los siguienpara el computo de polinomios de Schur,
tes 8 movimientos permitidos. Dado que sirven como herramienta computacional en
filas de ceros no afectan ni a los monomiosun curso de algebra en donde se trabajen
de evaluacién ni a los movimientos en elanillos de polinomios en varias variables y
diagrama, estas filas se pueden suprimir deén especial, cambios de bases para anillos
diagrama y en este caso tenemos que eale polinomios con coeficientes enteros.
diagrama y sus movimientos se represenEstas familias de polinomios forman bases
para diversas familias de anillos, por lo que
estos programas pueden ser de gran utili-
dad cuando sea necesario representar los
miembros de una de estas familias o pro-
ductos de ellos como combinaciones linea-
les de los elementos de la otra.

tan asi:
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Adicionalmente se tienen otros programas
para calcular los polinomios skew de Schur,
los polinomios de Schubert con operado-
res de diferencias divididos y con grafos rc.
Estos programas y el uso de algunas ruti-
nas de CoCoA nos proveen herramientas
fundamentales para comprobar propieda-
des combinatorias que relacionan los co-
eficientes de estos polinomios con tablas
de Young de diversas clases. @

En total se tienen 8 movimientos distintosLa necesidad de tener herramientas para
y de cada uno de éstos se obtiene umeterminar los diagramas de Rothe no es
monomio de evaluacion que contribuira al simplemente para calcular polinomios de
polinomio de Schubert. Con el programa Schubert. Estos diagramas poseen ademas
gue presentamos este polinomio se calculgropiedades combinatorias que ayudan a
explicar la construccién y determinaciéon
los polinomios de Grothendieck y algunas
soluciones para ecuaciones del tipo Yang-
Baxter (Lascoux, 2002).

con la instrucciénrSchubertPolynomial

(w,n), dondew I S,

Scb.SchubertPolynomial([3,1,5,4,2],5);
x[1]73x[2]x[3] + x[1]"2x[2]72x[3] +
x[1]72x[2]x[3]"2 + X[1]"3x[2]x[4] +
x[1]72x[2]"2x[4] + X[1]*3x[3]x[4] +
X[ 2x[2]X[3]x[4] + x[1]"2x[3]"2x[4]

CONCLUSIONES

El programaschubert.pkg calcula los poli-
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