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RESUMEN

Se hace una presentacion y analisis de varias de las paradojas que mas han influido en el desarrollo de las

matematicas y se relacionan algunas de ellas con el tema del infinito. Se clasifican en dos grandes grupos:

semanticas y logicas.
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ABSTRACT

This work presents and analyses some of the most influential paradoxes in the development of the
mathematical thought; some of them are related with the concept of infinite and are divided in two main

groups: semantical and logical.

Key words: Paradoxes, semantical paradoxes, time, space, continuum, discreet, mathematical truth,

paradoxical set, non-predicative definitions.

INTRODUCCION cepto de«rigor cientifico» que se maneja
en cada época.

Para muchos, una paradoja es algo que a

primera vista parece ser falso pero que eruno de los aspectos mas interesantes de la

realidad es cierto; o que parece ser ciertqnatematica estriba en que sus mas dificiles

pero que en rigor es falso; o sencillamenteparadojas encuentran un camino para ori-

que encierra en si mismo contradiccionesginar las mas bellas y profundas teorias;

Los conceptos de certeza o falsedad en makasner y Newman sostienen:

tematicas y aun el de contradiccion, depen-

den del grado de desarrollo de la matemati-  «E| testamento de la ciencia es un flujo con-

ca en un momento dado; parodiando a tinuo, de tal manera que la herejia del pasa-

Hamlet puede decirse qudo que una vez do es el evangelio del presente y el funda-

fue paradoja, ya no lo es, pero puede vol- mento del mafiana” (Kasner, et al., 1979).

ver a serlo» Este hecho también se da en

las ciencias experimentales y conduce ini-A menudo se llega a paradojas cuando se

cialmente a un cuestionamiento del con-contradice el denominado principio del
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tercero excluido (Kleineet al, 1994), que entero positivo, es decir, que es posible
afirma lo siguiente:

emparejar todos los elementos del conjun-

to de los enteros positivos con todos los
cualquier enunciado proposicional es

elementos del conjunto de los cuadrados
verdadero o es falso, pero no se pueden de nimeros enteros positivos, y asi llegd a
dar ambas cosas simultdneamente.

la conclusién de que las relaciones de igual-

dad y de desigualdad no son validas en el
Al tratar de aplicar a conjuntos infinitos el infinito (Kleiner et al, 1994).

hecho de queSi es posible emparejar to-

dos los elementos de un conjunto con to-En su obraDiscursos y demostraciones

dos los pertenecientes a otro, entoncesmatematicaspresenta el siguiente dialogo
ambos conjuntos tienen el mismo numercentre Salviati y Simplicius:

de elementopuso a los matematicos ante

algunos hechos que eran inexplicables en  “ Salviati Si pregunto cuantos son los cua-
su época y que fueron considerados como drados de los nimeros, puedes responder-
paradojas; algunas de ellas, son: me correctamente que son tantos como sus
propias raices; dado que cada cuadrado tie-
ne suraiz, y cada raiz su cuadrado, ni cada
cuadrado tiene mas de una sola raiz, ni cada
raiz tiene mas de un solo cuadrado.

1. Es posible emparejar todos los puntos de
dos segmentos de rectas.

En efecto dados dos segmenf&B y CD, Simplicius : Oué es lo aue hav aue resolver
que podemos suponer paralelos, conéctese implicius ¢ Que es lo que hay qu v

D con Ay B con C para obtener el punto O. estavez?
@ SeaM U AB, la recta que pasa por O 'y M, Salviatt No veo que se pueda admitir otra @
corta aI_ s_egmgnt@Djn el punto N; en conclusioén, sino es la de decir que la canti-
forma similar, siN [ CD la recta que pasa dad de nimeros en general es una cantidad
por Oy N, corta al segmenéd en el punto infinita: los cuadrados son infinitos y ade-
M De esta forma quedan emparejados to-  mas ni la cantidad de cuadrados es menor
dos los puntos dAB con los del segmento

que la de los nimeros en general, ni ésta es
CD. mayor que aquélla: en conclusion los atri-
butos igual, mayor y menor no tienen senti-
B do cuando se habla de infinitos, sino cuan-

do se trata de cantidades finitas” (Plai Ca-
\ / rrera, 2001).

3. Es posible emparejar la totalidad de los

e enteros positivos con los nimeros pares,

N aunque estos Ultimos estan estrictamente
Y

contenidos en el conjunto de los enteros
Q\% (Katz, 1998).

R
"

VN

2. En el siglo XVI, Galileo Galilei, obser-
vaba que todo entero positivo tiene un cua-
drado y que todo cuadrado proviene de un
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4. En el siglo XIlI, el filésofo escocés John mente, si W es un punto cualquiera 8¢
Duns Scoto observaba que dadas dos cirdevolviéndose puede verse que, existe una
cunferencias concéntricas, todos los puny s6lo una imagen de W éDR.

tos de la una pueden emparejarse uno a uno,
con todos los de la otra. Una observacion
similar es valida para el caso de dos esferas|
concéntricas (Northrop, 1991).

s

(o] M R w
5. Es posible emparejar todos los puntos de
“
una semicircunferencia con los de una rec-/- En la obra‘Dialogo relativo a dos nue-

ta. vas ciencias; Galileo Galilei propone la
hoy denominada Paradoja de Galileo, de la
i siguiente manera:

|I i
/ i)Trace el cuadrado ABCD
S 1-.-~=3~

fgﬁ i u;,w

ey ALY D C 1] L
.-_,.-"'_.-'..:.-'u_. .l'.|'|'I|I -

A B

En efecto, construya la recta y la semicir-
@ cunferencia como se indica en la figura, la i) Haciendo centro en B trace el arco de @
correspondencia es la siguiente: Dado urcircunferenciaAC.
punto P de la recta, trace el segme@f®
que une el centro O de la semicircunferen-ii.)Trace sobreAB una recta perpendicular
cia con P, el punto de corte es el que leHE vy la diagonal BD.
corresponde a P por esta asignacion.

¥ K L
6. Es posible emparejar todos los puntos -
de una semirrecta con los de un segmento .
abierto en un extremo (Northrop, 1991). N
En efecto, searg la semirrecta que empie- A H B

za en O y pasa por WOR el segmento sin
el punto R; por el punto O tracese un seg” Iv) Haciendo centro en H, trace las circun-

mentoOP O OR, constriyase el rectangulo ferencias de radiodG, HF y HE.
OPSR y la diagonaDS

Témese un puntd 0 OR y tracese el seg-
mento perpendiculaviH a S en dondeH [

OS A continuacién prolénguese el seg-
mento de rect#®H hasta el punto W de la

semirrectas, de esta forma se asigna a cada
punto deOR uno y sélo uno des; similar-
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Por el teorema de Pitagoras, se tiene:

BF?= HB? + HF?

pero BF = BC y BC = HE:

y luego
BF = HE

Por otra parte, por el teorema de Tales:

3|35
5

peroﬁ = AB yaque ABCD esun cua-

drado. De donde,
HG = HB

HE*= HG+ HF*

@ luego

HG*= HE®- HF*
de donde
mHG?= nHE *-ntHF *
Areadela circunferancia _ Areadela coronacircular

concentroenH yradioHG  concentroenH y radiosHF y HE

circunferencia de radiggc. Luego,

iUn punto es igual en area a una

circunferencia!

area igual a cero).

entre una totalidad y sus partes, y el uso de
procedimientos finitos pero potencialmen-
te infinitos, no eran suficientes para dar una
interpretacion racional a ciertos hechos

geomeétricos.

LAS PARADOJAS DE ZENON

Uno de los temas de mayor controversia
entre los griegos fue el relativo a la rela-
cion que existe entre lo discreto y lo conti-
nuo. Los nameros enteros representan ob-
jetos discretos y una razén conmensurable
representa una relaciéon entre dos longitu-
des que admiten una unidad de medida
comun, de manera que cada una de ellas es
una coleccion discreta de unidades; sin
embargo, las longitudes en general no son
colecciones discretas de unidades y este es
el motivo por el que aparecen las razones
de longitudes inconmensurables. En otras

Remplazando (2) y (3) en (1), tenemos quefalabras, longitudes, areas, volumenes,
tiempo y otras cantidades son continuas.

Este problema de la relacion entre lo dis- @
creto y lo continuo fue puesto en eviden-
cia por el mas destacado discipulo de
Parménides, Zen6n de Elea, quien alrede-
dor del afio 445 a.C., propuso un cierto
ndamero de paradojas; cuatro de ellas tratan
del movimiento, y pretendian indicar que
el movimiento o el cambio en general es
imposible, y en general, que la “realidad»
es una entidad singular sin cambios, ade-
mas, se deseaba refutar a los pitagoéricos
Cuando H tiende a B, la circunferencia tien-quienes creian en unidades extensas pero
de a un punto y la corona se reduce a landivisibles (McLaughlin, 1995).

En la época en que vivié Zendn, habian
dos concepciones opuestas del espacio y
del tiempo. Una, que el espacio y el tiempo
son indefinidamente divisibles, en cuyo
(Esto dltimo es cierto porque ambas tienencaso el movimiento resultaria continuo, y
la otra, que el espacio y el tiempo estan
formados por pequefios intervalos indivi-
Los ejemplos anteriores muestran clara-Sibles, en cuyo caso el movimiento consis-

mente que los conceptos clésicos sobre el]il’ia en una sucesion de minudsculos saltos
infinito, la longitud, el area, la relacién €spasmodicos. Los argumentos de Zenon
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estan dirigidos contra ambas teorias y parpo es infinitamente divisible entonces exis-
ten de la siguiente hipotesis fundamentalitira un tiempo T’ < T, durante el cual la
El tiempo y el espacio pueden ser cada undecha desaparecié porque no existia un lu-
e independientemente el uno del otro,gar que pudiera ocupar en ese tiempo. Por
finitamente divisibles o infinitamente lo tanto, como el movimiento existe no
divisibles; de donde resultan entonces cuapodemos asumir que el espacio es finita-
tro posibilidades: mente divisible y el tiempo infinitamente
indivisible.
1. Paradoja de Aquiles y la tortuga(tiem-
po y espacio infinitamente divisibles. “Si 3 paradoja de la dicotomia(espacio infi-
el movimiento existe, lo mas lento (la tor- pitamente divisible y tiempo finitamente
tuga) nunca sera alcanzado por lo mas rapigivisible). En este caso se tiene la situa-
do (Aquiles), pero como esto es imposible,¢ion dual de la anterior: Si un mévil parte
el movimiento no existe” (McLaughlin, de un lugar hipotético A en el instante T,
1995). como el tiempo es finitamente divisible
habra un instante siguiente T' en el cual el
En efecto, cualquier distancia que deba sefgyil ocupara un lugar B. Como el espa-
recorrida por un movil, por ejemplo la que ¢jo es infinitamente divisible existira un
hay entre Aquiles y la tortuga, puede ir di- lugar C entre A y B por el cual tuvo que
vidiéndose en dos partes y hay tiempo Supasar el mévil; pero esto no se dio porque
ficiente para recorrer la primera parte; comong hubo tiempo para que sucediera. Nue-
las dos magnitudes son infinitamente yamente como el movimiento existe no po-
divisibles Aquiles nunca alcanzara a la tor-gemos asumir que el espacio es infinita-
tuga. mente divisible y el tiempo finitamente
divisible.

4. Paradoja del estadio(tiempo y espacio
finitamente divisibles). Un atleta A se mue-
Ve en una carrera en una cierta direcciéon y
otro atleta C se mueve en la misma direc-
cion pero en sentido opuesto y con igual
velocidad. Un tercer atleta B que permane-
ce inmovil describe el movimiento de Ay
C en la siguiente forma:

AQUILES VS. TORTUGA

En el tiempo minimo T, A y C se desplaza-

En otras palabras, Zen6n establece queon una distancia minima D. Ahora bien, A
sobre la hip6tesis de que el espacio y ey C describen el movimiento de B de la
tiempo son indefinidamente divisibles el siguiente forma: B se desplazé en el tiem-
movimiento seria imposible. po minimo T la distancia minima D.

2. Paradoja de la flecha(espacio finita- A no puede entender el movimiento de Cy
mente divisible y tiempo infinitamente di- C tampoco puede entender el movimiento
visible). Como el espacio es finitamente ge A, en efecto C respecto de A se mueve
divisible la flecha en su movimiento ocu- dos veces la distancia minima D en el tiem-
para el lugar que sigue en la direccién enpo minimo T, lo cual es absurdo, porque no
que se mueve en un tiempo T. Como el tiemhubo tiempo para recorrer la distancia D.

29
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A cipales factores que condujeron al estanca-
E 5 miento de la matematica en la Edad Media.

- |C LAS PARADOJAS Y LA CRISIS DE LA

MATEMATICA DEDUCTIVA
En consecuencia no es posible que el

tiempo y el espacio sean finitamente
divisibles, pues de lo contrario el mov-
imiento relativo no existiria, y como todo
movimiento es relativo, no existiria
entonces el movimiento.

Por los problemas planteados a través de
sus paradojas, Zenoén es considerado como
uno de los precursores de las matematicas
del infinito, con ellas afloran varios pro-
blemas cruciales para la matematica: el de
lo infinitesimal, el del infinito, el de la con-
tinuidad, el del movimiento y otros mas,
los cuales han sido tratados posteriormen-
te por muy destacados matematicos, sien-
do uno de los primeros Karl Weierstrass en
el siglo XIX, modernamente por Abraham
Robins6n en la década del sesenta del si-
glo XX, y por otros como Bolzano, Cauchy, A finales del siglo XIX y principios del XX
Dedekind y Cantor en el siglo XIX. Aun- el problema de la fundamentacion de la
que los argumentos de Zenén pueden sematematica estaba al orden del dia, posi-
interpretados como argumentos contra elblemente en alguna de las ideas en las que
movimiento, también es posible interpre- existia unanimidad era la de concebir los
tarlos como argumentos en contra de laobjetos matematicos como “dados” a los
concepcién analitica del espacio y del tiem-cuales no se les pueden atribuir propieda-
po; es decir, los argumentos de Zendn estades arbitrarias, situacion similar a la que
rian sefialando que no es posible represersucede con algunos fendmenos de la natu-
tar el espacio como constituido por puntosraleza que tienen que ser aceptados y no
yuxtapuestos y el tiempo como constitui- pueden ser modificados por los cientificos,
do de instantes sucesivos. un problema que generaba y adn genera
grandes debates entre los matematicos es
Los planteamientos de Zenon tuvieronel concerniente al concepto de “verdad”
grandes consecuencias en el desarrollo de¢n matematicas. Henri Poincaré, conside-
pensamiento matematico, entre ellos el evifado como “el dltimo universalista”, reco-
tar utilizar representaciones matematicasnocia en 1902 que los axiomas de la geo-
para interpretar el mundo fisico, especial-metria son convenciones para las que la
mente el movimiento. Esta separacion seiocion habitual de “verdad” carece de sen-
mantuvo hasta la obra fundamental detido (Cafion,1993). De hecho se ponia en
Galileo que fue precedida dieciocho siglosevidencia que el concepto de “verdad ma-
por Arquimedes. Tal alejamiento entre ma-tematica” y la nocion usual de “verdad”
tematicas y mundo real fue uno de los prin-son dos entes distintos ya que mientras el

Henri Poincare (1854-1912)
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primero (de acuerdo a la forma de pensar d€€ocodrilo: ¢Voy a comerme a tu nifio?

muchos mateméticos con Hilbert a la cabe-Responde correctamente y te lo devolve-

za) reside Unicamente en la deduccién [6r¢é ileso.

gica a partir de premisas fijadas arbitraria-

mente por los axiomas, el segundo es unda madre: jAy ay ay! Te vas a comer a mi

convencién sustentada en la experienciaijito.

secular de la humanidad que se apoya prin-

cipalmente en observaciones y perseccio-Cocodrilo: Humm.... si te devuelvo el bebé,

nes, y que como se sabe éstas son falibledo que has dicho sera verdadero; lo cual no

es cierto.

El surgimiento de paradojas, fue uno de los

principales factores que propicié una heri-La madre: si te comes el bebé, no habria

da a esta nocion de “verdad matemética’contestado correctamente, lo cual no es cier-

aceptada por Hilbert y en general los parti-to, asi que tienes que devolvérmelo ileso

darios de la corriente filoséfico-matemati- (Bunch, 1987).

ca denominada el formalismo.

Paradoja del Quijote

En 1926 F.P. Ramsey puso en evidencia que

existen dos tipos de paradojas: las logicas

0 matematicas, y las linguisticas o seman-

ticas (Suppes, 1998). Las primeras surgen

de construcciones puramente matematicas

y las segundas de la consideracion del len-
@ guaje que empleamos para hablar de mate-

maticas y logica.

LAS PARADOJAS LINGUISTICAS O
SEMANTICAS

Algunas paradojas semanticas son las si-

guientes: Sancho Panza se convierte en gobernador

de la insula de Barataria, en donde por ley,
toda persona que llega a esta insula, debe
Platén: La proxima declaraciéon de Socratesexplicar el motivo de su viaje. Si la perso-

Paradoja de Platon y Socrates

seré falsa. na dice la verdad, es puesta en libertad; si
la persona miente, debera ser colgada. Una
Sécrates: jPlaton ha dicho la verdad! persona llega a Barataria y afirma: “Estoy

aqui para que me cuelguen” (Bunch, 1987).

Paradoja de Epiménides

S ; Sera 0 no colgada esta persona?
Epiménides: jTodos los cretenses son men? g P

tirosos!
Sabemos que Epiménides es cretense. ¢D
cia Epiménides la verdad?

No se puede tomar una decision, ya que Si
fa frase es falsa, entonces debe ser colgado,
lo cual implica que la frase es cierta. Por

otra parte, si la frase es cierta entonces de-
bera ser colgado, pero esto sélo sucede si la
Un cocodrilo le arrebaté un bebé a unafrase es falsa, lo cual es una contradiccion.
mujer y le dijo:

Paradoja del Cocodrilo y la mujer
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‘ 5-PARADOJAS.p65 31 $ 06/10/03, 09:17 a.m. ‘



iR "NEEN s [T [T 11 ||

Universitas Scientiarum Vol. 8, Ed. Especial, Matematicas, 25-37

Paradoja del Abogado Paradoja del Barbero

Un abogado concertd con sus alumnos que
deberian pagarle por sus ensefianzas, si y
solo si, ganaban su primer caso ante los tri-

bunales; y no debian abonar nada si lo per-
dian. Uno de sus discipulos que habia ter-
minado sus estudios, resolvié evitar acep-

tar ningun caso para de esta forma eludir el

pago. El abogado lo demandé para que le
pagara.

¢Pagard o no el alumno? (Rodriguez,

1988). Fue popularizada por Bertran Russell
(Burton, 2000) en 1918, su argumento es el

Si el alumno paga es porque perdi6 el casgiguiente:

y por lo tanto no ha ganado su primer caso

lo cual lo exonera del pago. Si el alumno

no paga es porque el resultado lo favoreci¢El barbero de un pueblo, presumiendo de

y por lo tanto gand su primer caso, lo cualno tener competencia se anuncia diciendo

lo obliga a pagar. que el no afeita a aquellos que se afeitan a
si mismos, pero si afeita a todos aquellos
Paradoja de los Alcaldes que no se afeiten a si mismos. Un buen dia
alguien le pregunta si él deberia afeitarse a
@ Supongamos que en un pais se crea ungl mismo. @

ciudad que es habitada sé6lo por alcaldes

de municipios del pais, mediante ley apro-

bada por el Congreso se establece que toddi s€ afeita a si mismo entonces por la pri-
alcalde sélo puede vivir en su propia ciu- mera parte de su afirmacion, no deberia afei-
dad o en la ciudad de los alcaldes. Comdarse a si mismo; pero si no se afeita a si
todo municipio debe tener un alcalde, lamismo, entonces por la segunda parte de-
pregunta es: ¢en dénde vive el alcalde déeria afeitarse a si mismo.

la ciudad de los alcaldes?

Hay dos posibilidades: Paradoja de Richard

. .. La primera paradoja semantica moderna es
1. Que el alcalde viva en su propia ciu- |3 depnominada paradoja de Richard
dad, en este caso vivira en la ciudad dgganchez, 1985); fue formulada por Jules
los alcaldes, pero esto implica que elRichard en 1905; pero Berry y Russell die-
alcalde no vive en su propia ciudad. 5 yna version simplificada de la misma:

] . fundamentalmente esta paradoja es la si-
2. Que el alcalde no viva en su propia Ciu-guiente:

dad, en este caso vivird en la ciudad de

los alcaldes que es precisamente su pro-
pia ciudad. Existen muchos nimeros reales que se pue-

den describir con expresiones en castella-
Como podemos darnos cuenta ambas solu?0; por ejemplo:
ciones nos conducen a contradicciones.
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Vamos a hacer corresponder a cada ndmero

N Algunas frases empleadas para mencionarlo A un Gnico nimero natural de la siguiente
3 Tres. forma:
«/E Raiz cuadrada de dos.
. Sea por ejemplar =-/2 la expresién que
5 Tres qintos. le corresponde es:
3 7—% Raiz ctbica de, siete menos raiz cuarta de cinco. raizD cuadrad@ @ dOS
T La longitud de una circunferencia sobre su didmetro.
- ) . . De acuerdo al cédigo anterior, tenemos que
e el limite cuando n tiende a infinito de uno méas uno sobre A
n, elevado alan. los nimeros de los caracteres que corres-
ponden a esta sentencia son en su orden:
Llamemos:

A = {0 0O R |0 se puede describir con una 35117 5155541173517 155795572937
expresion en castellano}
Luego el nimero natural que le hacemos
Existen nimeros reales que no estan en Acorresponder &2 es:
Por ejemplo:
- 28531517 751 1155 13 174 194 237 29% 311 377 411 435
b, 4753 595617 67297137
510"
en donde los bson nimeros aleatorios.  En general, si un numew U A esta repre-
sentado por una expresion cuyos caracte-
Veamos que A es numerable: res corresponden en su orden a los nime-
ros:
Tomemos las 27 letras del alfabeto mas el mm,..m ..m
caracter que indica un espacio entre dos
palabras. Con estos 28 caracteres podemasa le hacemos corresponder el Unico nu-
escribir cualquier frase y en particular lasmero natural:
frases que caracterizan cada elemento de A.

a=

n =2m 3m2 P mk p mr
) ’ o L
Asignemos a estos 28 caracteres un nume-

ro natural impar, de la siguiente manera: en donde Pes el k-ésimo nimero primo.

Cédigo Numero Codigo  Numero Siut es el conjunto de todas las expresiones,
A 1 0 29 tenemos que a cada expresidri] u le
B 3 P 31 corresponde un Gnico nimero natural:
C 5 q 33
0 : < > amgme, pme P m
F 11 t 39
G 13 u 41 Ademas, como la descomposicion de un
H 15 v 43 numero natural como producto de primos
'J 1179 "; 157 es,tfmica (teorema ft.mdam,ental de la arit-
K o1 y 49 mética), entonces, si un nimero natural es
L 23 z 51 la imagen de una expresion, por esta asig-
M 25 i 53 nacion, no puede existir otra expresion que
N 27 55 tenga como imagen dicho numero. Luego
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en particular se tiene que la aplicacion:

®:A OOoOoooo>N
a gooooo>e(a)=rn

es inyectiva y por lo tanto A es numerable.
De donde,

A={a,a,..,0, ..}

Sabemos que cada, puede expresarse en
forma decimal como:

a,=b.b . ..b ..endondehO{0, 1,

2,..,9YOkON.

Construyamos el siguiente nimero:
5= < G
Z.lok
en donde,
. - Hi si b, =0
H si b, #0

comod # a,, Om O N, entonces [ A.

Por otra parte, de acuerdo con la construc
cion ded, podemos decir que este nimero

se puede describir con la siguiente expre
sion en castellano:

“El nimero real entre cero y uno, cuyo tér-

mino en cada lugar dado es uno o cero se-

Paradoja de Grelling

Esta paradoja semantica fue enunciada por
primera vez en 1908 por Kurt Grelling
(1886-1941) y Leonard Nelson (1882-
1927), consiste en lo siguiente:

Un adjetivo es autoldgico si se describe a
si mismo, en caso contrario se dira que es
heterologico. Por ejemplo: Corto es una
palabra corta, por lo tanto es autolégico;
polisilabico es una palabra polisilabica, por
lo tanto es autoldgica; castellano es una
palabra en castellano por lo tanto es
autoldgica; autolégico es una palabra
autoldgica.

¢Es heterolégico un adjetivo heterolégico?

Si heteroldgico es heterolégico, es porque
no se describe a si mismo, pero la palabra
heteroldgico significa que no se describe a
si mismo, luego heterolégico se describe a
si mismo, lo cual es una contradiccion.

Si heterologico es autolégico es porque se
describe a si mismo, pero ser heterolégico
significa que no se describe a si mismo, sien-
do esto también una contradiccion.

Paradoja de Berry

Esta paradoja fue presentada en 1908, y

consiste en lo siguiente:

Dado un numero natural, existen varias for-
mas de mencionarlo en castellano; por ejem-

gan si el ndmero que ocupa ese mismo luP!0:

gar en la numeracioén de los nimeros reales

que tienen expresion en castellano, tienenV

uno o cero en el lugar en cuestion del desa-3
rrollo decimal”.

Por lo tantod [ A, lo cual es una contradic-

cion.

Algunas expresiones empleadas para mencionarlo

Tres.

El primer primo impar.

El segundo ndimero impar.

Es el Unico primo que divide a nueve.

Dos.
El primer primo.
El Unico primo que divide a todo ndmero par.

34

06/10/03, 09:17 a.m.

[T [T 11 ||



[T [T 11 ||

Julio-diciembre de 2003

1729 Mil setecientos veintinueve.
El menor nimero que se puede expresar como sum
de dos cubos en dos formas distintas.
(1729 =2+ 12 = @ + 10).

jico, es aquel que el admitir su existencia
onduce a paradojas.

aradoja de Burali-Forti
Tomemos las 27 letras del alfabeto mas eF )

caracter] que indica un espacio entre dogl primer ejemplo de un conjunto de este
palabras. Con estos 28 caracteres podemd#po fue dado el 28 de marzo de 1897 por el
escribir cualquier expresion y en particular matematico italiano Cesare Burali-Forti
las expresiones que caracterizan cada nil861-1931) quien la presento en un en-
mero natural. cuentro delCirculo Matematicadi Palermo

(Sanchez, 1985) en pocas palabras la para-
Hagamos la siguiente asignacion para cad@oja es la siguiente:

ndmero natural n. Seq el conjunto de los
nimeros naturales

N————>N

n — >f,

Se sabe en teoria intuitiva de conjuntos,
que todo conjunto bien ordenado tiene un
nimero ordinal; en particular, como el
conjunto de todos los ordinales es bien
En donde fes el menor nimero de Caracte_o'rdenado, entonces de.be tener un ordinal,
res que producen una expresion que caracdi9amoso, pero el conjunto formado por
teriza al namero n. Si todos los ordinales agregandalgetiene or-
dinalo + 1, que es mayor que por lo tanto
A={n ON|f =100} no puede ser el nimero ordinal del conjunto
de todos los ordinales ya qoey ¢ +1, no

entonces AJN y A# [J. Luego existe nil  cumplen la ley de tricotomia.

N tal que m = min A, esto es:
Paradoja de Cantor
m esel menor nimero natural que requiere

minimo cien caracteres para describirlo. Otro ejemplo de un conjunto paradgjico es

el de la denominada paradoja de Cantor.
gn 1899, en una carta que envié Cantor a
edekind, observa que no puede hablarse
el “conjunto de todos los conjuntos”, ya
que siQ fuese este conjunto entonces el
conjunto P(Q) de todos los subconjuntos
gde Q seria un elemento de, es decir:

Pero esta expresion caracteriza a m y tien
menos de 100 caracteres (76 para ser ma
precisos), lo cual es una contradiccion ya
que f < 100, pero como il A f > 100.

Como puede verse, muchas de estas par
dojas, estan enmarcadas dentro de las de-
nominadas paradojas del “mentiroso” que
han sido objeto de muchas reflexiones en

la I6gica formal y que consiste en tratar degpionces existe m tal que2m, lo cual es

saber si un hombre que dice “yo miento” n4 contradiccion (Sanchez, 1985).
estd o no diciendo la verdad al pronunciar

P(Q) O Q y tambiénP(Q) es un
subconjunto de

‘ 5-PARADOJAS.p65

estas palabras.

LAS PARADOJAS LOGICAS O
MATEMATICAS

Después del surgimiento del Axioma de
Regularidad en la Teoria de Conjuntos
(1917) puede emplearse el siguiente argu-
mento:

Entre las paradojas l6gicas o matematicasComoP(Q) 0 Q y Q O P(Q) entonces) [

estan las debidas a los denominados-
juntos paradéjicos Un conjunto parado-

Q, lo cual contradice el Axioma de Regula-
ridad.

’ *
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Paradoja de Russell

recibié una carta del joven matematico in-
glés Bertrand Russell (1872-1870) en la que
le planteaba la siguiente inquietud:

Si x es, por ejemplo, el conjunto de los con-
juntos que no son cucharasiIxx, pero si x

es el conjunto de todas las cucharas, evi-
dentemente x no es una cuchara y por lo

tanto x[J Xx.

Sea el siguiente conjunto:

P={x|x0Ox}.

SiPOPDO POP lo cual es una contradic-
Bertrand Russell (1872-1970) cion. Si PO PO PO P lo cual también es
una contradiccion [Russell,1976].

El l6gico aleman Gottlob Frege (1848-

1925) consideraba Esta paradoja que presentd Russell, con-
vertia en contradictoria las bases mismas

“los matematicos deben de hacerde 1a obra cientifica de Frege.

frente a la posibilidad de encon-
trar una contradiccion que convier-
ta el edificio completo en ruinas.
Por esta raz6n me he sentido obli-
gado a volver a los fundamentos
I6gicos generales de la ciencia...”.
(De Lorenzo, 1995).

Es asi como se dedic6 durante un cuarto de
siglo a construir la fundamentacion logica
del analisis; con tal fin elabor6é un sistema
formal que intentaba servir como funda-
mento de las mateméticas. Este sistema se
sostenia en varios principios dos de los
cuales son los siguientes:

1. Principio de Extensionalidaddos pro-

Gottlob Frege (1848-1925)

piedades son equivalentes si son aplica—E

bles a los mismos individuos.

n un gesto de gallardia y de humildad cien-
tifica, Frege escribié una nota a pie de pa-

2. Principio de AbstracciénToda propie-
dad define un conjunto.

Sus ideas fueron plasmadas en dos exten-
sos volimenes. En 1902 ya habia publica-
do el primero y el segundo estaba en la
imprenta listo para ser publicado, cuando

gina al final del segundo volumen que co-
menzaba diciendo:

“Dificilmente puede encontrarse un cientifi-
co con algo mas indeseable que notar que
ceden los fundamentos de una obra que aca-
ba de terminar. En esa situacién me encuen-
tro al recibir una carta del sefior Bertrand

36

‘ 5-PARADOJAS.p65

36

$ 06/10/03, 09:17 a.m.



iR "NEEN e [T [T 11 ||

‘ 5-PARADOJAS.p65

Julio-diciembre de 2003

Russell cuando el trabajo estaba casi enDe LorenzoJ.GoTTLOBFREGE, GRANDESVATE
imprenta” (De Lorenzo, 1995). MATICOS INVESTIGACION Y CIENCIA, TEMAS
1, BarceELONA, 1995.
Realmente lo que demuestra la paradoja de
Russell es que el principio de abstraccionSuPPESP. TEORIAAXIOMATICADE CoNJUNTOS EDI-
es falso, y es este aspecto el que hace TORIAL NorwmA, CaLi, 1968.
contradictorio el sistema de Frege, aunque

la forma como construyé el analisis no lo McLAUGHLIN W.|.’UNARESOLUCIO’I\DE LASPARA
fue DOJASDE ZENON, INVESTIGACIONY CIENCIA,

ENERO, 1995, 62-68,

La causa~de muchas de estas p_aradoja%UNCH B.H. MATEMATICAINSOLITA PARADOJASY
como sefialaban Russell y Whitehead PARADOJISMOS EDITORIAL REVERTE, S.A.,

(McLaughlin, 1995), radica en la BARCELONA, 1987.

definicion de un objeto en términos de una

clase que contiene como elemento alNortHROPE.P.PARADOIASIATEMATICAS E. LNION
objeto que se esta definiendo. Tales  TipoGrAFicA EDITORIAL HiSPANOAMERICA-

definiciones se llaman impredicativas y NA, S.A.,C.V., Mexico, 1991.
aparecen de manera especial en teoria de
conjuntos. RobriGUEZ R. ENJAMBREMATEMATICQ EDITORIAL

ReVeRrTE, S.A., BARCELONA, 1988.

Como afirman Kasner y NewmanrQui-
z4s la mayor de todas las paradojas es qu
haya para)c/iojas en la mate%étic@iasner,q (seconp epimion), Wm.C. Brown
1979). Afortunadamente para esta ciencia, PUBLISHERS, 2000.

las paradojas siempre han estado pre_sentq@ATz V.J. A HiSTORYOF MATHEMATICS (SECOND
en su quehacer, ellas se han convertido en  ,10y)  Appison-WesLey, New York,
un verdadero reto, fuente de inspiracion y 1998.

creacion, que le ha permitido adquirir no

solo un alto grado de desarrollo, sino tam-CaRoN C. LA MATEMATICACREACIONY DESCUBRt
bién la ha obligado a cambiar sus concep- MIENTO, UNIVERSIDAD PoNTIFICIA DE Comi-
tos de rigor y precision, jbienvenidas sean LLAS, MADRID,1993.

las paradojas!

éBURTON D.M. THE HisTORYOF MATHEMATICS

SiNcHEZ C.H. SURGIMIENTODE LA TEORIADE CON-

JUNTOS SEGuNDO CoLoquio DISTRITAL DE

LITERATURA CITADA MaTemATICAS Y ESsTADISTICA, BOGOTA, DI-
CIEMBRE DE 1985.

KLEINER |., MovsHoviTz N. THE RoLE oF
PARADOXES IN THE EVOLUTION OF PLA 1| CARRERA, J. EL INFINITO Y LA LOGICA DE

MaTHeEMATICS AMER MartH MonTHY 688, PRIMERORDEN IDEASDEL INFINITO, TEMAS 23,
DecemBer, 1994. INVESTIGACION Y CIENCIA, BARCELONA,
2001.

KAsSNERE, NEwMANN J. RRADOJA PERDIDAY PA-
RADOJARECUPERADA SIGMA B MuNDO DE

LASMATEMATICASVOLUMEN QUINTO, Barce-  Recibido: 30-04-2003
LONA, 1979. Aceptado: 15-07-2003

RussELL B. LA EVOLUCIONDE MI PENSAMIENTCFI-
LOSOFIcQ ALIANzA EDITORIAL, MADRID,
1976.

37

37 $ 06/10/03, 09:17 a.m.

*



