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RESUMEN

Se presenta una metodologia basada en la teoria de productos Kronecker que facilita la construccién de
la matriz de varianzas y covarianzas cuando se trabaja en disefios con estructura balanceada de datos. El
método propuesto puede ser aplicado a modelos mixtos con efectos fijos o aleatorios con cualquier
numero de factores. La matriz de varianzas y covarianzas se construye bajo los supuestos usuales para
modelos finitos o infinitos.

Palabras clave:Productos Kronecker, matriz de varianzas y covarianzas, disefios balanceados, modelos
lineales.

@ ABSTRACT

We present a method for constructing variance and covariance matrices for balanced design using the
Kronecker product. The method can be applied to fixed, random, or mixed models with any number of
factors. The covariance matrices are constructed under the usual infinite and finite model assumptions.

Key words: Kronecker product, variance and covariance matrices, balanced designs, linear models.

INTRODUCCION piada de la matriz de varianzas y covarian-
zas, asi como de su inversa.

Los modelos de efectos mixtos tienen gran

importancia por sus multiples aplicaciones p través de los afios algunos autéres

especialmente en la determinacion de panhan dado a la tarea de presentar propuestas

rametros genéticos e indices de selecciomyara hallar esta matriz. Muchos de estos tra-

de especies animales y/o vegetales bajos se han concebido desde la perspecti-
va puramente tedrica. Indudablemente la

En este tipo de modelo es importante de-escripcion mas completa sobre el estudio

terminar los mejores estimadores linealesje modelos de varianza se encuentra en

insesgados (MELI), y los mejores predicto- gearjeet al. (1972), en donde se abordan
res lineales (BLUP), con el objeto de reali-

zar inferencia puntual y por intervalos, para

tomar decisiones apropiadas. — .
prop 1 PanoLa, DaNieL. los métodos estadisticos en el

mejoramiento genético
Tanto los MELIS como los BLUP depen- 2 Henperson C.R, LAMOTTE y R0, PATTERSONY

den del conocimiento de la estructura apro- Tromson
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detalladamente varias propuestas por otrog\dicionalmente, el valor esperado de y es:
autores; desde su formulacion, hasta deta-
lles técnicos de célculo y estimacion. E(y)=XB y E(ylU)= X8+ ZU

El objetivo de este articulo es proveer unporlo cuak=y—E (y | U). Aese le atribuye
algoritmo basado en la teoria de productoda estructura usual de varianza-covarianza
Kronecker que se aplique directamente ade un componente de error, esto es:
disefios balanceados con cualquier nime-

ro de factores fijos o aleatorios para cons- E(e) =0 y Var(e)= gez N

truir la matriz de varianzas y covarianzas.

Tomamos el siguiente modelo por ejemplo,

- El modelo mixto general si

La formulacién del modelo mixto general y:y+r; +ri§ +e i=L1...n,,=1..n
originalmente propuesta por Harley y Rao

(1967) y aceptada como estandar en el cameon n, niveles del factor aleatorio’ y n,
po de la estimacion de las componentes d@jjyeles del factor aleatorip?..

varianza es la siguiente:

Entonces la estructura del modelo (1) para

Sea el modelo y=Xf+ZU+e (1) este ejemplo seraxX =1,, este vector co-

Wy
Donde lumna es de tamafign,x1 con entradas de
unos, U el efecto medio generalf = 3.

y : Vector de observaciones.
B: Vector de parametros desconocidos aso- 1
ciados a los efectos fijos. En el modelo(1) Y = HZH
X : Matriz conocida asociada a los efectos
fijos.

2]T

cont* =[1},15,...,1, 1%, 1 =[1],15,... T,

U : Vector no observable asociado a los efec
tos aleatorios.

Z : Usualmente es una matriz de incidencia

. ) = 1 ;

asociada a efectos aleatorios en genera?f z H”l . n 1"1 i "ZH
observable.

e : Vector no observable o vector de térmi-yonde z, =1 01y Z,=1 01
nos del error. o ]“2 2 ]n‘ b

y asumimos que:
1
T

Como:

- 2 2 _ 2
U= Zp .. ZFA Uz .. U ~N(0,0T1)yr ~N(O’UT2)'4

Entonces:

S
y=XB+5 ZY+e
1= . .
3 AT es la transpuesta de una matriz, es decir las

. . filas se intercambian por las columnas.
y la varianza de¢ se define como:

s 4 1*=N(o%)tiene distribucién normal con me-
T 2 2

= VAN o . .

var(y) Z 4407 *0. | dia cero y varianzag?,

= T

40

‘ 6-OBTENCION.p65 40 % 06/10/03, 09:18 a.m.



‘ 6-OBTENCION.p65

[T T 111 ||

Julio-diciembre de 2003

Por lo tanto, la varianza deutilizando la
formula (2) es

e N

L
var(y) =% Zz'o} +0/1, =0;l
i=1
+(1,03,)02+Q,01,)0%.

Productos Kronecker

El producto Kronecker de dos matrices
A,q Y B, se define como:

@,B 00 a,B0

0 0
e =
™00 0O 00

2,8 00 a,B]

AU

Ejemplo: Sea

01 0[O
A= 100 p_0, 4O
B - | O el producto

SV =

Kronecker es:

Oor 0o Ol o000 @2 o0 1 on;

0, .0 O, 000 0

%Dé 15 lug lug ot 2 2 1p

- -0 00 -2 0 -0

AO B=[|E | 8 EEFD O
ool 00 01 o 0 0 -1 0p

Op 18 -182 1Moo o -2 -1

@Dz 15 -152 1 g D

§EO0 -1 H0 -E 00 O 0 1f

y tenemos las siguientes propiedades:

1. (aoB) =AToB"

2. ParaXyY vectores:
xTov=vyx' = vo X.

3. Sea) un escalar:
AOA=AA= AOA = A

4. En matrices particionadas:
[AA]OB=[ A0 B AD B
AO[B B, #[ AT B; AJ B]

5. ParaA y B matrices cuadradas no sin-
gulares

(anp 1= a1

oe!

6. Sea [) una matriz diagonal de ordén
con elementosd:

D, OA=d AD d, AD...0 g A
Apxk 0 Dy =(AD 1)(1q 0 D)*

=(AD (0{L;D)

7. AM(AOB)=(AA0B= AJ(AB para
todo escalar), .

8. AO(BOC)=(AD BOC

9. (AUB)YFOG=(ARDO(BQ

10. (A+B)0C= AOC+ BO C

11. AO(B+C)= A0 B+ AO C

MATERIALES Y METODOS

Los modelos de componentes de varianza
son modelos lineales que incorporan tér-
minos aleatorios, lo cual genera una matriz
de varianzas y covarianzas.

Esta matriz V como lo vimos en los mode-
los mixtos tiene la estructura

V= Z Z ZTUizdondeZizlT puede ser escri-

ta en términos de productos Kronecker, de
matricesl_y J2°.

De acuerdo a esta estructura el algoritmo
de la matrizV es:

Sea P el nimero de subindices asociados a
la variable respuesta, los cuales dependen

[A o0

5 [ representa la suma directaf) B= o &

6 |, Representa la matriz identidad de tamafio
Sx S, yJgla matriz de unos con tamafo S.

’ *
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de los efectos e interacciones fijos y definiendo la funcién indicadora
aleatorios del modelo. Se tiene entonces 2 )

particiones de productos Kronecker con 2 _ L siaparecelg
matricesl y J.s' las cuales son resumidas efecto [0 si aparece |
por la expresion.

O InOln, 000y, d se puede rescribir (3) como
0 0
R A=[00...0;00.. 1;.. ;111. 0;111 1
0 _ .
A1><2P —% : B
0Jp O-Jy 013
':'nlJ |]2J 0 r}Elj rh% Para el ejemplo anterior
g m-"m-"m 3§

A =[000;001;010;100;110;101;011; 111
Para ejemplizar el algoritmo tomamos un
disefio factorial a dos vias jerarquico, cuyo
modelo tiene la forma: Caracterizado el vectof se construye el
re vector asociado con las componentes de

S UHTE T+ 2
Yig, THFT, T, (TJT ) varianzage, segun el siguiente criterio:
iL,=12,..ni,=12,..n,i,= 1,2,.n,

iz

. 2
Las componentes del vector figa son 0,
en dondeu es el efecto medio general; si existe una relacion directa entre el

es el efecto dei* -ésimo nivel del factor subindice del efecto y la posicion del cero
en A, es decir para nuestro ejemplo la pri-
mera componente d& es 000 entonces el
del factor columna(r't?),, es el efecto de gypindice del efecto que tiene tres compo-
nentes ese;;. por lo tanto la se remplaza
por e y la varianza que tomamos para esa
primera posicién eg? , en caso de que no
Ti = N(O,Urzl), Tif =N (Oﬁrzz ), haya ninguna relaciéon se coloca cero.

(r'r?) =N(0.0%.), e=N(0g2).

2

reglon, Tii es el efecto deP -ésimo nivel

la interaccion entrg ! y 17, €;;, € es el
1 2
componente del error aleatorio y

Entonces

En este modelo P=3 corresponde a la canft=Ho; o0.. 0 0 0 o> g O0H(4)
dad de subindices presentes en el modelo,

or lo tantop° es:
yp A Con esto tenemos V conrM=A°(9°)T,

oo d remplazandoa® g°, y multiplicando ob-
MnzNg
E |03 E tenemos:
Ny ng
EWDJHZ : Inﬁg VZIW”?%U§+IHWDJQUrZ‘1’+JHDIQD‘]rgarZZ-H RD‘] m?fl
J, Ol
AO:D n Ly [ (3)
E Joun, U1, 8 Teniendo en cuenta el procedimiento ante-
Fn U1, B0 rior podemos deducir la férmula general de
oi1,0d,, 0 V para disefios jerarquicos balanceados.
g g
B Junn 8
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Definimos el modelo general de la forma: de nabo. Se tomaron cuatro plantas de nabo
de cada parcela en forma aleatoria, luego

Yios, THHTAT2HTS 44704 (t07) +(r9) +.+ e seleccionaron tres hojas al azar de cada
(P o+ (1), (T e (TET) planta y de cada hoja se tomaron dos mues-
W1 133 b1 nl2n1 iNnA
tras de 100 mg, en las que se determiné el
sl et e () . 9. en 1as que e
iids i ~wiwizs - CcONtenido de calcio por métodos microqui-
L (& S ) R T micos.
TaBLa 1
donde Planta, i, | Hoja, i, Determinaciones
= = ym ) yilwz. yil.. y
=120 00, =020 Dy b= L2 0k = 12,0, | ubed ) 17123 !
th=N(0,0%), T2=N(003%)... (tr?) =N(0g2,).., 1 1 328 | 309 | 637
' n ), o 2 352 | 348 | 7.00
(frr.) | =N .)e=N(00)) 3 288 | 280 | 568 1905
Si P=n corresponde a la cantidad de 2 1 246 | 244 | 490
2 187 | 192 | 379

subindices presentes en el modelo pode

mos ver que el nimero de elementos co- s 219 1 219 | 438) 1307
rrespondientes es'¥ se tiene que 3 1 277 | 266 | 543
como: 2 374 | 344 | 718
3 255 | 255 | 510| 1771
o | d
O | "‘“Z"'S 3 0 4 1 378 | 387 | 765
O M S 0 2 407 | 412 819
0 Iann03,,00, O 3| 331 | 331| 662 2246 7229
@ O : O @
A°=0 03, O El modelo utilizado en el ejemplo es
Hunow, 03,01, 03,5 Yo SUATEHTE 4
0 : 0 i PRSP PR (P
O 0 . . .
0 Jnnn, By, 0 |1=1,...,4, I, = 1,2,3,|3: 1,2.
H J’h“z»--ﬂn H

L Dondep es la media generdl; es el efecto
w00 2010100508 g i -ésima plantar? es el efecto de Ig
) . -ésima hoja en I -ésima planta y la es el
Sustituyendo erv =4°(6°)', obtenemos la gy aleatorio, y ademéas se supone que:
férmula general de la matriz de varianzas y

covarianzas para disefios jerarquicos balans' = N (0,05), 2= N(Oafz) e N( 0g7)
ceados como.

0 — 2. 22 02 42
O =0 00050,

En primer lugar hallamog®y 6° para ha-
V=02l . +02l,0J +..+02] ol P 9 a'yo'p

. Bl L llar la matriz de varianzas y covarianzas
+3 0501,03,, 01,00, , sik=t"k=2..n) para este modelo:
k=t
o | d
2 2 24
FootOndnnn, Ol g ¥ 00 il g 03 94 01,09 z%
0,03,01,0
Veamos ahora el siguiente ejemplo: ETJ 01,01,2
A=04"3"20 60 =[@0,0,003 07:0;,(§
m,0J,0 1,0
Se toma un experimento que consiste 3,01,03,0
determinar a largo plazo el contenido de 0,0J3,03,0

calcio promedio en las hojas de un cultivo E Jo E
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de donde tenemos: de P, el nimero de subindices asociados
o, 01,01, 0 ©20 a la variable respuesta. Se tiene enton-
0 gy oy.0 B ces Z particiones de productos
I Kronecker con matricefy y J, de don-
DJA a |3D Iz g) S Qe _obtenemow. Utilizando Iz_a funcién
= EUAD Js a lzg BJZZD indicadora podemos caracterizar para
DJAD IQIZIJZD Q;ZB poder construir el vector asociado con
D:DJZDng %*B las componentes de variangd, con
,03,0 JZH B A esto tenemod/ comoy :AO(QU)T, y
=1,02+021,03,0J,+023,01,073, remplazandoa®, 8° obtenemos la ma-

triz de varianzas y covarianzas para mo-

Para predecir el valor promedio utilizamos delos balanceados con n vias de clasifi-
el mejor predictor lineal insesgado: cacion.

BLUP (xB) = DZTV'l( y—(x( VYT kv »
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