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Resumen

Recientemente (Barile, 2006) se report6 un método combinatorio para identificar ciertos generadores de
los ideales de Ferrers. Se observa que su procedimiento se puede implementar en un computador con un
sistema algebraico computacional. En este reporte se presenta la implementacién en CoCoA de un
programa que permite calcular generadores para este tipo de ideales, implicando el cémputo inmediato
del rango aritmético del ideal. También se presenta una extensién de estos resultados para ideales asocia-
dos a la diferencia de tablas de Ferrers.

Palabras clave ideal, tabla de Ferrers, radical, generadores, rango aritmético, diferencia de tablas de
Ferrers.

Abstract

Recently (Barile, 2006) it was reported a combinatorial method for identifying generators of Ferrers
ideals. This process can be implemented in a computer using an algebraic computer system. This paper
shows how to do that using CoCoA. In this way, we can compute the arithmetic rank for a Ferrers ideal.
We also present an extension of these results for generators of ideals associated to skew tableaux.

Key words: ideal, Ferrers tableaux, radical, generators, arithmetic rank, skew tableaux.

3 en la teoria combinatoria de representacio-
INTRODUCCION nes de grupos de simetria, geometria
SeaRr=Kx....x] el anillo de polinomios so- combinatoria, variedades de Schubert, etc.
bre un campd de caracteristica 0. Por el Usualmente se identifican las tablas de
teorema de la base de Hilbert sabemos quEerrers por la forma de la particion que las
cualquier ideal deR es finitamente gene- determina.

rado, es decir, existen,..s,0r, tal que,
1=(fyf) Una particion es una sucesién no creciente

de enteros positivog 2A,2 ...2 A, >0, la cual
Por otra parte, las tablas de Ferrers son eles€ grafica por medio de un arreglo de cajas
mentos combinatorios de gran importanciadlineadas a la izquierda en donde la fila
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tiene 4, cajas. De esta forma, la particion
G=(4221 se identifica con la tabla que se
muestra en la figura 1.

Recordemos que el radical de un idéal
esté definido como el ideal

ﬁ:{fDR:f”DI, para algin mz*}

En (Barile, 2006) se usa un resultado de
(Schmitt, Vogel, 1979) véase lema 5, mas
adelante, para demostrar qi€) satisface

1(G) = <r1,...,ry> ,

Ficura 1. Tabla de Ferrers asociada a la particion

(4,2,2,1)

Una caja de la tabla se identifica por la fila

y columna en la cual se encuentra. La caja T

sombreaba en la figura 1 es la (3,2).

El ideal de Ferrer§G) asociado a una tabla
G es generado por los monomirgy, tal
que (p.9)0G, (Barile, 2006).

Ejemplo 1. SeaG=(4,2,2,1). Entonces

1(G)= <x1ylvxl,y27x1y3’x1y4’x2y'1’x2y'2vx3y11x3y2’x4y'1>

Con la ayuda de algun sistema algebraic
computacional como CoCoA, Macaulay o

Singular, podemos hacer algunos calculos

donde,u=max{A +i-1, y la forma cerrada de
los elementos esta dada por las sumas

DERES
X, 3, 0L (GT pHg=i+l . (1)

Con esta forma cerrada de los generadores
del radical, es evidente la necesidad de pro-
gramar estas funciones y verificar su efecti-
vidad. Antes de ver la programacion veamos
otras conclusiones que se pueden obtener
de este resultado. En (Barile, 2006) se prue-
ba que el rango aritmético d@) denota-

do porara I(G) es u=ma{) +i-1}, en donde,
recordemos que el rango aritmético de un
ideal | es dado como el menor entero s tal

VI ={(firr 1)

Qque

para ver algunas propiedades de estos idea-

les. Por ejemplo, con CoCoA verificamos
que el ideal del ejemplo anterior es radical:

Use Q[x[1..10],y[1..10]];— anillo d
polinomios en las variables x[1],..., X[10]

y[1],..., Y[10]

D

y
IG:=ldeal(x[1]y[1],x[1]y[2],x[1]y[3],x[1]
y[4],x[2]y[1],x[2]y[2]

X[3]y[11,x[31y[2],x[4]y[1]);—definicidn
del ideal de Ferrer asociado a (4,2,2,1)

R:=Radical(IG);,—computo del radical de I(

R=IG;—uverificacion I(G) es ideal radica

TRUE

Una aplicacion de esta férmula es el cém-
puto inmediato de la dimensién de
cohomologia local dé, lo mismo que la
dimension proyectiva del ide&l Para al-
gunos detalles, véase (Corso y Naguel,
2006).

Ejemplo 2. Para la particion G = (4,2,2,1)
su rango aritmético es

ARA1([4,2,2,1]);

4

Por tanto, debemos calcular los cuatro ge-
neradores,,...,r, como se definieron en la
ecuacion (1):
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ARA4([4,2,2,1));

([1]y[1], x[2]y[1] + x[1]y[2], x[3]y[1]
+ x[2]y[2] + x[1]y[3], x[4]y[1] +
x[3]y[2] + x[1]y[4]]

De esta forma obtenemos que= x,y;, /

Ty =XV, ¥ X501, T=X Yo XY, HX Y r,
F=XY XY, + XY,

En la siguiente secuencia de comandos se
verifica la relacion Ficura 2. Diagonales ascendentes en el diagrama

de la tabla asociada a la particion (4,2,2,1).
1(G) :J<r1,...,r4> _ _
generadores del ideal de Ferrers lo mismo
que la dimension del rango aritmético del

nerado por los,

T:=Radical(W);—ideal radical de las

es [4,2,2,1]
|I=T;—verificaciéon
TRUE

W:=ldeal(ARA4([4,2,2,1]));—ideal gef

1:=ARA2([4,2,2,1]);—ideal I(G) donde G

ideal.

Las funciones implementadas tienen como
argumento de entrada la partici@hasocia-
da al ideal de Ferrers. La funcidiRAL(G)
calcula la dimension aritmética calculando
p=max{A +i-1}, en dondeG=(a,..A).
ARAZ2(P) calcula el ideal de Ferrers asocia-

do aG, para luego compararlo con el radical
del ideal que se obtiene ARA4(G), el cual

es generado por los elementos descritos en
la ecuacion (1)ARA3(G) es una funcién
adicional que se usa en la descomposicion

La interpretacion combinatoria para la ge-primaria del(G) y que para este caso no tiene
neracion de los elementoses la siguiente. mayor trascendencia.

Observe el diagrama de la particién y tome

las “diagonales ascendentes” de éste y obpgicionalmente, cabe destacar que con el

serve que los elementosestan dados por ;5o de este programa se encontré un pe-

la suma de los monomios Correspondiente%ueﬁ0 error en el Gltimo generador del ra-

allas cajas del diagrama en cada una de 13$ica| del ejemplo 1, en (Barile 2006), el

diagonales. cual le fue reportado a su autora, corrigién-
dolo en su siguiente version arXiv:math.

El programa que se presenta es realizad@c/0606353 v2 de junio 30 2006.

en CoCoA, sistema en el cual ya se han

implementado otros programas para CalCUeneradores para ideales asociados a

lo combinatorio de permutaciones, parti- jiferencias de tablas de Ferrers

ciones, representaciones de grupos de

simetria y polinomios en varias variables. Teniendo el resultado anterior para tablas

El programa principal consta de cuatro fun-de Ferrers, una pregunta natural se tiene para

ciones, las cuales combinadas proveen logliferencias de tablas de Ferrers.

Descripcion combinatoria de los
generadores
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Recordando que si’‘GG son dos tablas 2. La cardinalidad d&, es 1,
de Ferrers dondg, < A, la tabla diferencia
GI/G’ (skew tablealse obtiene de la tabla
de G al suprimirle las cajas d&” .

Sipy p” son elementos distintos de
P ,1<i’<r, existei’, 1<i'<i, y un ele-
mento enP; que divide app’,

Ejemplo 3. Si G=(10,9,9,5,5,5,4,4,2,2) entonces, [r)=(4..¢) en donde,
y G'=(9,6,6,5,5,2,2,2) entonces la tabla di- ¢, = ;p““’) ye(r) 21y son enteros arbitra-
ferencia tiene la forma que se muestra en la,

figura 3. ros.

Para diferencia de tablas, cambiamos la for-
ma de los conjuntdd: en vez de ser diago-
nales “ascendentes” como en (Barile,
2006), utilizaremos diagonales con diferen-
cias constantes. De esta forma las cgjap

y (p’,q’) estan en la misma diagonalpsg =
p-q.

. _Ejemplo 6. Si G=(10,9,9,5,5,5,4,4,2,2) y
Ficura 3. Las cajas marcadas forman la tabla dI-G':(g 6,6,5,5,2,2,2) entonces las diagona-
ferenciaG/G les con diferencias constantes se muestran

o o en la siguiente figura,
En forma similar a como se definié el ideal

1(G) se defind(G/G") como el ideal genera-
do por los monomiosx,y, en donde

(p,)0GIG".

N

Ejemplo 4. ParaG=(10,9,9,5,5,5,4,4,2,2)
y G'=(9,6,6,5,5,2,2,2) y el ide§(G/G") esta \

generado por los monomios , | TTITE
3% i Tx L'} )

X1Y10X2Y 71 X2Y 61 XY 91 X3Y 7 XY g1 X5Y 91 X6Y 5 Ficura 4. Diagonales en la tabla dadas por dife-
X6y4’X6y5’X7y3’X7y4’X8y3’X8y4’X9y1’X9y2’XlOyl’ rencias constantes
XlOyZ

. . .y las enumeraremos de abajo hacia arriba.
Para el proximo resultado se necesita el six

. - De esta forma la primera es la que tiene la
guiente resultado d.e (Schimitt y Vogell, diferencia constante mas grande.
1979) usado en (Barile, 2006) y que se sir-
ve para establecer un resultado similar al ) ) o
de la ecuacion (1) para los generadores def ={xon}, la diferencia de los subindices
ideal I(G/G"). es 9

. . P, =10 x0),f, la diferencia de los subindi-
Lema 5. SeaRun anillo conmutativo yP = nore}

un conjunto finito de elementos & Sean ceses 8
P,.....R subconjuntos d& tales que: P,={x,y,}, la diferencia de los subindices
" es7

1. B:P
i=1

i
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Note que no hay cajas en el diagrama corObserve qud=I(G/G") es ideal monomial
diferencia de subindices igual a 6. libre de cuadrados, es decir, es un ideal ge-
nerado por producto de variables distintas
P, ={xy,}, la diferencia de los subindices dos a dos, entonces, es un ideal monomial
es 5 radical, es deciry =./7, (Barile 2005), por
tanto, en el teorema anterior se tiene que

dices es 4

. . De nuevo, usando CoCoA podemos ver un
(_:ontlnuando de esta forma, finalmente Seejemplo conG,G’ definidas como en el
tiene, ejemplo 3,4y 6

Py ={xy,}, la diferencia de subindices es -9. I-=deal((11y[10], X[2Iy[7]. [2Iy[E].

. : o x[2]y[9], x[3]y[7], x[3]y[8], x[3]y[9].
Es mmeqllgto verificar que se cumplen con x[6]y[3], x[6ly[4], x[6]y[5], X[71y[3],
las condiciones del lema 5. En efecto: x[71y[4], x[81y[3], x[8]y[4], x[9]y[1],
X[9]y[2], x[10]y[1],x[10]y[2]);—ideal de
1. Claramente estas diagonales cubren elfFerrer asociado a G/G’

diagrama de la tabl&/G".

2. Observe también que &,q)y (p’,q") | T:=Ideal(x[10]y[1],x[9]y[1]+X[10]y[2],x
estan erG/G’ y X,Yq %Yy OP para al- | [91Y [2].x[8]y[3].X[7]y[3]+x[8]y[4],x[6]y
glni, entoncep-g=p’-q'=k. Podemos | [3]+x[7]y[4],x[6]y[4],x[6]y[5],x[3]y
suponer quep<p y g<q’. Entonces la | [7],x[2]y[7]+x[3]y[8],x[2]y[8]+X[3]
caja con indicdp”,q) esta erG/G". De | Y[9].x[2]y[9],x[1]y[10]);—ideal genera-
otra forma, )\'p' > g, pero como do por los elementos de las sumas de
X,22',>q, entonces la cajép,q)0G/ diagonales con diferencia constante

as

G’, lo cual es imposible.
I=Radical(l);—verificacién que | es ideal

3. Por otra partey,y, 0P, para algarj<i, radical

por la forma como se han enumeradog
las diagonales y, y, divide axy.x.y. . TRUE
. o I=Radical(T);—uverificacion del teorempa
Por tanto, se tiene el siguiente teorema cuya
demostracion se deriva de las observaciof TRUE
nes anteriores.

Finalmente cabe mencionar que aun que-

dan algunas preguntas abiertas en la carac-

terizacion de los ideales de Ferrers asociados

a diferencias de tablas. Por ejemplo, deter-

1. ara(l) esta acotado superiormente porminar la descomposicion primaria de estos
el nimero de diagonales con diferen-ideales y su relacién combinatoria con las
cia constante contenidas &iG’. cajas de los diagramas de Ferrers.

Teorema 7.Seal(G/G") el ideal de Ferrers
asociado a la tabl&/G". Entonces:

CONCLUSIONES
2. J1={(¢y...q,), donde r es el nimero

de diagonales contenidas en G\Glos Propiedades combinatorias ayudan a deter-
g tienen la forma del lema 5. minar propiedades algebraicas para idea-
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les asociados a elementos combinatoriosBariLe M. A note on the edge ideals of Ferres
En particular, en este trabajo se generali-  graphs. arXivimath.AC/0606353 v2,

zan los resultados recientes de (Barile, 2006.

2006) para ideales de Ferrers, extendién-

dolos a ideales asociados a la diferencia d&ARILE M. Comunicacién personal, junio

tablas de Ferrers. 29, 2006.

CoCoATeam, CoCoA, a system for doing
Computations in Commutative Alge-
bra. Available at http://cocoa.dima.
unige.it.

Adicionalmente, con el programa CoCoA
y las funciones implementadas en él, se ve-
rificaron los resultados de (Barile, 2006) y
se ha obtenido un conjunto de funciones
que ayudar_1 a’c_alcular computaC|onaImenteCORSO A., NaceL U. Monomial and toric
el rango aritmético de un ideal de Ferrers y - .

. ideals associated to Ferrers graphs
los generadores de los ideales de de Ferrers. .

Preprint, 2006.
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