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RESUMEN

La representacién de grupos de simetria es uno de los temas en 4lgebra abstracta con mds aplicaciones en la
actualidad. El andlisis espectral en disefio de experimentos, el disefio de redes de comunicacion, la teoria de

cédigos, son algunos de los campos en donde esta teorfa encuentra aplicacién. A pesar de su utilidad, no siempre
se encuentra a disposicién del profesor y del estudiante una herramienta did4ctica que le permita hacer ejemplos,
cémputos y comprobaciones de los enunciados tedricos y se tiene que conformar con los ejemplos triviales que no
le permiten ver realmente el grado de profundidad del concepto ni la complejidad del cdlculo. El propésito de la
siguiente nota es presentar un programa computacional para el sistema computacional CoCoA y en particular,
ciertas rutinas que permiten calcular las representaciones irreducibles de los grupos de simetria en forma matricial,
cuyas matrices tienen sus entradas enteras.
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ABSTRACT

Representations of the symmetric group is one of the most fertile topics in abstract algebra today. Spectral analysis
for experimental design, communication network design, coding theory, are among the fields of application for
this theory. Despite this concept is very useful, it is hard to find a didactic tool that allow to professors and
students to perform new examples, computations and verifications of the theoretical statements, limiting the
number of examples to the trivial ones, that do not reach neither the depth of the concept nor the complexity of the
computation. Our aim with this paper is to present a computer program running on the CoCoA system, for computing
irreducible representation matrices of the symmetric group with entries on the integers.
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INTRODUCCION sabemos que GL(V) = GL{(n,C) el grupo de
matrices invertibles de orden n x n.

Sea C el cuerpo de los niimeros complejos, V

un espacio vectorial complejo de dimensién  Asociamos a cada representacién p de G una

ny G un grupo finito. Una representacionde  accién de G sobre el espacio vectorial V as:

G en V es un homomorfismo de grupos

GxV->V
p: G- GL(V).

Es decir, p(kh) = p(k) p(h) paratodos i, ke G (&)~ p(g)v)

y GL(V) es el grupo de isomorfismos lineales

de V. La dimensi6n de Vse llama el gradode 1o cual convierte a V en un G -espacio y ex-
la representacién. Dotando a V de una base,  tendiéndolalinealmente, V se convierte en un
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CG - médulo, donde CG es el dlgebra del gru-
po definida como

CG:{ZaGd:acé C}
ceG

Reciprocamente, cada CG -médulo Vinduce
una representacién compleja de G en V. Por
lo tanto, para determinar una representacién
de un grupo G en un espacio V es suficiente
determinar una accién de G sobre los elemen-
tos de una base de V o lo que es lo mismo,
hallar las matrices asociadas a dicha accién.

Sobre el cuerpo de los complejos, las repre-
sentaciones de un grupo finito se dividen en
reducibles e irreducibles. Se sabe ademis que
toda representacion se puede expresar como
suma directa de representaciones irreducibles
y ademds si G es conmutativo sus representa-
ciones irreducibles son de grado 1.

Una representacién p de G en V se dice
irreducible, si dado W un subespacio de V tal
que

pENW)cW Vge G,

entonces W =06 W =V. Es decir, como CG ~
médulo Ves simple.

Ejemplo 1. Tomemos el grupo ciclico Z, con
generador 1. Definamos

p:Z,— GLZ0)
por medio de
0 1
p(1)=
-1 0

Esta representacién de Z, es reducible sobre
los complejos. Observe que

por lo tanto, el subespacio generado por el
vector (1,i) es invariante y r es reducible.

Representaciones del grupo simétrico
Sea S_ el grupo simétrico sobre n elementos.
Este grupo consiste de todas las biyecciones
sobre un conjunto con n elementos. Sin pér-
dida de generalidad, podemos tomar ese con-
junto como {1,....,n}. La operacién en S, serd
la composicion usual de funciones.
El orden de S es n! 'y sus elementos se pue-
den escribir de diversas formas como lo ilus-
tra el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2. El elemento que envia

1-3

22

3—4

41

se puede también expresar como

o por los ciclos
(1.3.4)(2) = (1,3,4)
o en notacién de una linea

[3 ,2’4’ 1]'
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Todo elemento de S, se puede escribir como
producto de ciclos disyuntos, por ejemplo,
(2,4,3)(5,7)(1,6). Dos elementos ¢, Ben S, son
conjugados si'y solamente si existe ye S tal
que o = v by. Es fécil verificar que dos ele-
mentos en S, son conjugados si y solamente
si su descomposicién ciclica es la misma. Asi
por ejemplo, en §, (2,4,3)(5,1)(1,6) y
(3,4,5)(1,7)(2,6) son conjugados pues tienen
el tipo (3, 22), un ciclo de longitud 3 y dos de
longitud 2.

Se sabe que el ndmero de representaciones
irreducibles de un grupo finito es igual al ni-
mero de clases conjugadas en este grupo. En
particular, en S, como cada clase conjugada
estd determinada por el tipo de la descompo-
sicién ciclica de sus elementos, el cual deter-
mina una particién de n, entonces, el nimero
de representaciones irreducibles de este gru-
po es igual al ndmero de particiones de n.

Recuerde que una particién es una sucesién
finita ‘

P=p,...0,)
ok
conPIZpZZ...Zpk>Oyi§p,.=n.

Asociada a cada particién p = (p,,...,p,) se tie-
ne un diagrama de Ferre, que es un arreglo
de cajas en donde la fila i contiene p, cajas
alineadas a izquierda.

Ejemplo 3: La particién (4,2,1) de 7 tiene
como diagrama asociado

Enumerando las entradas de un diagrama de
Ferre con niimeros, obtenemos una tabla. Si
la tabla se obtiene llenando las entradas con
niimeros del conjunto {1,...,n} sin repeticio-

nes e incrementando las entradas de izquier-
da a derecha y de arriba hacia abajo, obtene-
mos una tabla estdndar.

Ejemplo 4: Una de las tablas estdndar aso-
ciada a la particidn (4,2,1) es

3 6] 7]

El niimero de tablas estdndar asociadas a una
particién, serd el grado de la representacién
irreducible asociada a esa particién. Por lo
tanto, es conveniente determinar ese mimero,
para saber la dimension de las matrices que
estamos buscando. El nimero de tablas
estdndar se puede calcular por la férmula de
Frame-Robinson-Thrall o por la férmula del
determinante.

La férmula del determinante [Sagan, 2001],
establece que el nimero de tablas estdndar
asociadas a una particién p = (p,,...,p,) estd
dado por el valor del determinante k x &

1

donde '/, = 0 si r < 0. En nuestro ejemplo 2
tendriamos que

!/4! 1/5- 1/6!
fRv=70 |y oy, Y =35
i y Y

En resumen tenemos que las representacio-
nes irreducibles de S, son equivalentes a CS,
-médulos simples. Estos estdn en correspon-
dencia biunfvoca con las particiones de 2 y
sus dimensiones son iguales al niimero de ta-
blas estdndar asociadas a esa particién, las
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cuales se calculan por las férmulas de Frame-
Robinson-Thrall o por la férmula del deter-
minante.

Dichas dimensiones son ficilmente calcula-
bles usando algunas de las rutinas que hemos
programado en varios de nuestros paquetes
para el grupo simétrico, [Duque, et al., 2001],
hechos en CoCoA. A manera de ejemplo, in-
cluimos el cdlculo anterior de la dimensién
de la representacién irreducible asociada a la
particién (4,2,1) con nuestro programa, inclu-
yendo el tiempo de ejecucién del comando.

DimYoungTabla([4,2,11);
35

Time DimYoungTabla([4,2,1]);
35
Cpu time = 0.00, User time =0

CS_ -médulos irreducibles

Como se ha visto, éstos médulos son equiva-
lentes a las representaciones irreducibles de
Sy para el computo de las matrices necesita-
mos dotarlos de una base. Los médulos que
se van a construir son submédulos del anillo
de polinomios Z [x,,....x,]. El siguiente con-
junto de polinomios fue inicialmente dado por
Specht, quien demostré que en efecto este con-
junto forma una Z -base para los mdédulos
irreducibles de §,.

Definimos el producto de diferencias de una
sucesion (a, ,...,a) como el producto

L1 (g, —a)sin>1
Ala,,...,a,) ={1<iv=n ! )
1 sin=1.

Ademds tenemos una accién natural de S, so-
bre el anillo de polinomios Z[x,,....x )] dada
por

c. f(xl,...,xn) =f(xa(l),...,xa(n)).

Ahora bien, si T es una tabla definimos el
polinomio de Specht de T como el producto
de los productos de diferencias de las suce-
siones formadas por las columnas de T en
donde se remplaza el entero positivo p por la
indeterminada x,

Ejemplo 5: Si T'es la tabla

67|

entonces su polinomio de Specht serd:
Jr G ppeenxy) = (=200, = x ) (0, ~x)(x, ~x,)-

Sea p una particién de n. El conjunto de
polinomios

B = {f,. T es una tabla estdndar de p}
es una Z -base para el médulo simple de Specht
[Peel, 1975] denotado por SPasociado a la par-
ticién p. '
Sea entonces p una particién filadeny oe

S . Sea f7,~l € B* entonces, O . fy e §° y por lo
tanto,

O’.ijz Zai,-fr,.’ a,€Z()
Ten?
De esta forma lo que buscamos es la matriz
M7 (0)=(a) Voe S,

que representa la accion de o € S, sobre el
médulo generado por dicha base.

El programa
El programa que se ha desarrollado para el

cémputo de estas matrices realiza las siguien-
tes funciones:
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1. Cémputo de las tablas estdndar para la par-
ticién p de un entero n, haciendo uso del
algoritmo de inserci6n por filas. Esta ruti-
na estd inicialmente implementada en
nuestro programa rep.pkg [Duque, et al.,
2001].

2. El conjunto de polinomios de Specht aso-
ciados a la particién p para formar la base
Br.

3. Calcular la solucién de la ecuacién (I) para
todo elemento de B’ y formar la matriz
buscada para cualquier elemento de o €
S.

Veamos el siguiente ejemplo, el cual es fécil

de seguir sin computador:

Ejemplo 6: Sean=3,p=(2,1)y o= (1,2).
Las tablas estandar asociadas a p = (2,1) son

y por lo tanto los polinomios de Specht son:
fi=G-x)
L=E-x)
La accién de o sobre esta base es:
o-f,=0,-x)=f
o f,=0,—x)=f~f

luego la matriz asociada a dicha particién para
el elemento (1,2) es:

-1 -1
Me(1,2) =

Dicho célculo puede ser realizado con nues-
tro programa simplemente especificando la
particidn p, el elemento ode S, que desea y el
entero n del cual p es particion.

Las siguientes son las instrucciones para cal-
cular la matriz anterior haciendo uso de nues-
tro programa:

Use Q[x[1..31];
Ent.Entera([2,1],[2,1,31,3);
Mat[

[“11 ‘1]1

[0,1]
]

Ejemplo 7: Un célculo un poco més compli-
cado serfa demasiado largo para hacerlo a
mano. Por ejemplo, el célculo de la matriz
asociada a la particién (2,2,2) para el elemen-
to (1,4,2,5)(3.,6) € S,. Con el programa que
presentamos dicho c6mputo lo obtenemos asf:

Use Q[x[1..6]];
Ent.Entera([2,2,2],[4,5,6,2,1,31,6);
Mat[

[-1,-1,0,-1,-1],

[0,0,0,1,01,

[0,-1,0,-1,0],

[0,0,0,-1,-13,

[0,1,1,1,1]

Note que las permutaciones se escriben en una
linea.

Especificaciones del programa y de CoCoA

CoCoA es un sistemna algebraico computacio-
nal para hacer cdlculos en dlgebra conmutati-
va. Informacién adicional se puede obtener

directamente en http://cocoa.dima.unige.it.

Una de las herramientas en dlgebra conmuta-
tiva que posee CoCoA es el célculo de Syzy-
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gies. La funcién principal Entera de nuestro
prograrma hace uso de esta funcién para solu-
cionar la ecuacién (I), que bdsicamente es lo
que se desea calcular. Brevemente describi-
mos lo que es un syzygy.

Si R es un anillo, M un R -médulo y {f,....f, }
C M, entonces Syz{f,...f,} < R*es el R -mé-
dulo de todas las parejas (g,....g,) € Rtal que

g}f]+g2f2+...+g,ﬁ=0

Por lo tanto, nuestro problema se reduce a
computar un elemento (g ....g,,,) € R*! del

Syz{ oy} (D)

Donde k es el niimero de elementos de la base
Br.

Podemos tomar R = Z [x,,...,x ] = M pero por
lo probado por Specht, podrfamos tomar R =
ZyM < Z|x,...x] paratodo o € S,y para
todo f € Br. Sin embargo, CoCoA puede pre-
sentar’ problemas al hacer cémputos en un
anillo de polinomios cuyos coeficientes no
estén en un cuerpo. Por lo tanto, trabajamos
en R = Q[x,,....x ] . Observe que la solucién
de (II) no necesariamente es linica en este ani-
llo, pero si va a tener una dnica soluc1on (sal-
vo muiiltiplos) en Z*'.

Ejemplo 8: Consideremos la particién (2,2,2)
de 6. Sabemos que hay 5 tablas estindar de
esta forma:

DimYoungTabla([2,2,2]);
5

que son

U:=Sym.Ordta2(6);

U[8]L;

[l[1, 41, [2, 51, [3, 611, [[1, 31, [2, 51, [4,
611, [[1, 21,3, 51, [4, 611, [[1, 31, [2, 41, [5,
611, [[1, 21, [3, 4], [5, 6111

El niimero 8 se debe a que las particiones es-
tan ordenadas de mayor a menor segtin el or-
den lexicogréfico [Sagan, 2001] y de esta for-
ma (2,2,2) es la octava de ellas. El resultado
obtenido son las 5 tablas estandar. En particu-
lar la primera de ellas es

[[1, 4], [2, 5], [3, 6]] que tiene como diagra-
ma de Ferre

1 4
5
3 6

Los polinomios de Specht asociados a estas
tablas, los cuales son una base para el médulo
irreducible de Specht §®2? asociado a esta
particién son:

Spe.Specht([2,2,2],6);

[[[x[5] - x[6], 11, [x{4] - x[5], 11, [x[4] -
x[6], 11, [x[2] - x[3], 1], [x[1] - x[2], 1],
[x[1] - x[3], 111, [[x[5] - x[6], 11, [x[3] -
x[5], 11, [x[3] - x[6], 1], [x[2] - x[4], 1],
[x[1] - x[4], 1], [x[1] - x[2], 11], [[x[5] -
x[6], 1], [x[3] - x[4], 1], [x[2] - x[6], 1],
[x[2] - x[5], 11, [x[1] - x[4], 1], [x[1] -
x[3], 11}, [[x[4] - x[6], 1], [x[3] - x[4],
1], [x[3] - x[6], 1], [x[2] - x[5], 11, [x[1]
- x[3], 11, [x[11 - x[2], 111, [[x[4] - x[6],
1], [x[3] - x[5], 11, [x[2] - x[6], 11, [x[2]
- x[4], 1], [x[1] - x[3], 1], [x[1] - x[5],
1

De estos polinomios vamos a tomar el prime-
ro de ellos que es precisamente el que corres-
ponde a la tabla que acabamos de dibujar y lo
llamaremos U[1]:

U:=Spe.Specht([2,2,21,6);

U1}

[[x[5] - x[6], 11, [x[4] - x[51, 1], [x[4] -
x[6], 11, [x[2] - x[31, 1], [x[1] - x[2], 1],
[x[1]-x[31, 111
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Observe que el polinomio se encuentra
factorizado y el factor, por ejemplo

[x[5] - x[6], 1]

significa que (x[5] - x[6]) es un factor con
multiplicidad 1.

Consideremos ahora la permutacién
[4,5,6,2,1,3] de S, y hagamos actuar esta
permutacion sobre el polinomio dado:

Factor(Pol. Accién(U[11,[4,5,6,2,1,31);
[[xI51 - x[6], 1], [x[4] - x[5], 1], [x[4] -
x[6], 11, [x[2] - x[3], 1], [x[1] - x[2], 1],
[x(11-x[3], 1}, [-1, 1]]

Comparando este iiltimo polinomio con U[1],
vemos que su tinica diferencia es el término
[-1, 1]. Entonces,

o Ull] =-U[1]

y ésta es la explicacidn de la entrada (1,1) en
1a matriz del ejemplo 7 para la representacion
asociada a la particién [2,2,2] del elemento o
=[4,5,6,2,1,3] lacual es exactamente —1.

CONCLUSIONES

El programa entera.pkg permite calcular las
matrices de las representaciones irreducibles
de los grupos de simetria S,. Para cada parti-
cién A de ny paracada o € S calcula la ma-
triz de la representacidn natural asociada a la
accion de S, sobre el médulo de Specht. Estas
matrices tienen sus entradas en los niimeros
enteros. A diferencia del anterior programa
presentado para la representacion seminormal
de Young [Duque, ef al., 2001], este progra-
ma permite calcular upa por una dichas ma-
trices para todos los elementos de S .

La herramienta principal del programa es el
cémputo de syzygy con CoCoA. Una vez cal-
culado el syzygy, hallamos un conjunto
minimal de generadores para los médulos de

Specht y seleccionamos el que pertenezca a
Z¥!. De esta forma la construcci6n de las ma-
trices de esta representacién es mds algebraica,
mientras que las matrices en la representacién
seminormal [Duque, et al., 2001], es totalmen-
te combinatoria y radica en la definicién de la
distancia axial en las tablas estdndar.

El programa entera.pkg cuenta ademds con
funciones de ayuda que le ofrecen informa-
cién sobre las rutinas y capacidades del
programa al usuario. Dicho programa, sus
componentes y otros paquetes para hacer
computos sobre grupos de simetria, sus re-
presentaciones y caracteres estdn disponi-
bles para los interesados y se pueden solici-
tar a fernando.novoa@javeriana.edu.co.
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