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RESUMEN

El polinomio de Schubert asociado a una permutagiées codificado por medio de la informacion
contenida en ciertos grafos rc. Presentamos un programa para el computo de los polinomios de Schubert
por medio de movimientos definidos sobre estos grafos.

Palabras clave:polinomio de Schubert, grafo rc, permutacién.
ABSTRACT

The Schubert polynomial associated to a permutatids encoded by some rc graphs. We develop a
computer program for computing Schubert polynomials using the moves on these graphs.

Key words: Schubert polynomial, rc graph, permutation.

INTRODUCCION dio de estos grafos rc y movimientos en
ellos, Billey y Bergeron encontraron un
Los polinomios de Schubert son los re- hrocedimiento para generar los polinomios
presentantes las clases de cohomologige Schubert. Es de notar que por lo menos
de lasvariedades bandera y ademas, toduyiste otra media docena de distintos pro-

polinomio de Schur es un polinomio de cedimientos combinatorios y algebraicos
Schubert. Por esto son herramientas Utileara generar estos polinomios.

en diversos campos del algebra, geometria,

combinatoria y topologia. La idea central en el caso de los grafos rc es

) _ ~_la siguiente. Dada una permutaciénsu
Los polinomios de Schubert fueron defini- polinomio de Schubert asociado es

dos en 1982 por Lascoux y Schilzenberger,

mediante operadores de diferencias dividi-

das. Posteriormente se han obtenido otrod3,(%) = G,(%....x)= X" + otros monomios
meétodos para hallar estos polinomios y

principalmente métodos combinatorios,

qgue hacen explicitas ciertas propiedades ddondel®) =(I...l,)es el cédigo de
estos polinomios. Uno de estos métodos.ehmer dew y x™ = x/v...x" su monomio
combinatorios son los grafos rc definidos asociado, el cual esta dado por un grafo rc
inicialmente por Fomin y Kirillov. Por me- “inicial”, y los otros monomios se obtie-
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nen de este grafo por medio de movimien-Una sucesién compatiblpara la secuencia

tos “permitidos”. a:(al,...,e}) es una sucesion no decreciente
de enteros positivos=(a,,....a;) tales que

Inicialmente recordamos algunas definicio- se satisfacen las siguientes propiedades:

nes y propiedades basicas presentando pos-

teriormente los grafos rc y el programa enl. a <..< a.

CoCoA que calcula el polinomio y los 2. a < ... a para todal<i < n.

grafos rc asociados. 3. Sia <a, entoncesr < a..

SeaR:Z[xi,...,xn] el anillo de polinomios Ejemplo 2. La secuencia (1,1,1,2,3) es una

enn variables con coeficientes eh Para secuencia compatible para la palapr_a
o - (3,2,1,2,3). Es més, en este caso es la Unica

1<i<n, definimos los operadores de di- ggcyencia compatible.

ferencias divididos, sobreR por medio de
Dadaa una palabra reducida dey a una
secuencia compatible de definimos su

. grafo como un subconjunto de [1,2,...] x
[1,2,...] tal que las entradas no nulas del

_ diagrama se hallan en las coordenadas

Algunas propiedades de este operador SON(a,,a,-a,+1) para kk<p=I(w).

2,(f)= f(xl,...,xn))(i—_f)f...,xﬂ,)g,_,_)

o 92=0. Ejemplo 3. Si a=(1,1,1,2,3)ya=(3,2,1,2,3)
entonces su grafo asociado tiene entradas
no nulas en las entradas (1,3), (1,2), (1,1),
e 00,=0;0 parali-j|> 1. (2,1), (3,1) y su grafo se puede representar
« 00,0 =0.,00., silsi<n- 1. por medio de la matriz

e 9,(f)=0 sif es simétrico erx,x,,.

Seaw( S, una permutacion. Denotamos por
I(w) su longitud, es decir, si escribimos
w=[w,...w,] (notacién de una linea) entonces

FIRLIH
oo or
o

o O O+

I(W)=i#{j>izwj<wi}

Note que el nimero de entradas no nulas es
Decimos que la sucesitm,(...,a) es una
P

igual al(w)=5. En general, swOs, y a,a
palabra reducidaparaw si w=s. s. ...s son palabra reducida dey sucesion com-
dondes=(j, j+1) y I(w)= %% %  patible dea respectivamente, entonces po-

=(, j+1) y I(w)=p. ] :

demos restringir el grafo al subconjunto de
3,1]. Entonces parejas(i, j):1<i+j <n, por cuantoa,+(a,-

' a,+1)=a,+1<n. En el ejemplo anterior se
tendra entonces el “grafo”

Ejemplo 1. Seaw=[4,2,
I(w)=5vy (3,2,1,2,3) es una palabra reduci-
da paraw por cuanto

w=ss$5 $=(34)(2,3)(12)(2,3)(3,4).

Es de anotar que estamos multiplicando de
derecha a izquierda.

O R Rk P
o O Bk
o
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Al remplazar las entradas no nulas delEjemplo 4. El monomio asociado al rc grafo

diagrama anterior por “cruces” de la figura 1, cuya matriz se calcul6 en el
ejemplo 3 seré&:

y los ceros por “codos™ ~si el 0 no esta .

en la diagona(i, j):i+j=n+ 1y / si el cero XXX

esta en la diagonal, obtenemos la represen-

tacion usual (Bergeron y Billey,1993) de POF cuanto hay tres 1 en la primera fila de la
los diagramas rc: matriz, o equivalentemente, tres cruces en

la primera fila del diagrama rc, un 1 en la
segunda fila y un 1 en la tercera fila. Vemos
ademés que dicho monomio esti dado por
— la secuencia compatible = (1,1,1,2,3)
(véase ejemplo 3) y por eso también se es-
cribe como

3. —
J Xl X2X3 =X a

Entre todos lo diagramas rc asociados a
Ficura 1 una permutacion el siguiente nos da una

informacion especial. Sea0S,. Para todo

La figura 1 representa el grafo de la. . . . S
L - A<i< LW ;

permutacionw = [4,2,3,1]. La interpreta- hi<i<n definimos m:#{] 17hW <W} €s

cién de estos diagramas es la siguiente. gjlecir, el nimero de descendentes a la dere-

enumeramos las columnas v las filas en I&£ha de la posicion
forma usual es decir, incrementando de iz-

quierda a derecha y de arriba hacia abajoP€finimos elgrafo inicial dew como el

vemos que el primer “hilo”, el que sale de 9rafo rcw,, cuyas entradas no nulas se ha-

la fila 1 termina en la columna, = 4, EI  llan en las posicioneg,c) para 0<<m.

segundo hilo, sale de la segunda fila y termi- »

na en la columnay, = 2, y asi sucesivamente. El€émplo 5. Para la permutaciom =
[4,2,3,1] tenemos que

En forma similar, si se tiene un diagrama rc

podemos saber la permutacivn palabra m=3m=m=1m=0
reducida y la secuencia compatible que le
corresponden. y por lo tanto las entradas no nulas del

diagrama son exactamente las del ejemplo
Ademas, asociado a cada grafo rc tenemo8 y asi el grafo de [4,2,3,1]es el de la
un monomio. Siy es un grafo rc, definimos figura 1.
su monomio asociado como

Ejemplo 6. Tomemosw = [1,3,4,2]. Entonces

m, =0,m, =m,=1,m, =0 luego su longitud

v — . 4= -
X' = X es 2. Su diagrama inicial tiene la forma
y(ij)=L
000 0
donde el producto corre sobre las entra: [13.43,=1 0 0
das no nulas del grafo (o de la matriz L
asociada). 0
FiGura 2
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y su monomio asociado &g,. Sus entra-

das no nulas se encuentran en las posicio- i+l PP+l
nes (2,1) y (3,1). Como sabemos que las 00 01
?ntradas nolr)lulas es;énl en las gosi(;ionesm filas1 1 m filas 11
a, a - a, +1) sumando las coordenada y . .

restando 1 obtenemos las porque cono- dels 1 1 del's 11
cemos losa,. Asi para a este diagrama le 11 11
corresponde la palabra reduc@laona, = 2 10 00

y a, =3.

A partir de este diagrama podemos enconEjemplo 6. Paraw = [1,3,4,2], de su grafo
trar las palabras reducidas y sus sucesiong§icial podemos hacer la siguiente sucesion
compatibles que aportaran monomios alde movimientos:
polinomio de Schubert.

00
0

0
0
0

O O
O R R

Bergeron y Billey (1993) han establecido (L343, =
que el polinomio de Schube@, asocia-
do aw se puede obtener de la siguiente
manera:

o P O
o R o o
i
© o o o

de los cuales obtenemos los monomios

Teorema Seawds, entonces el polinomio
de SchuberG, asociado av esta dado XXy XXy XX,

por .
respectivamente.

G, :a; ;X” Haciendo uso del progransthubert.pkg
e (Novoa, 2002) podemos calcular el

. polinomio de Schubert para la permutacion
dondeR(w) es el conjunto de palabras re-, _ [1,3,4,2];

ducidas dew y C(a) el conjunto de secuen-
cias compatibles da y x¢ el polinomio Schubert([1,3,4,2]);

asociado a. X[1]x[2] + X[1]X[3] + X[2]X[3]

Ademas ellos establecieron que los grafosy se comprueba qué, se puede obte-
rc que aparecen aportando en la férmulaher por medio de m(;vvimientos sucesi-

anterior se pueden generar por medio dg,,g sopre el grafo inicial y los grafos asf
movimientos sobre el grafo inicial de la jpianidos

permutacién. Los movimientos son llama-
dos movimientos escaleygero simplemen- Ejemplo 7. La rutina RCgrafow)) del pro-

te los llamaremos movimientos. gramarcgrafo.pkg que estamos presenta-

L - i de la siaui mos, realiza los computos anteriores y
0s movimientos se realizan de 1a siguieN-at4rna |os grafos rc asociados a una

te manera: si en el diagrama se tiene ungye . iacisnw. El siguiente es el resulta-
configuracion con dos columnas consecu-y, ¢on |a rutina RCGrafo, desarrollada en

tivas y donde lasn > O filas contienen en- ¢ gistema algebraico computacional
tradas no nulas entonces se puede obtengf,-qa-

la configuracion
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CONCLUSIONES
RCGrafo([1,3,4,2]);
Las palabras reducidas para [1, 3, 4,|2] El programarcgrafo.pkg retorna el

son: polinomio de Schubert de una permutacion
por medio del cémputo explicito de los
2, 31 grafos rc asociados a la permutacion. El

programa retorna no soélo los grafos asocia-

Las secuencias compatibles con [2, d0s a la permutacion que estan asocia-

3]son dos alos monomios que aparecen en el
polinomio de Schubert, sino también

[[L, 2], [1, 3], [2, 3] retorna las palabras reducidas de la

permutacion y las sucesiones compatibles
con las palabras. De esta forma nos pro-

19
T

Los RC grafos de [1, 3, 4, 2] estan r

presentados por las matices porciona los elementos combinatorios
asociados a los polinomios de Schubert
[Mat] brindando una ayuda complementaria en
[0, 1, 0, 0], el entendimiento de propiedades de estos
[0, 1, 0, 0], polinomios. Adicionalmente, las rutinas del
[0, 0, 0, 0], programa rcgrafo.pkg se han adicionado a
[0, 0, 0, 0] las del programa schubert.pkg (Novoa,
], Mat] 2003) para formar un solo programa para el
[0, 1, 0, 0], computo de polinomios de Schuber, tanto
[0, 0, 0, 0], simples como dobles.
[1,0,0, 0],
[0, 0, 0, 0] El computo de los grafos rc es importante
], Mat[ no sélo por los polinomios de Schubert.
[0, 0, 0, 0], Estos grafos se usan ademas en la com-
[1, 0,0, 0], prension de otros procesos combinatorios
[1, 0,0, 0], asociados a la descomposicion de las va-
[0, 0, 0, 0] riedades bandera. En Knutson y Miller
1 (2001) se usan los grafos rc asociados a

una permutacionw, para obtener y expli-

car la descomposicion de las clases de
cohomologia de la variedad de Schubert

Finalmente usando las matrices anterioresX, @sociada av en una variedad bandera.
el programa calcula el polinomio de
Schubert, sumando los monomios asociallTERATURA CITADA

dos a cada uno de ellos.
BerceroNN and BLLey S. 1996 RC-graphs

SchuBilley([1,3,4,2]); and Schubert polynomial$reprint.

X[1Ix[2] + X[1]x[3] + X[2]x[3] KnuTtson A. and MLLar E. 2002.Grébner

geometry of Schubert polynomials

Observemos que el monomio asociado a Preprint arXivimath.AG/0110058 v2.

grafo inicial dew = [1,3,4,2] esxx,, y los
otros dos monomios se obtuvieron de 10S\janveL L. 2001. Symmetric functions,
movimientos escalera permitidos en ese Schubert polynomials and degeneracy
grafo inicial. loci. American Mathematical Society.
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