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RESUMEN

Tomando como ejemplo la vida y la obra de Euler se presenta la propuesta de una didactica euleriana,
ilustrando el principio basico de “aprender con los clasicos”.

Palabras clave:didactica euleriana, didactica para la formacién académica, el m&ado Euler, la
teoriaQ,

ABSTRACT

Taking, as an example, the life and work of Leonhard Euler, a proposal for Eulerian didactics is presented,
illustrating the basic principle of “learning with the classics”.

Key words: Eulerian didactics, didactics for the academic formation, Euler’'s “omega” method, the
“omega” theory.

INTRODUCCION vel superior, es la académica. Esta afirma-
cion no desconoce otras funciones impor-
tantes del sistema educativo como seria el

caso de la formacion ciudadana. Sin em-

Para responder a esta pregunta necesitam@gqo, todas las organizaciones humanas,
un referente tedrico que incluya como tipo gjrecta o indirectamente, desempefian fun-
o concepto, uno al cual haga referencia |&;jones de formacién o de deformacion ciu-

palabra didactica. En el presente trabajoqadana. La prensa, la radio, la television, el

utilizaremos la teoria que poco a poco h?'cine, el hogar, las organizaciones religiosas, las
mos venido construyendo en colaboraciongganizaciones politicas, el vetario, la ciu-
con varios colegas, entre ellos los del 9ru-dad, el ejército, las organizaciones depor-

po MU§A (ngDO,O!e investigagic’m €N tivas, etc., contribuyen todas, unos mas que
educacién matematica de la Universidadoyras, a la formacion o a la deformacion de

Sergio Arboleda) algunos de cuyos consti-|og ciudadanos; todas ellas ayudan a orga-

tuyentes basicos se resumen a continuanizar |as creencias y los comportamientos

cion: de las personas y como consecuencia edu-
can, en el mas amplio sentido de la pada

La funcién principal de las organizacionespara bien o para mal, conformandose de esta

educativas, desde el preescolar hasta el Niyyanera 1a denominada cultura popular.

¢ Existe una didactica euleriana?
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Cabe pues el interrogante sobre la especifiuna parte fundamental de esta labor explo-
cidad de las organizaciones escolares: ¢cudbdora, de los didactas de la matematica,
es su funcion particular?, ¢cual es la queconsiste en entender las actividades como
les da identidad? académicos y como seres humanos, de aque-
llos personajes consagrados como grandes
Las organizaciones escolares han sido creanatematicos para, por supuesto, aprender
das por las sociedades modernas y contende ellos como individuos y como académi-
poraneas con un doble propdsito explicitocos. Capturar, asimilar y adaptar la esencia
o implicito: El de formar buenos ciudada- de los métodos utilizados por estos gran-
nos y el de fortalecer el mundo académico.des educadores, es un logro didactico dig-
Sin embargo, estas organizaciones son laso de alcanzar.
escogidas por la sociedad para ofrecer con-
diciones favorables al trabajo académico.cQué nos puede ensefiar, por ejemplo, un
La escuela, el colegio, la universidad de-personaje como Pitagoras, en tanto que ser
ben brindar a sus estudiantes la oportunihiumano y académico? Muchas cosas, pues
dad de adquirir, en el caso de que lo deseerf;,0omo lo sefialo Bertran Russell (1872-1970)
muchos de los habitos que son indispensa«...n0 conozco un ser humano que haya
bles para desempefiarse como académicd€nido mayor influencia en los otros que
o profesionales, ademas de los que se rePitagoras» De manera similar es y ha sido
quieren para ser buenos ciudadanos. posible aprender muchas cosas positivas de
Euclides, Arquimedes, Galileo, Descartes,
Se desprende de lo anterior una primera grafuler, Luis Santalo, Julio Rey Pastor, Mi-
conclusion: debe existir una disciplina aca-guel de Guzman, Yu Takeuchi, Jairo Charris,
démica cuyo objeto de estudio sea precisaCarlo Federicci, y tantos otros que organi-
mente el trabajo académico: Esta es lazaron su vida para dedicarla a la investiga-
didactica para la formacién académica.cion y al desarrollo del conocimiento
Todas aquellas actividades académicas quelatematico.
se desarrollan alrededor del trabajo acadé-
mico, constituyen la didactica general paraSi existen didacticas pitagéricas y eule-
el trabajo académico. Las didacticas parti-fianas, pues los estilos y métodos que utili-
culares, como es el caso de la didactica dgaron estos grandes educadores en vida,
las matematicas, focalizan su atencién ersiguen inspirando a otros matematicos a
el trabajo académico de cada disciplina, asPtros académicos y por fortuna “a otros ciu-
pues, el topico central de la didactica dedadanos” aunque algunos de ellos no sean
las matematicas es el trabajo académico eRonscientes de esto.

matematicas. L
Este gran capitulo de la didactica puede

Los didactas de la matematica investigan )}Iam.aIrIS(ta, c.opr\no Iodhan suglgendcl),vgno? es-
utilizan los resultados de sus investigacio-peCla IStas. Aprender con 10s clasicos, en-

nes para apoyar el trabajo matematico dd'e ellos Niels H. Abel (1802-1829) quien

otros y, por supuesto, el de ellos mismos;aflrmo (Castro, 1988):

investigan acerca de como se construye el
conocimiento matematico, qué actividades
realizan los matematicos individualmente
y en grupo, qué son las teorias matemati-
cas, cudles son las diferencias entre taleﬁos invitamos pues a Seguir los Consejos
teorfas y otras modalidades narrativas comg@je otro gran matematico como Pierre Simén
los imaginarios y los mitos. de Laplace (1749-1827) (Castro, 1996):

“Si queremos hacer verdaderos progresos
en matematicas, debemos aprender de los
maestros y no de los alumnos”.
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“Leed a Euler, es el maestro de todos noso-  “Cuando publicaba una memoria sobre al-

tros”. gun asunto nuevo, exponia con sencillez el
camino que habia recorrido, haciendo ob-
VIDAY OBRA DE LEONHARD EULER servar sus dificultades y vericuetos, y luego

de hacer seguir a los lectores la marcha de
Leonhard Euler nacié en Basilea (Suiza) el  su espiritu durante los primeros ensayos, les
15 de abril de 1707. Su padre, un modesto ensefiaba como habia conseguido encontrar
pastor calvinista y a la vez matematico por el camino mas facil, lo que demuestra que
aficién, habia sido discipulo de Jacob  preferialainstruccion de sus discipulos ala
Bernoulli (1654-1705). Con el fin de estu-  satisfaccion que pudiera producirle el asom-
diar teologia Leonhard se inscribié en la  brodeellosy, creiano hacer bastante por la
Universidad de Basilea en 1720. Alli cono-  Ciencia si no agregaba a las verdades nue-
ci6 a Johann Bernoulli (1667-1748), uno vas con que la enriquecia, Iasinceraexposi-
de los mas destacados mateméticos del cion de las ideas que le habian conducido a
momento, quien pronto descubrié la ex-  SY descubrimiento’(Castro, 1996).
traordinaria capacidad de Euler para la
matematica y logré orientarlo hacia esta
ciencia.

Por invitacion de Nicolas y Daniel
Bernoulli, ingres6 a la Academia de San
Petersburgo en 1727 pero debido a los pro-
blemas financieros con los que contaba la
Academia, se retir6 y enlisté en la marina
rusa en donde estuvo hasta 1730, afio en el
cual se le concedi6 la catedra de fisica en
San Petersburgo.

Durante los 14 afios que permaneci6 alli
escribi6 mas de 100 articulos y su tratado
Mechanica(1736) obra de enorme impor-
tancia en fisica ya que en ella se presentan
por primera vez los conceptos de particula,
aceleracién de una particula que se despla-
za a lo largo de una curva, vector veloci-
dad y vector aceleracion. La importancia
de este libro no sélo radica en la introduc-
cién de estos conceptos, sino también en el
hecho de que aqui la mecéanica es expuesta
en forma totalmente analitica.

Johann Bernoulli (1667-1748)

En 1733, Daniel Bernoulli renuncié por
motivos de salud a la citedra de matemati-
En 1722 se gradué como bachiller y doscas y Euler fue llamado para remplazarlo.
afios después obtuvo el titulo de MaestroEn este mismo afio se cas6 con Catherine
En 1726 publicé su primer trabajo titula- Gsell; como fruto de esta union tuvieron
do: Constructio lincarum isochronarum in 13 hijos, cinco de los cuales murieron cuan-
medio quocunque resistenten esta me- do aln eran nifios.

moria empieza a perfilarse el estilo que

siempre lo acompafid, el cual se puede desEn esta primera estancia en San Petersburgo
cribir con la siguiente expresion de Nico- empezé a descollar por su sorprendente
las Caritat de Condorcet (1743-1794): capacidad, a tal punto que habiendo leido
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en su juventud la Eneida de Virgilio podia, tar los temas de mecanica, Optica, acustica
no solo recitarla de memoria sino tambiény astronomia, estudia también cosmologia
era capaz de recordar cual era el primero y moral. Fue tan grande la acogida de estos
el dltimo renglén de cada péagina. libros que se tradujeron a siete idiomas.

La astronomia fue considerada como la
verdadera profesién de este gran genio.
Desde su llegada a San Petersburgo, enta-
blé amistad con Delisle Joseph Nicholas
(1688-1768), quien habia determinado las
coordenadas heliocéntricas de las manchas
solares. Es asi como en muchos de los
aproximadamente quinientos libros y ma-
nuscritos de este astronomo se observa la
influencia de Euler a través de la trigono-
metria esférica, el andlisis, y la probabili-
dad. Juntos encontraron, después de
observaciones tomadas todos los dias du-
rante diez afios, el instante exacto del me-
dio dia.

En la memoria tituladaMethodus
Leonhard Euler Computandi Aequationem Meridipubli-
cada en 1735, Euler encontrdé un algoritmo
para calcular las tablas de la ecuacion me-
Como consecuencia de la exposicién porridional del sol.

medio de observaciones telescopicas, Euler

perdié en 1735 la vision del ojo derecho.En 1747 public6 una memoria titulada:
En 1741 decidié aceptar la invitacion que Recherches sur le mouvement des corps
de tiempo atrds le venia haciendo el reycelestesen la cual resolvio el denominado
Federico Il para que se vinculara a la cateproblema inverso de Newton; es decir, a
dra de Ciencia de la Sociedad Cientifica departir de la segunda ley de la dinamica y de
Berlin. A su llegada encontré el reino su-la ley de gravitacion universal, dedujo la
mido en la primera guerra silica y por tal primera ley de Kepler.

motivo no fue posible iniciar la catedra en

la Sociedad y se le asignaron tareas com&us bidgrafos lo describen como un hom-
las de escribir e impartir docencia a miem-bre sencillo, amante de la vida hogarefia,
bros de familias nobles, entre ellos a la nie-poco dado a las costumbres de los altos cir-
ta del rey, princesa Filippina von Schwendt. culos sociales, a quien no le atraian las lar-
Al ser interrumpidas en 1760 Euler las gas conversaciones, lo cual trajo como
completd por escrito, naciendo de estaconsecuencia que sus relaciones con el
forma sus famosasettres a une princese ambiente que rodeaba a la monarquia de
d’Allemagne Cartas a una princesa alema- Prusia se fueran enfriando. De ahi que sus
na), obra que es considerada como la pri24 afios de permanencia en Berlin perdie-
mera enciclopedia de fisica que se hayaan paulatinamente su encanto. Estos he-
elaborado. Estd compuesta por tres tomoshos sumados a su posicién antileibnitziana
publicados en Rusia, el primero en 1768 ymanifestada en algunos de sus escritos, fue-
el dltimo en 1772. En ellos ademas de tra-fon creandole un ambiente intolerable, que
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lo condujo en 1766 a retornar nuevamentgBolzano, 1991) debido principalmente al
a San Petersburgo en donde es nombradquerer aplicar a las sumas infinitas, los pro-
por Catalina Il director de la Academia.  cedimientos de la aritmética finita, ya que
en esta Ultima se pueden quitar y poner
En 1776 perdi6 la visién del ojo izquierdo paréntesis a voluntad agrupando los térmi-
y enviud6 en el mismo afio. En 1777 senos como se quiera, mientras que con Su-
cas6 nuevamente con una media hermaneas infinitas este procedimiento, en
de su anterior esposa y, a pesar de su cegugeneral, no se puede hacer. A manera de
ra, continud su extraordinaria produccion, ejemplo veamos la siguiente paradoja de-
hasta el 18 de septiembre de 1783, dia en dlida a Euler:
que murio.

Leonhard Euler es considerado el matemé
tico mas prolifico que ha existido; desde
1911 se viene trabajando en la publicacion
de su obra completa; hasta 1945 sélo se
habian publicado 72 volimenes. Los cal-
culos mas pesimistas afirman que publicg
como minimo 760 trabajos de investiga-
cion, y a su muerte dejé inéditos muchos
de sus articulos. Aun en la actualidad no se
conocen cerca de 3.000 paginas de sus es-
critos. La siguiente frase de Condorcet
(Bell, 1955), refiriéendose a Euler, es un fiel
reflejo de su creatividad:

“Multiplicé sus producciones mas alla de lo
que hubieran osado alcanzar las fuerzas

humanas y, sin embargo, fue original en cada| Euler en simbolos (Ferney Rojas)
una de ellas”.

EL METODO Q DE EULER Al hacer x = - 1 en

Las justificaciones de los algoritmos em- 1
pleados en los siglos XVII y XVIII se daban (lTX)Z
en que generalmente conducian a resulta-

dos aceptables; el fin parecia justificar los
medios. Las sumas de potencias fueron un
importante herramienta para obtener re- 1 (1)
sultados en matematicas en estos dos sf? =gt 2+ 3+ 4+

glos; las manipulaban como si fueran

polinomios, sin que se le prestara muchoa| hacer x = 2 en

cuidado a la convergencia. De hecho, Euler

y muchos otros matematicos de esa époc 1. 1+X+X+X+ ...,
conscientemente emplearon sumas divers"X

gentes con gran ventaja. Los resultados

obtenidos fueron importantes, pero los S€ €ncuentra que

errores y las paradojas eran inevitables_ ;1 — 1 4 2 4 4 4+ g+, )

=1-2x+3%x—4%¥+...,

s€ obtiene
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Como cada sumando de (1) es menor o igu3

al correspondiente sumando de (2), enton INTRODUCTIO

ces -1x pero comaoo>1, entonces -1>1. IN ANALTSIN

De lo anter{or, Eulgr Qeduce quedebg ser INFINITORUM.

una especie de limite entre los nimeros P

positivos y los negativos, y en este sentidg LEONHARDO EULERO,

se parece al 0 (Castro, 1996). Frafoffore Bogis Bunorimenal, 5 Aradosds frs-
prviale Scimmhiarsss FaTnoroLiTana

Locio.

Asi como se llegé a paradojas al maneja
las series como si fueran sumas finitas
también se obtuvieron extraordinarios o
resultalos que permitieron desarrollar la PR S, s
matematica, abriendo nuevos campos de| e s
conocimiento que posteriormente irian ad- %
quiriendo la consistencia légico-deductiva -
que les permitirian sustentarse sobre base LAUSANNXE
suficientemente sélidas. Si los matemati-| ~ “e¢ Mencvn Micusriom Bosases & Sede
cos se hubieran quedado esperando hasta R T

obtener la absoluta solidez de sus argumen
tos, no habria sido posible que se lograra €
vertiginoso avance que ha tenido esta cient
cia. No podemos olvidar que la matemati-
ca, como todo organismo vivo, también En el capitulo VII de su obratroductio in
obedece a las leyes de la evolucion y queAnalysin Infinitorum introduce el nimero

en particular, el concepto de “rigor mate- e de la siguiente manera (Castro, 1996):
matico” no ha sido ajeno a este proceso.

ToMUS FPRIMUSE

n

| Portada de la obra
Introductio in Analysin Infinitorum

Como
Una manera sutilmente diferente de mane-

jar las series la introdujo Euler, quien acep-g° = 1

taba en forma explicita, la existencia de L

nimeros naturales infinitos y por supues-€Ntonces para un valor infinitamente pe-
to, de nimeros reales infinitamente pequed4€N0

fios e infinitamente grandes; con estas

ideas, una serie se convierte en una sumﬁD =1+ke.

comun y corriente: Si X es un ndamero positivo,

a0+aj+ +an+ :ao+a1+ +aQ,

X
en dondeQ es un numero natural infinito. 8_5

o ] _es un numero infinitamente pequefio. Lue-
En esta forma el infinito potencial, es decir, o
t

sumas finitas tan largas como se quieran, se
convierten en un infinito actual, es decir, g5 = 4 = (&)° = (1 + K)®
suma hast&.
Aplicando la propiedad binomial de
No sélo por la belleza de sus construccio-Newton, se obtiene
nes, sino también por su importancia y uti-
lidad didactica, vale la pena conocer , _ % kx ¥ (1)
algunas de ellas. Qd
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esto es,

Y — kxd, Q(Q-1) kx?
F=1 0 T o

2 n
ax= 1+—)i'k +% k2+...+1ng<”+ @)

Substituyendo x por 1, se define el nimero

) ) e como el valor de a para el cual k=1; esto
+Q(Q 1)..Q n+1)D_k>U+___+ os
th o '
Q (Q-1) ... 10kx? e:1+_i'+% +___+1n|+___
Q! Mo T L :

Remplazando en (1) se obtiene:

: ! e*:%+l§
Q-n+lgkxn, Ok xO Q

Q On O 7 e O , .
en donde, como ya se dijo, el nimero natu-

. . ral Q es infinitamente grande.
Como Q es un ndmero natural infinito, en-

tonces 10 es infinitamente pequefio. La ecuacion (3) se interpreta actualmente

. - . . como la conocida férmula:
A continuacién Euler empleé el axioma que

después se conocié con el nombréma- _lim |
cipio de L’Hopital” que, establece lo si- © ™ n_ o nd:
guiente:
. o Asi,
«Se pide que se puedan tomar indistintamente
una por la otra a dos cantidades que no di- _ |im I}
fieran entre si mas que por una cantidad €= No 0 TD

infinitamente pequefa, o (lo que es lo mis-

mo) que una cantidad que no se incrementacomg k=1 |a ecuacién (2) se transforma en:
ni se haga disminuir mas que por otra can-

tidad infinitamente menor que ella, pueda ) .

considerarse como que permanece siendo lax = 1+5+£ +___+L + ..

misma” (L'Hopital, 1998), se concluye que 1 2! n!

En este mismo capitulo Euler demuestra
=.... que:

1_Q-2 Qi
Q

In (1+x) = lim n[(1+x)1/n -1]

Nn— o

De donde,

XN [Ke x9 ]

= 14Xk + X e p 4 X e K .
a—1+1'}<+2!k+...+ n.}(+"'+@2! B y ademas que,

o y”
- a2,
Como k y x son cantidades reales, enton-In (1+y) nzzl( 1y n

ces
A continuacion se mostrara cémo lo hizo
k® o (Castro, 1996).
Q!
o o , Euler tom6
es infinitamente pequefa y asi, nuevamen-
te por el principio de L'Hopital: y=a&-1,
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por lo tanto Remplazando en (4) se obtiene:

l+y=g=a=(1+K)2. In(1 +vy) :r;i;l(—l)n+1 y"

Luego:

1+K=(1+y)° Es claro que, Euler no se preocupd por de-
(1 +y)vo-1 terminar para qué valores son, 0 no, con-

yasi, g =" 77 ° vergentes las series que obtuvo, a pesar de

k que su amigo Daniel Bernoulli, lo habia

Pero 1 +y =3 entonces: log(1 + y) =QE, prevenido acerca de este peligro.
de donde:log61 @a+y) :gll(l +yy}_1]. Aungque Newton y otros matematicos ante-

riores a Euler ya habian encontrado el de-
sarrollo en series de potencias de las
funciones seno y coseno, Euler las obtuvo
por otro camino.

En particular, si a = e, entonces k=1y, por Io
tanto, esta expresion se transforma en:

In(1+y)=0Q [(1+y}-1]. 4)
Sea un ndamero infinitamente pequefio y
Esta ecuacion la interpretamos ahora comaN un nimero infinitamente grande (y ente-
o n ro positivo), de tal manera quetdea una
In (L+y) = nl'r?o n[(l+y$ 1 cantidad real x. Por la identidad de De
Moivre se tiene que

Es claro, que si z =1+y, y m = 1/n, la ante-

rior ecuacioén se transforma en: cos (Ng) :—12[(co§ +ise)N +
= lm 2-17 co€ — i sef)N 5
n@= o5 (cog — i se’)"] (5)
Por otra parte, utilizando nuevamente Iay 1
serie binomial, resulta: sen (N) =—2E(COSE +iseng)N -
S (cog — i ser)"] (6)
(l+y)”"=1+iy+ Q0 % 2+

1l 4t Euler utiliza a continuacion el desarrollo
EEQ_ ID[Q binomial y elimina términos de signos con-
a3 e trarios para asi obtener:

Pero comoQ es infiniamente grande, en- _ B
tonces (segun el principio de L'Hopital) cos(N) = cosg

PR N(';‘|l)co§“zﬁseﬁ5+
Q ’ "
NIN-1)(N-2)(N-3) (., g145 serts —
luego: !
1Q = y2 M y3
QA+ -1]=y— ——.. F MRLR 20 3)0(\3]'4)(N A eosr
(—1)‘+1y—n+ . see + ...
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y y
sen(N) = N co$€ seng — sen (x) == % +iX x + % X%E
N(N- l)(N 2)

co-3¢ senrig +

pero, por ser N un namero infinitamente
grande se tiene que:
co¢ seng —

N(N-1)(N-2)(N-3)(N-4)
|
5! E1+i—)|i§:éx yEI}l_i_d\‘ aix

N(N-1)(N-2)(N-3)(N-4)(N-5)(N-6) co¥’s
71

serg + ... Por lo tanto:

10 1. .
ComoZ es muy pequefio, por el principio €05 () :_z%x + ‘*T'X%y sen () :'%ix_e%

de L'Hopital, cosf) = cos(0)=1, y seRj lo

identifica cong; dado que N es infinita-

mente grande nuevamente por el principiogs obvio, que aunque los métodos que se

de L'Hopital, N = N-1=N-2 = ...;y asi se han presentado fueron los seguidos por
obtiene: Euler, la notacién no es la misma que él
N2 TNl utilizé.
Cos X = 1—E I\£|+E_Ijl— ..ysenx =N —
’ : En un articulo publicado en 1740, partio
EN° L EN° de la serie (Castro, 1996):
3! 5l
y—senx—xi”5 o
esto es, 31 51
24 x4 X3 y2n+1
cosx=1-X*"X sen x = x = -
o a Y 3 (2n+ 1)!( 4
5XI5+ B
Supuso que y no es cero, y construy6 la
ecuacion:
En Introductio in Analysin Infinitorumuna X+ % Xy
de las obras mas conocidas de Euler y dd —— ——— +..=0. (1)

) ) o ly +1)!
mayor influencia tanto en la matematica y 3y y@n+ 1t

como en la educacién matematica, encuen-
tra nuevas relaciones para las funcionesA continuacion, tomé el polinomio:
trigonométricas a partir de la exponencial

compleja de la siguiente manera: f(x)=1-gx+..+(-1ygx". Cong=0.

En (5)y (6) hace cds=1, serf = y x=EN,  Ctonces,

asi obtiene:

0 = (-1 8,50~ e+ (1,

cos (x) JZ% i ,\%\‘ + %— |_%H X+ (_1)1%5
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Sia,,
f(x), se tiene que:
Ma

n l ni=l I al
Ma =— =—
=11 a ngl Gj a
de donde,

1
n 8 _ 8
jgl ai %
luego,
n1 _
JZZIE—G]_.

, 0, son las raices del polinomio Por consiguiente,

l-gx+..+(-1yax"= %—%E
_x0
4.0

Sia, a, , a, (N es un namero natural
mﬁmtamente grande) son las infinitas so-
luciones de la ecuacién (1), supuso que se
podia extender el resultado de (5), y expres6

(5)

l_X+_X8 (_1)2N+1 X2N+l

y 3y (2N+1)
“H_x0.4_X0 _x [0
_% 00 o0 0 a0

01 2 1 1 Si x = A es una solucion de (1), es decir, si
&= ED =3 e + 2 o (3) sen(A) =y, entonces, las otras soluciones
FL o0 Er SR de (1) son de la forma 2nA, y también
(2n + 1ywA, para todo n entero.
Pero . . . .
Euler consider6 también que podia exten-
1.1 _ Bﬁ a.%: 10 derse la formula (2) al caso infinito. En par-
8, a0 Lk '[LR o0 [ ticular, para la ecuacién (1) se tiene que
= z GI ai l
i< <y 1 n-2 a :_y,
-2
E} por lo tanto:
N1_oa
Por lo tanto, Z —=_.
=10,y
1 —
2aa -3 .
< Ordenando las raices convenientemente,
obtuvo:
Remplazando en (3) y despejando, obtuvo n N
q“e- 2o A LA 2 n LAy
Z __2 =&-23.
i La féormula (4) también la extendié al caso
infinito, y como en (1), a= 0, entonces,
Por otra parte,
_ N 1 Lo 1 1 (7
() = (17 g, (x—0t) ... (x—a,) 2o LYA) 2y (LAY Y
—(1)‘a(1r|f'lal R X0.40-X0 5 N
o0 g O %0 También (6) puede escribirse en la forma:
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B 1 +zN 1 0 y, que ademas:
o 2MeA n=0(2n+1)rr—AD 1 + 1 - 8

fpn-yre3] g3 T+

N1 N 1 1
" IMEA A2 (2n+1yHA =
[n]=1 n=1 ]y

obtuvo:

. 1 1,1 1
= = A+=+—=+ ..+ =1.
Si A=7, resulta que y = 1, rempIazando—T[2 0 3 5 eg(l\lﬂ)
estos valores en (6), y teniendo en cuenta

que:
Luego,
1, 1 _4 1 ) " ©
Jii T m4n+1 R R | §
2ty (@nt—=, 2. @n+1} 8
y - ) o
En forma similar al método que sigui6 para
1 1 _4 1 X <
+ T An—1 obtener las series (8) y (9), encontré otras
@n-1t+8 2np-TT_ T 4N -— . _ _
2 2 férmulas, como por ejemplo:
. . ) 2 -1y _
se tiene la formula: nzo Zn+ 1} 32
4 3 1 4%Y 1
mZ,antl T 2.4An1 =1 5 1y
WZo(@n+1} 96
Nuevamente, reordenando los sumandosz 2( ?1 = 1%1-56
Euler obtiene: o (@n+1j
c (1 _m
43 1.1 1 1) )3
A=+ — =+ = = +
S B M S AR TN o (2n+ 1)~ 960
1 _—
de donde, El valor de Z e lo obtuvo de la siguiente
N (_1)1: n ®) manera (Castro 1996).
no2n+l 4 Si S=% %4 entonces,

Aplicando el principio de L Hopital, la S_Lr“ S_+% (-1y

ecuacion (8) se escribe: 96 Zo@n+ 1)
lim < (1y_ (1y _m
Koo Zo2n+ 1 n202n+1_4 Luego
_mwoe 1
. . 96 nz=o(2n)‘1
Procedié en forma semejante con (7) vy, te-
niendo en cuenta que: 101
16 2,7
1, 1 -1
Fragls _mf ¢ (4n+1} =1
%WHZD H@n+1yt % 168
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Asi Luego,
15, 1
16~ 96 In M= 5 1 %_LD
Ox O &, fre [
Por lo tanto,
c1_m
ngln4 90 Derivando esta ecuacion se obtiene:

Otro procedimiento interesante fue el que

empled para calcular un desarrollo en serie

de la funcién cotangente.

Euler extendi6 la ecuacion (5) al caso de

series de numeros reales, de la siguienteot(x) —%(+ Z

manera.:

Si los puntos en donde se anula la serie

1+ 5 (-1ya x" sona,a,,
n=1

ar=goHi
Como

1+Z( o=

., entonces,

a. .

l+§ i

n

_Ssenx

(2n + 1)| X

y los puntos donde se anula esta serie sorg)

T2 £ 3m, ...,

entonces,

Ssenx_
X

n
k=1
-h -

n=1

_2 2X
cot(x) — Z e
por lo tanto,
2X
C—TPTE

Como se vio anteriormente, el tratamiento
de las series como sumas finitas no siempre
era exitoso y, por el contrario, en muchas
ocasiones condujo a paradojas. Este hecho
trajo como consecuencia que varios mate-
maticos y filésofos, entre ellos el obispo
Berkeley con su obrB®iscourse Addressed

to an Infidel Mathematiciar{1734) empe-
zaran a cuestionar este método. Esta critica
condujo a que se introdujera un nuevo en-
foque a partir del concepto de limite. Entre
los méas destacados artifices de esta nueva
rma de abordar los problemas, estan
auss, Abel, Cauchy (Cauchy, 1994),
Kummer y Dirichlet. El éxito de este nuevo
enfoque condujo “desafortunadamente” al
abandono de los métodos empleados por
Leibniz, Euler y otros matematicos, los cua-
les empiezan a retomarse, nuevamente, dos
siglos después a partir de la creacion del
analisis no-estandar y de la geometria dife-
rencial sintética.
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DIDACTICA EULERIANA El problema consiste en determinar si es
posible trazar un recorrido que pase por

Los métodos empleados por Euler para ha'cada puente una y sélo una vez. Euler lo-

cer m.ateméticas ademas de ser ingenioso:@,ré demostrar en una memoria publicada
cons_,tltuygn una poderosa he_rram|enta deen San Petersburgo en 1736, que esto no
la didactica de las matematicas no s6l0, \.4e hacerse. El analisis que emple sir-

ﬁorque nos :je(;nue_stran que €es p03|bl<€ié para iniciar el desarrollo de varias
egar i resulta tos mtt:resg;ntes con r:wynuevas ramas de la matematica, entre
pocas herramientas matematicas, sind 1aMg| 55 |3 Boria de Grafos y la Topologia

bién, porque son una importante fuente decqmpinatoria. Por ser el método que em-
ideas acerca de la manera como se debe&eé una forma de razonamiento que per-

Em;rentar Ipls ?roblemas d.e EStadC'en,C'amite ilustrarnos acerca de su ingeniosa
uler no solo tue un gran innovador, SN0, de razonar, vamos a presentarlo.
ademas un excelente reformador, pues,

reformulé resultados ya conocidos ro- .
o y S Y PI9” henots con las letras A, B, Cy D, las cuatro
puso técnicas nuevas para deducirlos. Vea- . S e
. : regiones en que queda dividida Kénigsberg
mos algunos ejemplos:

por el rio, como se indica en el grafico. Si

DIDACTICA EULERIANA DE LA GEO- una persona va de la region A a la C inde-
METRIA pendientemente de si usa un puente o el

otro, notamos este paso por AC. Si después
Ejemplo 1: va de C a D notamos CD; para indicar que

3 se han realizado ambos pasos notamos
Uno de los problemas méas populares duezcp
resolvié este genio, fue el denominado de '
Los Siete Puentes de Konigsberg. Por la for-De la misma forma la expresién CADBAD,

ma sorprendente de enfocarlo, por la belle~_ . -
o - .. indica que la persona partié de C hasta A,
za légica que encierra la argumentacion

euleriana y por el hecho de ser uno de lo Siguio de Aa D, luego de D a B, despues de

. a Ay por ultimo de A a D. Para hacer este
primeros problemas que se conocen en don- ! .

P recorrido tuvo que pasar por cinco puen-

de se demuestra “que algo no se puede ha-

. . . es. En general, si el recorrido que siguio
cer”, este problema ha sido considerado AT
. .. una persona esta indicado por n de estas
como un modelo de razonamiento ldgico-

deductivo. letras (A, B, C y D), es porque tuvo que
pasar por n-1 puentes. Por lo tanto:

El asunto es el siguiente: por la ciudad de

Koénigsberg pasa el rio Pregel, al cual per-El paso por los siete puentes de Konigsberg,
tenecen dos islas que estan comunicadakequiere de

entre si y con los margenes del rio por siete

puentes como se ilustra a continuacion. ocho letras para designarlo (D)

Por otra parte, si a una regién E conducen
por ejemplo siete puentes y una persona

Cc

";'_'-—_." i =1 | i i .

\ ;4‘/‘1 | desea realizar un recorrido que incluya es-
A tos siete puentes de tal manera que pase

} p— L s6lo una vez por cada uno, entonces en la
"“'--....___.-'r,*' l.'|,| secuencia de letras que denota el camino
S recorrido aparecerd exactamente cuatro

veces la letra E, por lo siguiente:
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Supongamos que empezé el recorrido porespectivamente tres puentes, entonces el

fuera de E y notemos F la parte exterior a Enimero de veces en que aparece cada una
de estas dos letras en la secuencia es dos.

Inicialmente hace el recorrido FE pasando

por un primer puente. Como tiene que salir,De donde, el recorrido por los siete puentes

hace el recorrido EF pasando por un segunde Konigsberg requiere de nueve letras para

do puente; de tal forma que aunque ha padesignarlo, lo cual contradice (1).

sado por dos puentes, sélo aparece una vez

la letra E. Ejemplo 2:

Mas adelante tendra que realizar el recorriEN 1748 Euler publico la memoriariae

do FE pasando por un tercer puente y necePemonstrationes Geometriaen la cual da
sariamente hara EF pasando por un cuartyn@ prueba sintética, es decir, dentro del
puente; aqui nuevamente ha agotado do§SPiritu euclidiano, de la férmula de Herén
puentes pero sélo ha agregado una sola letdu€ establece lo siguiente:

E a la secuencia que denotara el trayecto.

Si AABC tiene lados a, by cy
Tarde o tempran(_) tendra que hfflcgr FE Pagemiperimetro s atb+c
sando por un quinto puente y l6gicamente 2
EF pasando por un sexto puente. Noesate

se tiene que se han recorrido dos puente
mas y se ha agregado una sola letra E.  \[s(s-a)(s-b)(s-c).

Entonces el area d®ABC es

Finalmente tendra que hacer FE, pasandcbemostracién (Dunham, 1999):
por el dltimo puente y agregando una letra ' '
E a la secuencia. Dado elAABC se construye la circunfe-
rencia inscrita de centro en O punto de con-
De lo anterior se desprende que el nimerquyrrencia de las bisectrices del triangulo
de veces que aparece la letra E en la sedado. Constriyase desde A la perpendicu-
cuencia es cuatro. Si se hubiera iniciado e||ar a la recta BO, la cual se intercepta en el
recorrido en E, el resultado serfa idéntico. punto V. Llamemos N al punto de intersec-

_ ) ~ cion de las rectas AV y SO, esta Ultima per-
En general, aplicando el mismo procedi- pendicular a la recta AB.

miento podemos darnos cuenta que si exis-
ten 2n + 1 puentes que comunican a E concomoJAOV es exterior ahAOB, se tiene
F, el nimero de veces que aparece la letra I siguiente ecuacion:
en la secuenciaes n + 1.

OAOV = JOAB +[JOBA (1)
Aplicando esto al caso de los puentes de }
Konigsberg, podemos observar que si fueraCOMOAAOV es rectangulo entonces
posible hacer el recorrido pasando por cadajAQV + OVAO = [0 90°. (2)
puente una y sélo una vez, entonces, como
a C llegan tres puentes, el nimero de vecese tiene:
en que aparece C en la secuencia sera dos.

DoAB =1pcaB =2
Como a A llegan cinco puentes, el nimero 2 2
de veces en que aparece A en la secuencia 1 _B (),
es tres. De la misma formaa Dy B IleganDOBA '_?ABC T2
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M
ff
C
'S
."ll 2
z/f [t
/i J«."_“'—l\\ a
b GRS “\\_\
i | %
AL AN
/ 0 e
l:r' r H—h\_"'\-\_ .y
i [ =~ il
"'-.I. /_.f r y "--LH_-H il
{./\\_H [ VY ey Ul
A X S y B
C
Haciendo ANOV = ANAS, ANAS = ABAV y ANOV
y = OACB, =ABAY,
a o 4
> +_B2+12= 90° . @) por lo tanto:
. AV _ AB (8)
De (1) y (2) se sigue que oV ON’
JOAB + JOBA + OVAO = [ 90°. (5)
De (7) y (8) se concluye que
De (3), (4) y (5) se sigue que
-V (6) zZ_AB_ xty
OVAO =, r - ON SN

Tracese la perpendicular OU a la recta AC.Y @S
como Z(SN) =r1 (x+y+z) =rs.
OACO =0uco =Y, )
2 Como los angulos BOS y VON son con-
gruentes, entonceSNAS es semejante al
de (6) se sigue que los triangulos rectanguABOS, y en consecuencia,
los AOAB y AOCU son semejantes, en con-

secuencia, SN_ BS,
AS OS

AV _CU_z @)

VO OuU r por lo tanto,

las siguientes parejas de triangulos son seSN_ y
mejantes: x "~ r’
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es decir Si
SN:X—{- a=max {,,0,,..,0a}
entonces

Utilizando las identidades anteriores seq .1, 1 _r¢ i.[ﬂ]%i.ﬂ"'“ in
concluye que 2 m [[FoP: 5P, [J=PL[]

Area (ABC) = s =(rs(rs)) =\(z(SN)(rs))  Pero, como:

a1 _1-R** Pk _

z(xy)rs —==—* «—— [OkOI,={1,2,...,n
_|[@9s) e R ko }
=\(sxyz) =\s (s-a) (s-b) (s-c) entonces,
que era lo que se queria demostrar 1 TR <N Py

' 2 m k2P -1
DIDACTICA EULERIANA DE LAARIT-
METICA Pero esto es una contradiccion, ya que la
serie

La principal aficion de Euler fue la aritmé- 1 1
tica. A ella dedicaba sus ratos libres, de ahll +=+ ... +—=+ ..,
la gran cantidad de resultados que obtuvo, m

pero el legado mas importante que nos dejé o )
fue su riqueza argumental. Veamos algu-lamada arménica, es divergente, y por lo
nos ejemplos: tanto, no se puede suponer que hay un na-

mero finito de primos.
Ejemplo 1: o

El procedimiento empleado en esta demos-
En 1737 Euler dio otra prueba de la exis-tracion, asi como también otros resultados
tencia de infinitos nameros primos. El mé- publicados posteriormente, dieron origen
todo que emple6 fue el siguiente: a la hoy denominad@eoria Analitica de

Numeros en la cual se utilizan las series
Supéngase que sdélo hay un nimero finitocomo una de las herramientas para deter-

de primos. Sean éstos minar propiedades de los niumeros natura-
les.

P, Byconp>0 Oj=1,..,nypzp

Oi %] Ejemplo 2:
Sean

Sea m>1 un entero. Por el teorema funda- . o q-
mental de la aritmética, existen,..., a, ON P ={p U Z|p es primo}, §(s) = 5 -
tales que m

m = exp(R, a,) exp(p , a,) ... exp(p a,), Euler prob6 que

donde

o

=1
exp (p,a) = T2

p!
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es una serie divergente y que

— 1
&(s) = Epﬁ Os>1.

La demostracion de que S diverge, la hizo

basandose en que

Como
p={2,35 ...Q h

entonces,

[N
[
..'_\
[
s

in
S

\Y
=~
1
-
x|

Por lo tanto:

In 010+ in G20 .
0 o 8

< — In(in(R)).

Como la funcion f(x) = 2x - In(1 + x) empie-
za a crecer a partir de -1/2

entonces

ol
fe ng f(0), Op O p.

Luego

—2cn0-100p0
2<nfy-3g cocp

Por lo tanto,

_2.2.2_ . __2P> —In(in P).

n

De donde,

1.1
p%pﬁ>§ In(in P).

P<P,

Como existen infinitos primos y

lim

m - o

In(In(m)) =,

entonces, la serie S diverge. La divergen-
cia de la serie anterior implica en particular
gue existen infinitos primos, luego si se
demuestra independientemente que esta
serie es divergente, se tendria otra prueba
de que el conjunto de todos los nimeros
primos es infinito.

Para demostrar que

&) =01 -p)*

pOp

procedié de la siguiente manera (Takeuchi,
1980), (Castro, 1996).

5\ -1— 1 1 O
pgp(l_p)l—pm[;l +E+'”+T§+“D
R S I
2 3 A
- <1l_
= nZle]S—E(S)

Esta prueba requiere de una solida justifi-

cacion para cada uno de sus pasos. Euler
no la dio y por esto cay6 en el error de su-

poner que era valida para s = 1; Kronecker

en 1875 demostré que esta férmula es vali-

da sélo para s > 1.
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Ejemplo 3:(Castro, 2005)

Pierre de Fermat (1601-1665) afirmé que

todos los numeros de la forma

F=2+10n0N,

De (1) y (2) se desprende que
641 | (828 + 2?) — (8 226~ 1)

De donde
641 | 22+ 1,

son primos. Este hecho es cierto para n = Ogs decir

1, 2, 3y 4, ya que:

F=3,F=5F

0 1 2

=17, F= 257 y E= 65537,
pero en 1732 Euler demostré que

F, = 2° + 1 es compuesto. Veamos como
lo hizo:
Como 641 = 625 + 16 =*5- 2,

entonces 641 divide a cualquier multiplo
de 8 + 2%, en particular

641 | (B + 29228 N}
Pero 641 = 5 x2+ 1, Entonces

641 | (5x2+1)(5x2-1).

Luego 641 | (524 — 1)(52* + 1)
esto es
641 | 3228 — 1. 2

641 | F.

El anterior ejemplo ilustra muy bien la habili-
dad de Euler para realizar célculos y a la cual
se referia Dominique Francois Arago (1786-
1853) (Castro, 1996) cuando afirmaba:

“...calculaba sin esfuerzo aparente, como
otros hombres respiran o como las aguilas
se sostienen en el aire”.

Ejemplo 4:

En muchos casos Euler dio varias pruebas
de un mismo teorema, con lo cual ensefa-
ba que lo mas importante en matematica
no es el resultado sino el camino que con-
duce a éste; asi present6 varias demostra-
ciones del denominado Teorema de Fermat,
el cual afirma:

Si p es un nimero primof-b es divisible
por p, ObOZ.
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En su disertacion titulad&@heorematum entonces p divide a

quorundam ad numeros
spectantium demostratiDemostracion de
algunos teoremas respecto de numeros pri-
mos), publicada en 1736 dio la primera

(c+by-c™-bP + °-¢ + BF-b = (c+b}- (c+b),

pero como p divide aPb

prueba conocida de este teorema de la sipara b=1 y b=2 entonces también lo hace

guiente manera:

Como

P'1|])
b+1y—bP -1 = %)k
(b+1Y: 2 Tk
y p divide a

PO —
kg Ck=1, ... p-l

entonces p divide a
(b+1y-b" —1.

Por otra parte, si p divide a
b"—b

entonces, también divide a
(b+1y-(b+1) = (b+15-b>-1 + B-b
pero, como p divide

1P-1,

entonces, también divide a
2°-2

y en general p divide a
b"-b

para b=3, continuando asi sucesivamente
se concluye que para todo namero natural
b, p divide a Bb

La tercera prueba del Teorema de Fermat
gue dio Euler, fue publicada en 1758 y re-
producida por Gauss en sD$squisitiones
Arithmeticae(Gauss, 1965).

Ejemplo 5:

“El maestro de todos”

Se sabe que un nimero entero positivo es
perfecto si la suma de sus divisores propios
es él mismo. En la proposicion 36 del Li-
bro IX de losElementosEuclides demues-

En una carta dirigida a Christian Goldbachtra que si un ndmero par tiene la forma
(1690-1764) en 1742, Euler presenta esta

segunda prueba (Castro, 1996):

p divide a,
¢ qp="s [P K
(C+bP— & —IF z@%bp

Si p divide a,

c™-c y tambiéna b-b

2% (2"-1),

en donde tanto g comd-2 son primos, es
perfecto. A Euler se le debe la prueba del
reciproco de este teorema. Veamos como lo
hizo.

Sea a un numero perfecto par, existen ny b
enteros con ¥l y b impar y positivo, tales
que a = 2b.
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Pero comoa =5 d
B

entonces

2b=yd=( f) (5 g)=(2"1) B.

n

Euzdelﬁﬂ fl2 glb
Entonces
9: 2n+1_1 )
B 2
Luego

B

b=(2"%1)=2

@*1)=,

Si B fuese impar, entonces
B = (2*-1)

también seria impar, y por lo tanto b no

@

)

Pero

b+2"-1+C+1 = (2*-1) C + (2*-1)+C+1
= 2" (C+1)

luego
B > 2m{(C+1)

por lo tanto

g S 2n+1(C+1) S N+l _ EZ ,
b= (2*1)C 21 b

lo cual es una contradicciéon. Por consi-
guiente

C=1,b=2"%1ya=22"-1).

Si 2#1-1 fuera compuesto, entonces

> d> (1+2+...+2) + (21 (1+2+...+27),

|
seria entero. De lo anterior se desprende qug;E

B es par luego
B = 2mh,

luego

Y d> (2-1) 214+ 20 =(2™11) 2= a,
la]

con K m, y h impar; m no puede ser menor &
gue n porque de (2) se desprende que b no

seria entero. Luego & n por lo tanto

B

2—n=2m' hDZ

Llamando
_B

c= 2

se tiene de (2) que
b=(2"-1)C

Supongamos que C>1, como

B=Yg=b+2*-1+C+1

glb

porque
blb, (2*-1) |b,Clb y 1|b.

pero esto es imposible porque a es perfec-
to. De donde 2!-1

es primo, y ademas si n+1 fuese compues-
to, 2*1-1 tendria factores propios, lo cual
es falso. En consecuencia, n+1 también es
primo.

DIDACTICA EULERIANA PARA EL
CALCULO DIFERENCIAL

Euler abordaba el célculo diferencial a par-
tir de un enfoque algebraico que le permi-
tia llegar mas temprano a resultados
practicos, que empleando los métodos ana-
liticos que posteriormente adopté la mate-
mética. Si bien es cierto el tratamiento de
las series como sumas finitas potencialmen-
te infinitas tiene riesgos, los casos que él
trabajo fueron exitosos. El método que si-
gui6 fue el siguiente (Edwards, 1982):
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Si y=f(x), se define la diferencial leibniziana
de esta funcién como

dy=f(x+dx)-f(x)

Pero como du dv = 0, entonces du (v(x+dx)
- v(x)) = 0, luego

du v(x+dx) = du v(x).

Dado que dx es muy pequefio y siguiendoagj que

el principio de L Hopital, Euler remplazaba
(dx)"

por O si re2. Veamos algunos ejemplos
ilustrativos.

Ejemplo 1:

Calcular la diferencial leibnitziana de la
funcién

y = f(x)=x".
dy = (x + dx)-x"
= x4+ mxidx + 5 0 Oy
2 KO (dx)
= nx"idx.

Ejemplo 2:

Calcular la diferencial leibnitziana de la
funcién

y = f(x)=€.
dy = e - e,
=& (e*-1)
_ (dX) (dx)
= e ((1+dx+ == nit ) -1)
= edx
Ejemplo 3:

Calcular la diferencial leibnitziana de un
producto.

Sea y=uv, en donde u=u(x) y v=v(x). En-
tonces
dy= u(x+dx) v(x+dx) - u(x) v(x)

= u(x+dx) v(x+dx) - u(x) v(x+dx) +
u(x) v(x+dx) - u(x) v(x)

= (u(x+dx) - u(x)) v(x+dx) + u(x)
(V(x+dx) - v(x))

= du v(x+dx) + u(x) dv

dy = du v(x) + u(x) dv.
Ejemplo 4:

Calcular la diferencial leibnitziana de la
funcién y=f(x)= sen(x).

Como

cos (dx) =1+ 4521§ (dxp =

y

sen (dx) = dx 45 @Eﬂ)l (X = dx
entonces

dy= sen(x+dx) - sen(x)

= sen(x) cos(dx) + sen(dx) cos(x) -
sen(x)

= sen(x) + dx cos(x) - sen(x)

= cos(x) dx
LA TEORIA Q

La idea seminal de Euler de asociarle a la
sucesion de numeros naturales un namero
natural infinito, fue ampliada afios después
por Agustin Cauchy, quien, partiendo de
los nimeros racionales, definié los nime-
ros reales como colecciones de sucesiones
equivalentes (Bravo, 1971). Esta idea fun-
damental ha sido utilizada desde entonces
como una forma alternativa a la definicion
de Eudoxo-Dedekind para construir los
nameros reales (Bravo, 1971).

Més recientemente Curt Schmieden y pos-
teriormente Detlef Laugwitz (Laugwitz,
1999) emprendieron la tarea de elaborar una
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fundamentacién de las mateméticas a lgdi Nasso, 1999), desarrollaron comple-
cual llamaroncélculo, siguiendo la idea tamente esta propuesta, superando los
béasica de Euler y Cauchy de asociar a cadainconvenientes sefialados por Karel
sucesion una nueva entidad matematicaHrbaceckpara la formulacién de una
Esta propuesta no atrajo la atenciéon de loundamentacion de la matematica que in-
matematicos quienes en su gran mayoriacluya los objetos ideales que hoy en dia se
prefirieron seguir las ideas de Abrahamconocen con el nombre deantidades
Robinson para encontrar una formulaciéninfinitesimales”y “cantidades infinita-
rigurosa de las cantidades infinitamentemente grandes”.
pequefias e infinitamente grandes de
Leibniz, Euler y Cauchy (Edwards, 1982). La propuesta de Benci y di Nasso, que ellos
han llamadaoo-teoriay que preferimos lla-
Recientemente (1999), los mateméticosmar Q-teoria en homenaje a Euler, es basi-
italianos Vieri Benci y Mauro di Nasso camente la siguiente:

Se suponen como términos indefinidos losregulardad; recuérdese que el axioma de
de pertenencidl), conjunto (x,y,z,., A,B,C,)  fundamentaciéon o regularidad es aquél
y un operadof que actla sobre sucesionesque impide la formacidon de sucesiones
de conjuntos asignandole a cada sifies del tipo:

‘L‘m nuevo coryunto (s), eI_ cual se IIa”maram Ox 0..0x0x Ox:

el elemento ideal determinado por s”. n N

Estos términos se manejan segn los si€N consecuencia, en @ -teoria este tipo
guientes axiomas: de sucesiones es permitido.

1°) Todos los axiomas de la teoria deEn los axiomas de separacion y de remplazo,
Zermelo-Frainkel con eleccién para la se permite el uso del térmigd Asi, para el
pertenencia, sin incluir el axioma de caso del axioma de separaciongdses una
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proposicién en la cual figura eventualmenteEsto Ultimo motiva la siguiente definicion:
Q, y si x es un conjunto, entonces:
Definicién 1:
{ylyxde(y,a, .., a)l . . .
Dos sucesiones s y t son equivalentes si y
es un conjunto, en dondg a. , a solo siQ(s) =Q(t).

son conjuntos dados  tiene exactamen- Proposicion I
te n+1 variables libres. Si s, t y u son sucesiones entonces

Con estos axiomas se construyen todos 10§) (s n t) = Q(s) n Q(t), en donde
conjuntos usuales de la practica matemati- -~ (s t)(n) = s(n)n t(n) On O N.
ca como _

2) Si u(n) = {s(n), t(n)} para todo n,
N,Z Q,RyC. entonceQ(u) = {Q(s), Q(b)}.

) ) ~3) Siu(n) = < s(n), t(n) > para todo n,

2°) Los axiomas especificos para manejar = entonce(u) = <Q(s), Q(t) >.
el operadorQ son los siguientes:

4) Si u(n) = s(n) - t(n) > para todo n,

(Q) Q(id,) ON. entonce(u) = Q(s) - Q(b).

(Q,) Si Cg es la sucesion constante de 5) Sj u(n) = s(nk t(n) > para todo n,
valor el conjunto vacio g, entonces entonce(u) = {Q(s) x Q(t).
Q@)=

. L . Proposicion 2:
(Q,) Sises una sucesion de conjuntos no P

vacios, entonces, Si C, es la sucesién constante de valor igual
Q(9) ={Q (O [On O NYn) O s(m} an0 N, entonce€(C) = n.

(Q,) Sis, tson sucesiones, y sies la
sucesioén definida pan(n) = s(n) O t(n),
entonces(u) = Q(s) U Q(Y) Si a es un conjunto finito €_es la suce-

(QJ) Sis, tson sucesiones que toman sion constante de valor a, entonces
valores en un cqnjunto Eysifesuna QC)=a.
funcién de dominio E, entonces de

Q(s) = Q(t) se sigue que Proposicion 4:

Q(fog) =Q (Fo).

Proposicion 3:

Si s, t son sucesiones entonces:

El cuarto axiomq es es.pecilalmentg ppderoh) Si existen [ N tal qued n > N s(n) =
SO pues, en particular, implica lo siguiente: t(n), entonce(s) = Q(t)

Si v es una sucesion tal que b) Si existeN O N tal qued n= N s(n)#
On O N v(n) O u(n) t(n), entonceg)(s) # Q(t).

entonces, existe una sucesidntal que ~ Definicion 2:
Q(V) = Q(W) Yy, 0 bien a) Si Aes un conjunto, A* :Q(CA)’ donde
w(n) Os(n) On ON, 6,w(n) O t(n) On O N. C, es la sucesion constante de valor A.
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b) Un conjunto B se dice interno, si Teorema 2: (Teorema de transferencia)
existe un conjunto A tal que B A*.
Si & es una proposicion en la cual no inter-
El siguiente teorema resume algunas de lasiene el operado®, y si en® solo figuran

propiedades basicas del operador *: cuantificadores acotados, entonces la pro-
posicion
Teorema 1:
_ o ®(a, ..., a) vale en el universo si y solo si
Para A, B conjuntos, valen las siguientes
propiedades: ®(a*, ..., a*) vale en el universd, [ a,

..., g, del universw.
1) {A, B} = {A*, B*}.
2)A OB = A* OB* Aplicando este ultimo teorema y todas las
3)ADB « A* [ B* propiedades hasta aqui mencionadas, se
< : pueden establecer propiedades que relacio-
4)A=B < A*=B*, nen los conjuntos A del universo de von
_ Neumann, con los conjuntos A* del uni-
5) (HA)" = DA*. versol. A manera de ejemplo, considérese
6) (An B)* =A* n B* el conjuntoR de los nimeros realedf de
7) (A-B)* = A* - B*. los nimeros reales no estandar; cada nu-
mero real r, determina un Unico ndmero no
8) <A, B>* =< A*, B* >, estanda)(C), que se puede identificar con
9) (Ax B)* =A* x B*, ry asi, el conjunt® es un subconjunto de
R*. Esta contenencia es propia puesto que

Algunas de las ideas de Euler, de Leibniz, y&! nimero de EuleR = Q(id,) es un nime-
ro real no estandar diferente de todos los

de quienes utilizan las cantidades infinita-'"
mente grandes e infinitamente pequefias sBUMeros reales.
pueden justificar plenamente consideran-

do los conjuntos Comentario final:

N*, 7*, Q* R*y C* Este trabajo fue presentado por los autores
Y ’ en el XV Encuentro de Geometria y sus
y utilizando el teorema de transferencia que/Plicacionesy en ellll Encuentro de Arit-
se explicara a continuacion. mética. (Universidad Pedagogica Nacional,
2004).

Seav el universo de John von Neumann es

decir, la clase de todos los conjuntos que'-”—ERATURA CITADA
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