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RESUMEN

Se resuelve la ecuacion de onda y se efectia la simulacion de la solucién obtenida, usando el programa
Mathematica, para el caso de una cuerda elastica tensa con un extremo fijo y el otro libre. Esto se propone
como ejemplo para la ensefianza de los fendmenos ondulatorios mecéanicos en cursos de fisica general
para estudiantes de ciencias e ingenieria. El ejemplo orienta al estudiante en el analisis critico mientras

aprende conceptos fundamentales de fisica, ademas puede ser extendido al caso bidimensional y consti-
tuye una base soélida y adecuada para otros temas como las ondas electromagnéticas y la mecanica
cuantica.
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ABSTRACT

In the case of a tensioned elastic string cord whit with a homogeneous end and a free end, the wave
equation is resolved and the simulation of the corresponding solution is realized, using the Mathematica
program. This is proposed as an example to teach the mechanical wave phenomenon in general physics
courses to students of physics and engineering. The example orients the students toward critical analysis
while they are learning fundamental concepts about physics. The example can also be extended to the bi-
dimensional case, and constitutes a strong foundation for different topics like the electromagnetic fields
and quantum mechanics.
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INTRODUCCION 1998), por ejemplo, se encuentra con des-
cripciones o justificaciones de las obser-
Cuando un estudiante de ciencias o inge-vaciones realizadas en el laboratorio o de
nieria inicia el estudio de un fendmeno on- su experiencia cotidiana. Estas descripcio-
dulatorio como la propagacion de un pulso nes y observaciones una vez aceptadas por
en una cuerda tensa y su reflexion en elel estudiante en adelante le sirven como
extremo de ésta (French, 1997; Sesral, postulados para resolver problemas o ha-
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cer predicciones cuantitativas y cualitati- esta desarrollado pero debe ser guiado para

vas relacionadas con otros tipos de los pro-lograr resultados positivos y efectivos en

cesos ondulatorios. Sin embargo, la propa-educacién en ciencias e ingenieria.

gacion de una onda mecéanica en una cuer-

da, el comportamiento de la onda en la fron-A continuacién, se muestra como a partir

tera o en un cambio de medio es del andlisis de la solucién de la ecuacion

consecuencia de la segunda ley de Newtorde onda mecanica, usando el programa

aplicada en forma infinitesimal al medio Mathematica, el estudiante guiado por el

continuo (lo cual conduce a la ecuacion docente puede llegar a visualizar y/o re-

de onda) y de las ligaduras a las que estgpresentar diferentes fenémenos ondula-

sometido el mismo (condiciones de fron- torios mecanicos. En esta perspectiva, estos

tera). La base para analizar los procesofenémenos ya no apareceran como analo-

ondulatorios en este caso, lo constituye lagias o descripciones justificadas sino como

segunda ley de Newton y no las descrip- consecuencias naturales de la dinamica del

ciones (y las analogias) de los fendmenosmedio mecanico, es decir, un resultado de-

ondulatorios mecanicos. rivado a partir de la segunda ley de Newton
aplicada al medio continuo.

Se aprecia el esfuerzo hecho por los auto-

res en transmitir el significado de cada unaMATERIALES Y METODOS

de las funciones que intervienen en la so-

lucién de la ecuacién de onda mecanica,ECUACION DE ONDA PARA

asi como la forma en que se puede escribitUNA CUERDA TENSA'Y SOLUCION

la solucion en términos de dos funciones

gue viajan en sentidos opuestos. Sin em-A partir de la aplicacion de la segunda ley

bargo, en este trabajo se considera mas conde Newton a un segmento de una cuerda

veniente comenzar el estudio de ondastensa de longitud., tensiénT y densidad

mecanicas en una cuerda, a partir de la selineal uniforme de masa m, (Butkov, 1968),

gunda ley de Newton; luego obtener la se obtiene la ecuacion de onda:

ecuacion de onda y posteriormente resol-

verla por el método de separacion de va- U oy oy

riables. La solucion obtenida, en muchos ?? - X2

caso0s, es una superposicion convergente

de un nimero infinito de funciones. Aqui en donde y es la coordenada de desplaza-

surge el inconveniente de estudiar esta somiento vertical,x es la coordenada hori-

lucién. Un andlisis cuidadoso de ella pro- zontal de un segmento infinitesimal de

porciona un camino para observar cuerda yt el tiempo. Véase figura 1.

tedricamente los fendmenos de reflexid

en la frontera, interferencia, modos norme

les de oscilacion, pulsaciones, etc.

@

El andlisis de la solucién de la ecuacio
de onda no es féacil, sin embargo, esta di
cultad puede ser superada con relativa f
cilidad usando programas matematicos ¢ =i x=1r
computadores y calculadoras. El uso ae

programas de computador y calculadoras,

(Moya y Novoa, 2003, De Jong, 2003) por Figura 1

ejemplo, como herramientas poderosas Cuerda tensa de longitud L.
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Aplicando el método de separacion de va-en donde es la altura ¥ la base del trian-
riables,(x,t) = X(x)U (t) , yasumiendo gulo central que inicialmente forma la cuer-
que la constante de separacion es negatida (véase la figura 1). La solucién de la
va, —a?, en dondex es un numero real dife- ecuacién de onda en este caso da:

rente de cero, se obtiene:

W(x.t) = [Acogax)+ Bsin(ax mcoﬁf H‘DS'"E( % W(xt) = ZAqS' i(2n+1)7T B: %f(2n+l)r[
(2 (5)
La eleccion de la constante de separacion
— a? es debido a las condiciones de fronte-en dondeD< X< L A es dado por:

ra del problema particular, el cual, debe ser
seleccionado de tal manera que permita

observar con facilidad los fendbmenos , . a4’ 28"5(2n+1)nE+SrE(2n+l)n(L 25)%
ondulatorios. Para tal fin se propone el si- (rr+2nm)
uiente caso. ___ A’ 2n+1)nL+zz)
9 (r+2nm)’e 'E( aL E
(6)

Caso: Cuerda tensa, de un extremo fijo y el
otro extremo libre, liberada del reposo y
con forma inicial de triangulo central (véa- El paso a seguir es el andlisis de las
se figura 2). Las condiciones de fronteraecuaciones (5) y (6). La grafica exacta de
son: la expresion (5) es imposible ya que se tie-
ne un ndmero infinito de términos, sin
embargo, se puede trabajar cortando la se-
rie, ya quey _ - 0. Usando el Mathema-
tica, se puede graficar la soluciéon para los
5 primeros términos y los 100 primeros tér-
minos ent=0, por ejemplo. Para esto se
usan los valores.=1,¢ =0.2,5 =0.1y \/Li: 2

Figura 2 Como se deduce de las figuras 3y 4 es
Forma inicial de la cuerda: un extremo fijo suficiente tomar los cien primeros térmi-
y el otro libre. nos de la solucién de la ecuacién onda, ya
. que reproduce bastante bien la forma ini-
(0,t) =0 extremdijo cial de la cuerda.
oy _ .
——(L,t) =0 extremdibre 0.1
ox ®) 0.075 w(x.0)
Las condiciones iniciales son: 0.05
0.025
w = Oseliberadelreposo 0.2 0.4 0.6 0.8 Xl
-0.025
gB(—L&G paraL—EsxsL -0.05
[ﬁ’ 2 -0.075
tp(xO)-f(x)- 6B<+ H—épara7<x<—+f 0.1
g) parael restodelespacm Figura 3
0 (4) Gréfica de los primeros cinco términos.
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0.1 0.1
X,0
ool W(X0) sl W(x,0.36)
0.05 0.05
) 0.2 0.4 0.6 0.8 - W“ 06 05 I
0.025
-0.025 X
0.0 -0.05
-0.075
-0.075
0.1
Figura 4 01

Grafica de los primeros cien términos.

Figura 7
Para ver el comportamiento de la cuerda en.os dos pulsos después del contacto con
el tiempo, se realizan gréaficas de la solu-los extremos cambiaron su sentido de pro-
cion (tomando los cien primeros términos) pagacion. El que hizo contacto con el ex-
para diferentes tiempos. Por ejemplo, va-tremo fijo, invirtié su altura; el otro no se
riar el tiempot desde 0 hasta 2 en pasos denvirtié (extremo libre).
0.01. Mathematica ofrece la opcion de se-
leccionar y hacer ver una sucesion de gra-

ficas permitiendo simular graficamente 01 W(x,0.46)
(véanse figuras 5-16). 0.075 '
0.05
0.1 W(x,0.14) 0.025
0.075 e
0.05 02 ~04 06 08 1
. -0.025
: -0.05 X
02 04 06 08 1 -0.075
-0.025 X 01
-0.05
-0.075 _
01 Figura 8
] Los dos pulsos al encontrarse, se deforman
Figura 5 observandose figuras mas pequefias mo-

El triangulo |n|C|§1I, se d|V|9Ie en dos pulsos mentaneamente.
triangulares mas pequefios que viajan en
sentidos opuestos.

01 0.1
oors,  W(x020 oo W(x0.50)
0.05 0.05
0.025 0.025
‘ 02 04 06 08 1
0025 0.2 0.4 0.6 038 1 0.025
-0.05 X -0.05 X
-0.075 -0.075
01 -0.1
Figura 6 .
y Figura 9

Los pulsos triangulares al entrar en contacto

Los pulsos desaparecen completamente.
con los extremos de la cuerda se deforman. P P P
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0.1
0.075
0.05
0.025

Y(x,0.55)

-0.025
-0.05
-0.075
-0.1

Figura 10

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Los pulsos comienzan a reaparecer.

0.1
0.075
0.05
0.025

Y(x0.63

-0.025
-0.05
-0.075
-0.1

02 04

0.1
0.075
0.05
0.025

Y (x,0.86)

-0.025
-0.05
-0.075

-0.1

Figura 13
Se repite la observacion de la figura 5 y
quedan los dos pulsos abajo.

0.1
0.075
0.05
0.025

Y (x,0.97)

-0.025
-0.05
-0.075

-0.1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 11

Los dos pulsos vuelven a tomar su forma.

0.1
0.075 L‘U(X’O72)

0.05
0.025

-0.025
-0.05
-0.075
-0.1

Figura 12

Los pulsos en contacto con extremos.

Figura 14

Los dos pulsos se encuentran: forman una

figura de mayor altura.

1 W(x1.00)

0.075
0.05
0.025

-0.025
-0.05
-0.075
-0.1

Figura 15

0.2 0.4 0.6 0.8

Se forma un solo triangulo igual que el ini-

cial pero invertida su altura.
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0.1 1.08 Paso I: Eliminacién de los valores en me-
0.075 L[l(X, : ) moria de los parametrosnt,L,d,vy¢ :

0.05
0.025 Xx=;n =t =L = d=;v = x=;
0025 02 0406 08 1  pago || Los coeficientes de Fourier, se cal-
0.05 X culan con el siguiente codigo:
-0.075 L

. . x |6 L T, (2n+1l)xx
01 Fu.us:.rrphfgw[j%_§|lE [x_ 3 ] + aJsln[T ] ax

L.g ¢ L L 2n+l)ymx
Fi
Figura 16 I% l_E[x_?]”‘Sln[T]m]

Vuelven a aparecer los dos pulsos viajan-

do en sentidos contrarios. La funcién FullSimplify[ ] factoriza y re-
duce el resultado de las integrales obte-
niéndose la ecuacion (6).

Dentro de las conclusiones obtenidas por

los estudiantes a partir de las observacio-Paso Ill: Asignacion de valores a los

nes de las Figuras 5 a 16 estan: parametros,L,s,v= %y&

1. La cuerda tiene la forma de dos pulsost =0, L =1, d=01, x=02Zv =2
triangulares que se mueven en sentidos
contrarios todo el tiempo. Paso IV: La funcion Dol ] repite la instruc-
cion de graficacion (funcién Plot[ ]) me-
2. Cuando un pulso llega a un extremo diante el parametro (el tiempo). En este
fijo se invierte su sentido de propaga- paso se sustituye el resultadodel Paso I
cion y su altura, mientras que al llegar en la ecuacion (5) y la suma se corta en
al extremo libre se invierte su sentido n=100:
de propagacion pero no su altura.
o
3. Cuando los dos pulsos se encuentrar m[ut[
sus alturas se suman si ambos van por 3|
arriba o ambos por debajo. Si van uno "
por arriba y otro por debajo, se restan

1
CmiZnmzE

(le2m miLo2g
(Aam ko280

e .
(4178 (-2 sin[Z (14 2m =]+ Sin] =

, ., N (1+2n) AL+2E) - (2n+1) X
sus alturas. Después de esto contintar sin s
como estaban antes. Coo[ ZEEUTTN ), ix, 0, 13, PlotRange (0.1, 0.1:],
it, 0,2, 0.03]

CALCULO DE COEFICIENTES DE

FOURIER Y SIMULACION USANDO 3
MATHEMATICA METODOLOGIA

A continuacién se muestra como fueron La metodologia mostrada a continuacion
obtenidas las figuras 5 a 16 usandofue aplicada en tres grupos de estudiantes
Mathematica para realizar la simulacion de de ingenieria electronica que tomaron el
la cuerda de un extremo lib(g=L) y otro  curso de ondas en la Pontificia Universi-
fijo (x=0). Lo que esta escrito en negrilla dad Javeriana de Bogota. Los pasos reali-
corresponde al cédigo que se debe digitarzados en el proceso de ensefianza son los
en el programa Mathematica. siguientes:
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1. Exposicion del docente en donde dedu-modos normales, ondas estacionarias,
ce la ecuacion de onda para una cuerdanodos, antinodos y longitud de onda.
tensa, dejando en claro los casos para los
cuales se puede usar el modelo. Soluciéon2. Cuerda tensa de extremo fijp=Q) y
de la ecuaciéon de onda usando el méto-libre (x=L), liberada del reposo con condi-
do de separacién de variables para el casaion inicial:
de extremos fijos y configuracion inicial
de la cuerda en forma de un triéngulo l,U(X,O)Z 5%"6{2[)(54_ Si@x%
central, como en la figura 2, realizando 2L 0O 2L
los célculos detalladamente.

En este caso todos los términos de la solu-

2. llustracion de los ejemplos del uso del cién se anulan excepto dos=@ y n=4).
programa Mathematica realizados por el Se puede observar pulsacion en el punto
docente, en donde se busca que el estux=L. Util para estudio de pulsaciones.
diante comprenda rapidamente como
graficar, calcular integrales (coeficientes Un ejemplo, para el cuestionario en el paso 5, que
de Fourier), realizar sumatorias y progra- permite formalizar la observacion de la Figura 5
mar para realizar la animacion. es: demostrar que la solucion dada por la ecua-

cion (5) se puede escribir como una superposi-

3. Propuesta, por parte del docente, decion de funciones que viajan en sentidos opuestos:
ejercicios para que el estudiante solu- g (x,t)=y, (x—vt)+g_(x+vt) y determine la
cione la ecuacién de onda y pueda con-constantev.
cluir s6lo observando las simulaciones.

RESULTADOS

4. Discusion y formulacion de conclusio-
nes a partir de las observaciones he-Dentro del proceso de andlisis de la solu-
chas por los estudiantes. cion de la ecuacion de onda, los estudian-

tes desarrollan dos destrezas: calculo de

5. Formulacion, por parte del docente, de coeficientes de Fourier en forma analitica
un cuestionario, que al estudiante le y uso del programa Mathematica para efec-
permita obtener nuevos conocimien- tuar los mismos calculos analiticos y la
tos, formalizar las conclusiones o lle- programacion de simulaciones. La expe-
gar a conclusiones que no se riencia mostré que el desarrollo de estas
obtuvieron durante el proceso anterior. dos destrezas, los estudiantes requieren de

dos semanas (8 horas de clase en total).

En particular para el paso 3, se proponen al-

gunos ejemplos de problemas para analisis: Las observaciones realizadas por los es-

tudiantes en las simulaciones, les permite

1. Cuerda tensa de extremos fijos, liberadaun acercamiento en la comprension de los

del reposo con condicion inicial: fendbmenos ondulatorios como: propaga-
cion de una onda, interferencia construc-

rHﬂT E tiva y destructiva, ondas estacionarias y

zp(x,o):é Si L X modos normales de oscilacion, longitud

N L de onda, reflexion en la frontera y pulsa-

En este caso todos los términos de la soluciones, entre otros. Aqui, es necesaria la
cién se anulan excepto uno=4), que- intervencion del docente para hacer cla-

dando la cuerda oscilando en un modoridad y precision del fendmeno observa-
normal de oscilacion. Util para estudio de do y la respectiva formalizacion.
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DISCUSION te realiza observaciones de caracter fisico
desde un punto de vista de investigacion,
El proceso permite al estudiante concen-permitiéndole comprender de forma natu-
trarse, después de desarrollar sus destrgal y efectiva los fendmenos ondulatorios
zas de calculo y programacion, en elen la cuerda tensa, los cuales constituyen
andlisis fisico. Esta forma de proceder louna base adecuada para el estudio de temas
orienta en el trabajo de investigacion mas avanzados de fisica.
(Hurgeratet al, 2003). Ademas, le per-
mite ver la expresion analitica de la solu-El andlisis mostrado, evita describir y acep-
cion de la ecuacion de onda de formatar los fenémenos mecanicos ondulatorios
sencilla, a pesar de su complejidad, y leen la cuerda tensa, permitiendo una secuen-
brinda la posibilidad de interpretar cadacia natural y l6gica de aprendizaje, libre de
uno de los términos que la conforman. esfuerzos que justifiquen tales descripcio-
nes. La propagaciéon e interferencia, por
El estudiante construye su propia simula-ejemplo, se aprecia como una consecuen-
cion después de un proceso en donde él heia de la solucion de la ecuacién de onda
sido participe activo, lo cual lo diferencia (segunda ley de Newton).
del uso de simulaciones ya preparadas en
donde el estudiante sélo observaria, sin coEs imprescindible la guia del docente. Este
nocer los fundamentos que conducen a lalebe ser claro y habil en la formulacién de
simulacion, un fenémeno fisico. Ademas, interrogantes y problemas, de lo contrario
el construir la propia simulacién muestra el estudiante queda perdido dentro del cél-
gue ésta es obtenida a partir de fundameneulo y la programacion. No obstante, des-
tos fisicos y no constituye una serie de imapués de que el estudiante ha sido guiado
genes editadas para hacer una animaciépor un tiempo, éste comienza a proponer
no calculada. problemas propios.
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