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.ABSTRACT 

Applaying thl theory of adjoint functions and adjoint functors 
! 

/ 

en basic concepts of Boolean Algebra are revised. 

RESUMEN 

, Dentro del marco de la teoría de funciones adjuntas y f~ntores 

adjuntos se revisan los conceptos básicos de la teoría de las 

Algebras Booleanas. 
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ANILLOS BOOLEANOS 

l. INTRODUCCION 

Este tema, el de los anillos de Boole, no es nuevo. En 1936 y 1937 apa

recieron dos artículos muy completos que resumen la primera parte del 

trabajo de M. STONE en la materia. A pesar de no ser quien inició el 

estudio de esta rama del álgebra nos llamó la atención el que, en su 

trabajo, establezca relaciones entre los anillos de Boole y la Topolo

gía. En una de sus publicaciones, la de 1937,asociaa un álgebra de Boo

le un espacio topológico y caracteriza los espacios así obtenidos. El 

métddo establece una equivalencia entre esa categoría de anillos y la 

correspondiente categoría de espacios. 

Es nuestro parecer que se pueden aportar resultados en la dirección in

dicada por SiONE. De manera muy especial con el estudio de una topolo

gía que generaliza la usada en su segundo artículo. También podemos 

afirmar que hoy se dispone de instrumentos y lenguajes que no existían 

en esa época a saber la teoría de categorías y teoría de haces, que, 

en principio, deben permitir un tratamiento más general del tema. 

En la primera parte de esta serie nos proponemos presentar los ele!Tfefl

tos de la Categoría Bo de los anillos de Boole y establecer su rela-
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ción con la categoría de los conjuntos con ayuda de una pareja de fun

tores adjuntos contravariantes. 

Esta revisión termina con una serie de ejemplos generales o digamos me

jor de construcciones naturales en los que se agrega de ser posible un 

análisis de la propiedad universal de la construcción y un estudio de 

sus elementos minimales. 

Hemos dejado para la segunda parte los temas que relacionan de alguna 

manera la topología con las álgebras de Boole inclusive en la presenta

ción de ejemplos y construcciones. 
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l. ESTRUCTURA DE ORDEN ASOCIADA A UNA ESTRUCTURA DE ANILLO 

a) Definición de la Relación < y Propiedades del Orden. 

En un anillo A se define una relación< por medio de la proposición 

"x<y si y solo si xy=x". En un anillo conmutativo arbitrario esa rela-

ción es antisimétrica y transitiva. Evidentemente la reflexividad es 

equivalente a la propiedad. 

para todo x de A, x2=x [B] 

Cuando un anillo cumple esta propiedad [B] recibe el nombre de anillo 

booleano o anillo del tipo [B]. Dicha propiedad entraña entre otras 

que la estructura multiplicativa del anillo es conmutativa y que todo 

elemento es inverso aditivo de sí mismo: 

para todo x en A, x+x=O (1) 

Este hecho se interpreta también diciendo que el cuerpo z2 opera 

sobre el anillo A para convertirlo en un espacio vectorial. 

La relación < es compatible con la multiplicación del anillo pero 
1 

no lo es con respecto a la adición: 

si x<y entonces zx<zy (2) 
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Si por ejemplo en A se supone-que hay elemento unidad, hecho que 

no es indispensable para definir el orden, entonces 

Si x<y necesariamente x+l>y+l (3) 

Evidentemente el hecho de que haya elemento unidad es equivalente 

a que, para el orden <,.haya en A un elemento máximo. El elemento mí

nimo es, en cualquier caso, el cero de la adición. 

No sobra decir que si f es un homomorfismo de anillos f: A -->B 

del tipo [B], necesariamente se convierte en aplicación monótona cre

ciente (o mejor no-decreciente): 

Si x<y en A entonces f(x)<f(y) (4) 

Se usa en esta observación la propiedad f(aa')=f(af(a') pero no inter

viene la propiedad f(a+a')=f(a)+f(a'). 

b) Extremo.s Superiores e Inferiores . 

En un anillo de este tipo el orden puede tener serios defectos. 

Por ejemplo puede haber subconjuntos (no vacíos) U de A para los que 

no exista el extremo superior y/o el extremo inferior. 

Anotemos, sin embargo, que si el anillo tiene elemento unidad en

tonces la existencia del extremo superior a=sup(U) asegura la existen

cia del extremo inferior del conjunto denotado por l+U={l+u!uEU} Y 

además 
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1 + Sup(U) = Inf(l+U) (5) 

En consecuencia en el caso de anillos uníferos la existencia de extre

mos superiores para los subconjuntos no vacíos de A asegura la exis

tencia de extremos inferiores, lo cual no quiere decir, como lo vere

mos en ejemplos posteriormente, que la existencia de elemento unidad 

baste para asegurar la existencia de los pr.imeros. 

En cambio si suponemos que U es un subconjunto finito de A no va

cío, sí existen su extremo superior y su extremo inferior: como de cos

tumbre basta considerar U={a,b} y observar que 

inf{a,b} ab 

sup{a,b} a+b+ab 

hecho lo cual proceder por iteración. 

e) Las nociones de Elementos Minimales y de Elementos Maximales 

(6) 

(7) 

Recuérdese que en un conjunto ordenado (X,<) se llama elemento minimal 

un elemento m de X tal que el conjunto {asXIa<m, afm} es vacío. De ma

nera dual se define elemento maximal. 

En nuestro caso, el cero de un anillo juega el doble papel de minimal 

y mínimo. Si retiramos el cero, el subconjunto X=A-{0} podría tener o 

no elementos minimales. Es más, podría tenerlos sin que fueran sufi

cientes: en un conjunto ordenado hay suficientes minimales cuando para 

cada x de X existe por lo menos un minimal m que cumple m<x. 
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El estudio de los anillos de Boole A que tienen suficientes mínima

les, es decir en aquellos en que X=A-{0} los tiene (suficientes) es 

mas sencillo y quiza más productivo que el caso general. Se denota 

min(A) el conjunto de los minimales de A-{0}. 

También se pueden definir los anillos con suficientes maximales. 

En los anillos con elemento unidad se cumple 

x es minimal si y solo si l+x es maximal (8) 

así·que si en A hay suficientes minimales, haya suficientes 

maximales (cuando hay elemento unidad). Pero en general la existen

cia de los unos nada tiene que ver con la de los otros. 

d) Caracterizaaión Al~ebráica de los Minimales 

Afirmación: Para que un elemento x de un anillo A del tipo [B] sea 

minimal es condición necesaria y suficiente que para 

todo y de A se cumpla una de las proposiciones siguien

tes y una sola 

xy x o bien xy=O (9) 

Demostración: 

Supongamos que x es minimal y que y es un elemento 

cualquiera de A. En particular xfO. En tales condicio

nes las dos proposiciones de (9) no pueden cumplirse 

al mismo tiempo. Por otra parte siempre es cierto que 

xy<x. Si fueran diferentes, por ser x minimal, se ten-
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dría que xy debería anularse. 

Inversamente supongamos que x cumple (9). Veamos que es 

minimal: si z<x y z~x entonces zx=z~x con lo 

cual zx=O (por (9)) es decir z=O. Es decir no hay en 

A-{0} elementos estríctamente menores que x: es entonces 

minimal. 

e) Las Multiplicaciones c:A ---->A Admiten Adjunto (o la existenciá de 
de unidad en A). 

Si A es un anillo de Boole y e es un elemento de A, la función 

x ---->ex es monótona no decreciente. A pesar de tratarse de un ho

momorfismo (no unífero) de anillos nos interesa únicamente el que 

respete el orden. 

Afirmación: Si A es un anillo del tipo [B] con elemento unidad, to-

da multiplicación c:A -->A, x -->ex por un elemen-

to e de A, admite adjunto a derecha, es decir que exis-

te una función fe: A -->A que cump·le, para cada a y b 

de A la equivalencia 

c.a<b si y solo si a<fc(b) 

y además también es monótona 

Demostración: En efecto basta definir fc:A ->A como 

f (x) = l+c(x+l) 
e 

(lO) 

(11) 

Nótese que fc(xy) fc(x)fc(y). De donde se deduce la 
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monotonía. En cambio no es cierto que fc(x+y) sea 

fc(x)+fc(y). 

Consecuencias: (a) Para todo b, se cumple 

c. fc(b)<b (12) 

y 

(13) 

(b) La función c:A ->A conmuta con extremos supe-

riores: 

c.Sup{aA} = Sup{caA} (14) 

(e) La función fc:A ->A conmuta con extremos infe-

riores: 

fc(Inf{aA}) = Inf{fc(aA)} (15) 

En los casos, claro está, en que los dos miembros 

de (14) y (15) estén definidos. O mejor: por ejem

plo, si Sup{aA} existe,también Sup{caA} y vale 

(14). 

Estos resultados son de carácter general, válidos cuando se encuen

tra ante un par de funciones adjunta, como fue explicado en [3]. 

Agreguemos una consecuencia que tiene que ver con los elementos mi

nimales (y que no aparece en [3]): Aquí min(b)={xlx s min A, x < b} 

Consecuencia: (2a parte). Recuérdese que se ha supuesto que A es 

unífero. Si existe en A el extremo superior Sup{bA}A 

de un subconjunto {bA}A de elementos de A, entonces 
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(16) 

Demostración: Evidentemente el miembro izquierdo de (16) contiene 

al derecho. Inversamente, si existiera x en min(b), 

b=Sup{bA}A tal que para todo A, x t min(bA), enton

ces xb, =O para todo x y O=Sup{xb } = x Sup{b }:=xb=x 
1\. AA. A 

lo que contradice que x sea minimal. 

Consecuencia: (Caso particular) Si K representa un subconjunto de 

minimales de un anillo unífero A y se supone que 

k=SupK existe en A, eotonces 

Afinnación: 

min(k) = K (17) 

Sea A un anillo de Boole. Si para algún elemento e 

de A la multiplicación por c:A -->A, x -->ex admite 

adjunto a derecha de, entonces A tiene elemento uni

dad. 

Demostración: En efecto la existencia de de asegura que para cada 

b en A, {xEAI cx<b} admite extremo superior: se tra

ta de dc(b). Si se toma x=c entonces es claro que 

{xEA!cx<c},es A. Su extremo superior dc(c) será ma

yor que todo x de A con lo cual dc(c).x=x, Es decir 

dc(c)=l. 

En consecuencia en un anillo ~e Boole la existencia de elemento uni-

111 
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dad y 1~ exis~encia de adjuntos a izquierda de las multiplicaciones 

x-->cx (e en A) son equivalentes. El adjunto d
0 

de la multiplica

ción por O es justamente la función constante de valor 1 (cuando 

este existe). 

e) Los Anillos de Boole y los Anillos de Partes. 

El ejemplo más simple que se puede dar de un anillo de Boole es 

el del conjunto P(X) de las partes de un conjunto X, eventualmente 

vacío. Las leyes de adición y multiplicación están dadas por 

A+B:= (A-B) U(B-A) y AB:=A n B (18) 

Como es ampliamente conocido el anillo (P(x),+,·) tiene elemento 

unidad, es cerrado para extremos superiores e inferiores y tiene 

suficientes minimales (los singletones {x}) y suficientes maximales 

_{sus complementarios X-{x}). El operador de complementación A-->Ac 

se identifica con A -->X+A. 

El interés de este ejemplo elemental radica en la posibilidad de 

poner en contacto, mediante un homomorfismo, un anillo del tipo [B] 

y un anillo de partes. Dicha función es un homomorfismo natural pe

ro, en general, ni es sobreyectiva ni es inyectiva. 

Notación: Dado un elemento b de un anillo (booleano) B definimos 

el conjunto min(b) = {xsB/xfO, x<b y x minimal en 

B-{0}}. Eventualmente min(b) puede ser vacío. Si B hay 
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Definición: 

Nota: 

Afirmación: 

hay elemento unidad, min(l) coincide con el conjunto· 

min(B) de los elementos minimales de B-{0}. 

Para cada anillo se define una función M B' 
Al 8:B -> P(min(B)) 

haciendo 

M8(b) = min(b) si b~O 

=-~ si b~O 

Es evidente que la funciónM 8 est~ definida inclusive 

si B no tiene elementos minimales. 

H8 es un homomorfismo de anillos. Si B tiene elemento 

unidad y por lo menos un minimal entonées M8 es unífe

ro. Es m~s: M8 es especial, es decir que dado un ele

mento minimal z de P(min(B)) existe un minimal x de B 

tal que M8(x)>z. 

Condición de Inyectividad de 

Como, entre otras cosas M
8 

es un morfismo de grupos, su inyectividad 

es equivalente a la relación: Ker M8=0. Con lo cual se est~ diciendo 

que si, para algún elemento b M8(b)=O entonces b=O. En otras pala-

bras si b no es nulo, min(b) no puede ser vacío. Es de~ir ,, 
" 

Afi nnaci ón: Las condiciones (b) y (a) son equivalente para un ani-
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(a) M8 es, i nyecti vo 
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(b) Hay, erYB-{0} suficientes minimales. 

En tal caso B se identifica a un sutianillo d~ un anillo 

de partes. 

Ejemplo: Un anillo de Boole en el que M8 es inyectivo y no so

breyectivo: Se-denota por P*(X) los conjuntos A, de 

un conjunto X infinito, que cumplen: A es finito o bien Ac es finito. 

P*X estará constituido por los conjuntos finitos y sus complementarios. 

Las operaciones son las de PX. Los elementos minimales son los single-

tones {z}. Con lo cual PX y P*X comparten los elementos minimales. Sin' 

embargo este último no es cerrado para extremos superiores. La aplica-

ción MP X 
* 

yectiva. 

P*X --> PX es la inclusión, que evidentemente no es sobre-

Condición para la sobreyectividad de M8. 

Afirmación: Sea B un anillo de Boole con elemento unidad y supon~amos 

que cumple la siguiente condición [e], de completez: 

Para todo subconjunto no vacío K de min(B) existe, 

en B, su extremo superior. 

En esas condiciones M8 es sobreyectiva. 

Demostración: En efecto si K< min(B) (no vacío) se define b=Sup K y 

por (17) se cumple que min(b)=K. 
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Observación: la Completez y el Adjunto de M
8

• 

Supongamos que B es un anillo de Boole pero omitamos que 

tenga elemento unidad. Entonces la aplicación 

M8: B --> P (min B) admite adjunto a izquierda a la 

condición necesaria y suficiente que B sea completo. 

Demostración: a) Supongamos que exista una aplicación conjuntista 

S:P(min B)-->B (monótona no decreciente) que cumpla 

(i) Para todo elemento KEP(min B), MS(K)> K y 

(ii) Para todo elemento de b de B, SM(b)<b. Entonces 

(iii) S transforma los minimales de P(min B) en mini-

males de B: por cuanto, si {k} es un singletón en 

min(B), {k} = M(k) - aquí se usa que M transforma 

minimales en minimales - con lo cual S{k}= SM(k)<k. 

Como k es minimal en B, pueden suceder dos casos: 

o SM(k) ={S}k = k, o bien S (k) = S{k}= O. Este úl-

timo caso queda descartado por cuando ~=M(O) sería 

MS{k}= {k}. Por otra parte (iv) S conmuta con extre

mos superiores (ver[3]): si K es un subconjunto de 

minimales de B, para calcular Sup(K) en B podemos 

proceder escribiendo K= U{k} en P(min B) y aplicar S 
kEK 

S(K) = S(U{k}) = Sup S{k}= Sup8(K). 
kEK 

{por iii). Es decir que Sup(K) en Bes S(K). En con-

clusión B es completo. 
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(b) Inversamente, si B es completo y Kes un subconjunto 

de minimales no vacío se define S(K) = Sup
8

(K). Ade

más S(~)=O. Se demuestran sin dificultad (i) y (ii). 

Consecuencia: Si B es completo, la función M8 conmuta con extremos in

feriores. 

CUándo un Anillo de Boole es un anillo de Partes 

Teorema: Para que un anillo de Boole B sea un ;anillo de parte 

(B~P(X)) es condición necesaria y suficiente que: 

1) B tenga suficientes minimales y que 

2) B sea completo. 

Nota: El elemento unidád nace de las condiciones (1) y (2) al escribir 

a= Sup8(min(B)). 

Anillo con suficientes minimales asociado a un anillo de Boole. 

En este numeral notaremos M al homomorfismo de anillos natural 

M8:B ->P (min B). Como M es un homomorfismo de anillos el núcleo 

KerMes un ideal del anillo B. El cociente B/Ker M es un anillo de 

Boole, es más se identifica con la imagen de M en P(minB). B/Ker M 

tiene suficientes minimales. Es mas por la identificación canónica 

de B/Ker M con Imagen (M~ .en P (mi n B) se puede decir que hay tantos 

minimales en el uno como en el otro. Si B es completo con unidad 

entonces B/Ker M sería isomorfo a P(min B). 
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2. El FUNTOR-P ADMITE ADJUNTO 

a) Definición de la Categoría Bo 

Definición: 

Afinnación: 

Un homomorfismo f:A--->B entre anillos del tipo [B] es 

especial si, para todo elemento minimal b de B existe 

un elemento minimal a de A tal que b<f(a). 

El elemento a, de la definición anterior, queda deter

minado de manera única por el elemento b (y la función 

f). 

En efecto si f(a)>b y f(a')>b, también f(aa')>b. Si a y a' fueran mini

males distintos aa' sería O. Con lo cual b sería O. Pero b es minimal 

(en B-{0}). 

Definición: Denotaremos por Bo la categoría cuyos objetos son los 

anillos de Boole y cuyos morfismos son los homomorfis

mos especiales (La composición es la usual). 

Nota: Fácilmente se observa que el compuesto de dos morfismos especia

les es especial y que la identidad es especial. 
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El Funtor P: Conj -> Bo 

Conj denota la categoría de los conjuntos. P(X) el anillo de Boole 

de las partes de X. Si f:X-->Y es una aplicación conjuntista la fun

ción P(f):P(Y) -->P(X) definida como P(f)(U)={xEX/f(x)EU} (imagen 

recíproca de U <Y por f) es un morfismo unífero especial. Es más 

P(fog) = P(g)o P(f) y P(id)=id (id: representa de manera genérica 

cualquier morfismo idéntico). 

El Funtor M: Bo ->Conj 

Si A denota un anillo de Boole, M(A) representa el conjunto min(A) de 

sus minimales (es decir el conjunto de los elementos minimales de 

A-{0} para el orden "x<y si si xy=x"). Eventualmente M(A) puede ser 

vacío. 

Si f:A-->B es un morfismo de anillos se define M(f):M(B)->M(A) por la 

norma 

M(f)(b) =a si y solo si f(a)>b. 

Recuérdese que si fes especial ese valor aEmin(A) está completamente 

determinado por b (y por f). 

Como en el caso de P, la construcción M cumple lfficondiciones 

M(fog)= M(g)oM(f) y M(id) = id. 
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Afinnación: 
p M 

Conj --> Bo --> Conj 

son funtores (contravariantes) adjuntos. De manera 

precisa existe un isomorfismo natural en A y Y 

eA,Y : [A,P(Y)] = >[Y, M(A)] 

Nota: Para descargar un poco la escritura hemos notado indistintqmente 

con corchetes [-,-] el conjunto de morfismos entre dos objetos de una 

categoría. 

Demostración: 

Lema: 

Demostración: 

(a) Definamos eA,Y(f). Si f: A -->PY es un homomor

fismo especial de anil~os, para cada YEY existe un 

único x minimal en A para el que f(x)>y . Este hecho 

permite definir una ap 1 i caci ón con.j un ti sta 

f*:Y --> M(A), f*(y)=x. Definimos 0A;Y(f)=f*. 

(b) eA,Y(f) -es inyectiva: Este hecho es conse

cuencia del siguiente Lema. 

Si f:A --> B es un morfismo especial entre anillos 

del tipo [B], y a es un elemento cualquiera de A 

min(f(a)) min(f(x)) 

(la reunión se efectúa sobre los x en min(a)) 

(Del Lema). Como fes monótona, el miembro izquierdo 

contiene al derecho. Inversamente sea z en min(f(a)). 

Por ser f especial existe un (único) x en min A tal 
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que f(x)>z. Por ser x minimal hay dos posibilidades: 

x<a o xa=O. Esta última no puede ser: ya que z<f(a) 

y z<f(x) entonces z<f(a)f(x)=f(ax) que sería O. Pero 

z es minimal. Se concluye que ZEmin f(x) con XEmin(a). 

Veamos entonces que eA,Y es inyectiva. Si eA,Y(f)=eA,Y(f') 

entonces dado y en Y=minPY existiría un x que cumple 

(a la vez) f(x)>y, y, f'(x)>y. (x en minA). Sea aEA. 

Para demostrar que f(a)=f'(a) basta demostrar que 

min(f(a))=min(f'(a)). (allí se está trabajando en el 

anillo de partes!). Lo que se deduce del hecho 

minf(x) = minf'(x) cuando x es minimal en A de acuer

do con el Lema. Desmostremos esta última igualdad: 

Si YEmin f(x) existe un único x1 tal que (a)x1 es mi

nimal en A y (b) f(x1)>y. Es decir x=x1. Pero además x es 

el mismo para f'. Entonces f' (x)=f' (x1)>y con lo cual 

yEmin f'(x). Por simetría se concluye la otra inclu-

sión minf' (x)< minf(x). 

eA,Y es sobreyectiva: veamos porqué. De acuerdo con 

el lema, dado g: Y--> H(A), el homomorfismo 

f:A -->PY que le corresponda (ie:8(f)=g) debe cum

plir min(f(a))= min(f(x)) (con x en min(a)). Se 

define f(a)=g- 1(min(a)). Esta función resulta el 

compuesto: f=P(g)MA. 

MA P(g) 
A --> PM(A) --> PY 
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Consecuencia: 

Consecuencia: 

P-or esa razón es un homomorfismo especial de ani-

llos. Finalmente eA y(f)=g. En efecto eA (f)(y)=x 
' ,Y 

si si f(x)>y. Es decir, si y solo si g-\min(x))=gl(x) 

contiene a y, lo que equivale a que g(y)=x. Es de-

cir que eA,Y(f)(y) = g(y). 

M y P convierten sumas en productos. Mas general-

mente transforman límites inductivos en proyectivos. 

P: Conj -->Bo es funtor fiel. Es decir: la aplica

ción evidente Hom(X,Y)--> Hom(PY,PX) f -->P(f) es 

biyectiva. 

En efecto MPX=X, entonces [X, Y] = [X ,MP (Y)] = [PY, PX]. 
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3. EJEMPLOS Y CONSTRUCCIONES DE ANILLOS DE BOOLE 

a) Anillo Unifero Asociado a un Anillo del Tipo [B] 

Al 

ya 

se 

es 

Supongamos que A es un anillo del tipo [B] que, no necesariamente 

tiene elemento unidad. Formamos el anillo A1 constituido por las pa

rejas (a,O) y (a,l) con a E A. Es decir A1=Ax z2. La adición se de

fine coordenada a coordenada empleando las estructuras aditivas de 

A y de z2. Para la multiplicación se define 

(a,A)(b,~) = (ab+Ab + ~a,A~) 

es de nuevo un anillo Booleano, el elemento unidad es (0,1). Si A 

tlÍene unidad, A1 es un anillo diferente de A en el que este último 

sumerge, pero pierde su elemento unidad para dar pasa alde Al (1,0) 

unidad para elementos de la forma (a,O) pero no para (0,1) ). 

A es un ideal maximal de A1: O--> A -->A1 --> z2 -->0. La retracción 

evidente (a,A)-->a de A1 en A no es un homomorfismo de anillos. 

A un homomorgismo de anillos f:A -->B corresponde uno f1: A1-->B1, 

unífero: f 1(a,A) = (f(a),A). 
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El orden que resulta en A1 depende del de A pero de manera especial: 

así pues 

(a,O) <(a' ,O) en A1 si si a<a' en A 

(a,O) <(a' ,1) en A1 si si aa' =O 

(a,l)<(a' ,1) en A1 si si a'<a en A 

(a,l)<(a' ,0) en ningún caso 

Los elementos minimales quedan en consecuencia trastocados: 

(a,O) es minimal si si a lo es en A 

(a,l) es minimal en A1 si si (a) el ideal Ort(a) = {bEA/ba=O} 

se reduce a O, y, (b) a es maximal en A (e.d: maximal en 

A-{1}). 

Paraque haya suficientes minimales en A1 debe haberlos en A en can

tidad suficiente: Nótese que el caso interesante sería el de en

contrar un minimal en A1 menor que (a' ,1): si a'=O cualquier (a,O) 

con aEmin (A) sirve; si a'~ O existe un minimal tal que aa'=O salvo 

el caso en que a' sea la unidad en A (cuando en A exista elemento 

unidad!): en efecto si en A hay suficientes minimales, sup min(a')=a'. 

La propiedad universal del homomorfismo (no unífero) A j_>A1 

(a,-->(a,O)) se expresa diciendo que si f: A -->B es un homomorfismo de 

anillos y B tiene elemento unidad entonces existe uno y un solo homomor

fismo unifero.T: A
1 

-->B tal que Toi=f. Si fes especial, T también 

lo es. 

Si denotamos por Bo1 la categoría de anillos de Boole con elemento 
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unidad y morfismos especiales y uníferos entonces 1~ construcción 

)1: Bo --> Bo1 determina un functor, adjunto a la derecha del funtor 

"olvido" V: Bo1 -- Bo 

b) Anillo del Tipo [B] asociado a un anillo arbitrario. 

En un anillo arbitrario A se forma el ideal a engendrado por los 

elementos de la forma a2-a, en donde a recorre A. 

Afirmación: 1) A/a es un anillo de Boole; 

2) La función ~A: A -->A/a satisface la siguiente pro

piedad universal: si a:A -->Bes un homomorfismo de 

anillos y B es booleano, entonces, existe uno y un 

solo homomorfismo a: Ala--> B tal que a.$ =a; 

3) Un elemento m de A da lugar a un elemento minimal 

$(m) en A/a, si, para cada x en A se cumple una de 

las dos situaciones siguientes: (i) mxs a o bien (ii) 

mx+ms a. 

Un elemento m en A cuya imagen es minimal en Ala se llamará pre-mi-

ni mal. 

Denotaremos con la letra B la crinstrucción anterior:B(A)=A/a. 

De la propiedad universal se deduce que si f:A -->A' es un homomorfismo 

de anillos, $A,of:A -->A'/a'= B(A) da lugar a un homomorfismo 

B(f): B(A) --> B(A') tal que B(f)o$A= eA,of. Nóteses que B(fg)=B(f).B(g) 
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y B(id)=id (id=identidad). Es decir que B tiene un carácter funtorial. 

Sin embargo no debe esperarse que B(f) sea especial. 

4) Para que B(f) sea especial se necesita que para todo 

elemento preminimal a' de A' exista un preminimal a de A 

tal que f(a).a'-a' esté en a'. 

5) Si A y e representan dos anillos y e es booleano, los 

conjuntos [B(A),e]' y [A,e] de morfismos de anillosno 

necesariamente especiales (por eso empleamos una comilla 

' en la notación) son canónicamente isomorfos .. 

Si Bo' es la categoría de anillos de Boole y homomorfismos no nece

sariamente especiales y además V: Bo'--> An olvida simplemente que un 

anillo es Booleano, para considerarlo como un anillo,entonces B: 

6) B es adjunto a la izquierda de V. 

El funtor B está lejos de ser"fiel, como era de esperarse. Así 

B(Z) = z2 = B(Z4). Si K es un cuerpo la construcción se trivializa. 

e) El "Anillo de Polinomios" A' = A[x]/(x(x-1)). 

Sea A un anillo de Boole que supondremos con elemento unidad. Forma

mos el anillo de los polinomios A[x] y pasamos al cociente por el ideal 

generado por x(x-1). Es decir que entramos a considerar B(A[X] ),anillo 

que denotamos por A'. 
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Se puede dar otra descripción de A', como el conjunto de los elemen-

tos (a,b) en AxA. En ellos se define 

(a,b) + (a' ,b') 

(a,b). (a' ,b') 

(a+a', b+b') 

(aa', ab' + a'b + bb') 

El isomorfismo nace de asociar a un polinomio p(x) 

n 

n 
ao+L::a.xi 

1 
i=l 

en A[X] el elemento (a
0

, L a;) y luego de pasar al cociente. 
i=l 

Afirmación: Si un elemento (a,b) es minimal en A' entonces 

1) a=b y a es minimal en A, o bien 

2) a=O y b es minimal en A 

Consecuencia: Si en A hay suficientes minimales, también los hay en A'. 

Es más: 

min(x,y) {(a,a) !ae:min(x)}U{(O,b) lbe:min (x+y)} 

Demostración:Sea (a,b) un elemento minimal de A'. Si efectuamos con él 

el test de minimales al alemento (a,l+b) vamos a encontrar-

nos ante dos posibilidades (a,b)(a,l+b) es (0,0) o es (a,b). 

Pero por otra parte (a,b)(a,l+b) = (a,a). Se deduce enton-

ces que o bien a=O o bien a=b. 

Veamos entonces que si el elemento minimal es de la forma 

(a,a), entonces a debe ser minimal en A: nuevamente se 

efectúa el test algebráico de minimales con (x,O), x arbi-
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Afinnación: 

Afinnación: 

en A. Como (a,a)(x,O) = (ax,ax) y (a,a) se supuso mini

mal entonces ax=a o bien ax=O lo cual entraña que en A, 

el elemento a, es minimal. 

Pasemos a ver que si en A' el elemento (O,b) es minimal 

entonces b es minimal en A: tomemos x en A. Como 

(O,b)(O,x)=(O,bx) entonces hay dos casos posibles o bien 

bx=O o bien bx=b. Es decir que b resulta minimal en A. 

La función A--> A', x --> (x,O) es un homomorfismo uní

fero especial. La función A -->A', x -->(O,x) es un ho

momorfismo especial no unífero. La función A-->A', 

x -->(x,x) es un homomorfismo no unífero, no especial. 

1) Si M es un subconjunto de minimales en A y si allí 

existe a= sup M entonces en A' existe el extremo 

superior sup M', en donde M' denota el conjunto 

{(x,x)/xEM} y, además, Sup M' = (a,a); 

2) También existe en A' el extremo superior sup({O}xM) 

y es igual a (O,a); 

3) Si M y N son subconjuntos de minimales de A y se su

pone que sup M=a, sup N=b existen en A entonces, al 

escribir M' = {(x,x)EA.' lxEM} y N'= {O} x N, se ten

drá que el extremo superior M'UN' existe en A' y es 

igual a (a,a+b). 
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·Si en A todo subconjunto no vacio"de minimales admite 

extremo superior, lo mismo sucede en A'. Es áecir si 

MA es sobreyectiva (inyectiva) MA, es sobreyectiva 

(inyectiva). 

Propiedad Universal de la Construcción A -->A' 

·sean A y B anillos booleanos. Se supone que A tiene elemento unidad. 

A un homomorfismo de anillos g:A -->B y a un elemento b de B se hace co

rresponder el homomorfismo de anillos f = <g,b>: A'-+ B definido por 

Afinnación: 

Demostración: 

La aplicación (g,b) ~-> <g,b> de [A,B]xB en [A',B] es 

biyectiva. Si además, g se supone especial, <g,b> re

sulta especial. Y viceversa. 

Si f: A' --> B es un homomorfismo de anillos, se le 

asocia < g,b> haciendo g(a) = f(a,O) y b= f(O,l)=. 

Por otra parte supongamos g:A-+ B especial y veamos 

que <g1> es especial: Sea m un elemento minimal de B. 

Con respecto a b, hay dos posibilidades: mb=m o mb=O. 

Busquemos, por cuando g es especial, un elemento mini

mal de A, digamos a, tal que g(a)>m. Entonces (si mb=m) 

seleccionamos el elemento minimal (a,a) de A' y con 

él <g,b> (a,a)>m. Si por el contrario mb=O, considera

mos (O,a) para el que se cumple <g,b>(O,a)>m. Luego 
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<g,b> es especial. 

Nota: En la anterior afirmación se ha usado el símbolo[,] para denotar 

indistintamente homomorgismos de 1anillos o bien homomorfismos especiales. 

La afirmación anterior puede traducirse así: 

Consecuencia: El functor B -->[A,B]xB, de la categoría Bo en la de los 

conjuntos, es representable. 

d) Cociente de un Anillo Booleano 

Sea A un anillo del tipo [B]. Sea a un ideal. Es evidente que el 

anillo cociente A/a es también del tipo [S]. 

Afinnación: Si a es un ideal maximal de A, en donde A es un anillo 

del tipo [B] con elemento unidad, entonces A/a es iso

morfo a z2. 

En efecto un elemento cualquiera del cociente [x] da lugar a la ecua

ción [x][x]=[xx]=[x]. Y a su turno esta se escribe [x]([x]-1)=0. Como 

a es maximal, Aja es un cuerpo y por consiguiente para·todo [x] se cum

ple que o bien [x] = O o bien [x]-1=0. 

Propiedad Universal: Si a es un ideal maximal de A y a un ideal de B, 

ambos A y B con elemento unidad y booleanos, 

todo homomorfismo de anillos a: a --a' se prolon-
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ga de una sola manera en un homo111orfismo unífero de 

anillos f:A -->B. 

Considerar el diagrama. 

o -->a. j_>A .L>z -->o 

! ! !2 
O ->ti. ->B ->B/a. -->0 

en donde u(O)=O y u(1)=1. Se define f:A ->B así 

1) Si asA está en a., entonces, f(a)=i'a(a); 

2) Si a no está en a., f(a)=i'a(a-1)+1 

Es frecuente eliminar en la notación las inclusiones 

iei' y escribir, por ejemplo, f(a)= a(a) en el caso 

( 1) 

Nótese que si ata. entonces j(a)rO es decir j(a)=1; 

así pues j(a-1)=0 y por esto a-1sa.. Se demuestra que 

f es un homomorfismo de anillos: se consideran tres 

casos: a,a'sa. asa., a'i a.; ni a, ni a' están en a.. 

En el primer caso y en el último se debe a propieda-

des del homomorfismo a. En el segundo caso: 1+a'sa. 

y así f(a)+f(a')= a(a'+1)+1= a(a+(a'+1))+1=a(s+a'+1)= 

f(a+a') por cuanto a+a'sa.. De manera semejante se pro-

cede con la propiedad f(aa')=f(a)f(a'). Veamos por 

ejemplo el caso dos: a en a. y a'~a.. aa'sa.( ideal); 

f(a)f(a')=a(a)(a(a'+1)+1) = a(a)a(a'+1)+a(a) = 

a(a(a'+1)+ a(a) = a(aa'+a) + a(a) = a(aa')+a(a)+a(a) 
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Consecuencia: 

Consecuencia: 

=a(aa')=f(aa'). En el tercer caso a~ y a'sa con lo 

cual 1+a Y 1+a' están en 4. El producto aa' no está 

en a: en efecto j(aa')=j(a)j(a')= 1.1=1. Por lo tanto 

aa'+1 E a. También a+a'~ (probar con j). 

As7 f(a)f(a') = (a(a+1)+1)(a(a'+1)+1) = a(aa'+1+(a+a')) 

+ a(a+1)+ a(a+1)+ (a'+1)+1 = a(aa'+1) + a(a+a')+ 

+ a(a+1+a'+1)+1 = a(aa'+1)+1 + a(aa'+1)+1 = f(aa'). 

El cuidado que se debe tener en cada caso es que cuan

do se escriba a(x), x debe estar en a. En cuanto a la 

unicidad de f basta observar que si a~a, 1+asa y si 

se supone que f debe ser un homomorfismo unífero, 

f(1+a)=f(a)+f(1) ~ 1+f(a), es decir f(a)=f(1+a)+1 pero 

en a se supone que f marcha como ~· Así pues 

f(a)= i'a(a)+1. No queda otra salida. 

Si 4 es un ideal maximal en dos anillos A y B (unífe

ros y del tipo [B] entonces A y B son isomorfos (a 

través de un isomorfismo único que sea la identidad 

en a). 

Si A es un anillo con elemento unidad del tipo [B] 

y si existe un conjunto X tal que PX es isomorfo

en tanto que anillos- a un ideal maximal a de A en

tonces A es isomorfo a un anillo P(Y). 

En efecto tomar B=P(XU{wD.wtX y aplicar la conse

cuencia anterior. Nótese que PX es maximal en B. 
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