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Resumen 

En los textos usuales de matemáticas para ingeniería se resuelve la ecuación del 
calor en . dimensión uno en forma incompleta, ya que no se tiene en cuenta la 
convergencia de la solución. El objetivo de este artículo es justificar en forma 
rigurosa todos los procesos de límite que intervienen, y demostrar que la ecuación 
del calor tiene una única solución, cuando Q = ((O,L) L >O. 

Abstract 

In commonly used mathematics text-books for engineers the heat equation is sol ved 
in dimension one in an incomplete form beca use the convergency of the solution is 
not considered. The objective of this article is to justify in a precise form all the 
processes of limits that participate and to show that the heat eq uation has a unique 
solution when Q = (O,L) L >O. 

INTRODUCCION 

La ecuación diferencial en derivadas parciales con valor en la frontera y 

con la condición inicial dada 

(A) 

i) g~ -Au = o en n X (O,oo) 

ii) u= O en {Jfl x (O,oo) 

iii) U(x,O) = f(x) en !1, 

en donde fl es un dominio en RN con frontera 8!1, y Au es el Laplaciano de 

U, para todo u E c2 (n) y fE c(i'i). La ecuación (A) se llama ecuación del 

calor, pues modela la distribución de la temperatura Ú(x,t) en n en el 

instante t. La ecuación del calor y sus variantes intervienen en numerosos 

fenómenos de difusión. El estudio de esta ecuación se originó en el siglo 

pasado y la primera investigación la hizo fo'ourier en 1822 en su obra 

"TIIEORIE ANALYTIQUE DE LA CIIALEUR". 
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La ecuación del calor e~ el ejemplo m's sen¿illo de ecuación diferencial de 

tipo parabólico. 

Para la solución de la ecuación (A) pueden verse las referencias [2] p,g, 

217 y [6] pág. 15!) donde se prueba si fE 1.2(!1), entonces existe una ímica 

función u(x,t): ñ x [O,oo) - R que verifica las condiciones i), ii) y iii) 

del problema (A). 

En este artÍculo estudiaremos la ecuación particular del calor cuando !1 = 

(O.L); en la solución usaremos la técnica de Fourier. 

El modelo matern,tico se present-a en el ·siguient-e problema: para 

fEC([O.L]), L >O, a:¡fO, f(O) = f(L) =O, 

i) U1(r,t): a2L'rr{r,t), para toJo O<r<L, 1>0 

ii) U{O,t} := U{L,t) =0, 1>0 
(D) 

iii}U{x,O)=f(r), Vr, O 5: r 5: L, J(O}=f(L}=O 

U, U1, Urx continuas tn {O,L}x{O,oo) 

Si suponemos que U(x,t) = X(x)T(t), reemplazando en (i) del probl~ma (B), 

obtenemos: 

T'(t) 

a 2 T(t) 

X"(x) 
X(x) = ->. 

De esta igualdad obtenemos las siguientes ecuaciones: 

(0.1) 

{ X"(x) + >.X(x) = O, 

T'(t) = - >.a2T(t) 

X(O) 

Multiplicando por X(x) la primera 

obtenemos: L L 

X(!,) 

igualdad 

L 
). 

J X(x) 2dx = J X(x) X"(x)dx = J 
o o o 

O, 

e integrando 

X1(x) 2dx · 

entre o y L 
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Por (0.1), obtenemos que: 

L 

J X'(x) 2dx 

o > o 
L 

J X(x)2dx 
o 

X(x) = Am Sen mL x, 

y 

T(t) 

Por lo tanto, 

(0.2) 

e 

') ') ') a-m-11"---.,-.t 
L-

e 

m 

Sati~face las condiciones (i), (ii) del problema (I). 

>. k21f2 ( ) [2 S (kL1fx)' Denotemos por, k = L2 , \\ x = '-JL en 

L 

J f(x)t,&k(x)dx, 
o 

k= 1,2, ... 

00 

2:: 
') 

<f,tPk> ~k(x) e-a->.kt , para todo 
k=l 

Teorema. 1. Si feC1([0,L]) y 

= { Tc(f)(x) 
U(x,t) 

f(x) 

si t > O 

si t = O, 

entonces U(x,t) es solución de (D). 

Demostración. Por definición 

1 si 

<1/•i • .Pp = { 
o si 

= j 

=/: j, 

t >o. 

133 

1,2, ... 
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L 
< f,l/'k > =~ J f(x) Sen k1r Tx dx = ~ ( ) klr - f X cos T x. 

L o 

+ L ~ J f'(x) cos klr X dx L < f' .¡,k >, donde 
k1r L L ki , 

o 1 si 

1\(x) ~ cos klr y < "'i'"'j > = {. yx 
o si 

Lo anterior quiere decir que 

00 

(0.3) 2: < f,t/•k >2 :5 
k=l 

Denot.emos por: 
n 2 
"' ·'· ( ) - a >.k t = ~ < f,~k > ~k x e 
k=l 

i = 

:/: 

j 

L 1 L ki 
x=O 

j 

Demostraremos a continuaci6n que las sucesiones de sumas parciales, 

00 

{ f.x Sn (x,t) } y 

n=l 

00 

{ {p } ---:'5 S11 (x,t) , convergen uniformemente en [O,L)x[O,oo). 
ax-

n=l 

Calculemos: 

n 

=2: 
k=l 

n 
=L:<f,.Pk> 

k=l 

aa Sn(x,t) = 
X 

n 

=2: 
k=l 
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Ya que, 

(0.4)' 
n l<f,!/Jk>l ¿: 

k=l k 
< ~ 1 t < f, "'k >2 
- ~ ~ k2 ~ k=l 

( 

L 

l ') -
f(x)- dx 2 , 

)

1 
la serie, f __!1_< _f,, ,-"':.:..k _>.~...1 

k=l 

Fácilmente se puede observar que, 

por lo tanto, existe C1>0 tal que: 

Por lo anterior y (0.4) obtenemos: 

~ 1< f, "'k >1 
L...J k el' k=l . 

n 

L:l < f,t/·k >1 = 
k=l 

t 1< f, "'k >1 
k=l k 

• k ~ 

135 

es convergente. 
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~ 1 L
2 I 2 L..t f'(x) dx. 

k=l ~. ~ o 
Por lo anterior podemos concluir que 

00 00 

las sucesiones de sumas parciales {sk(x,t)}k=l, {¡t Sk(x~::~ 
00 00 

{~ Sk(x,t)} , . {~ Sk(x,t)} convergen uniformemente para todo 

k=l k=l 

(x,t) E [O,L]x[t0 ,oo), t 0 > O, t 0 arbitrario. Denotemos por, 

00 

F(x) = 2.: < f,tf¡k > t/lk(x) y h(x) = F(x)-f(x), h(O) = h(L) =O. 
k=l 

L 

Ya que, Jh tPj dx =O, tenemos que h::O,_ esto es, 

o 

00 

f(x) = 2.: < f,tf¡k > t/lk(x ) 
k=l 

por lo tanto, U(x,t) = f: < f,tf¡k > tf¡k(x ) e -a
2

..\kt 
k=l 

Converge uniformemente para t;::: t 0 >0, ( t 0 arbitrario) y 

Uxx(x,t) _ 

Nota: 

00 

L < f,tf¡k '> t/lk (x) = f(x) 
k=l 

Supongamos que L > O y h E C([O,L]) tal que h(O) = h(L) = O. Si 

L 

J h(x) sen ~ dx = O, para todo entero k;::: O, entonces h(x) ::O en [O,L]. 
o 
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Demostración: Por hipótesis, para todo entero positivo k, se tiene que 

L L 

O = J h(x) sen~x = # J h(#s) sen ksds, donde s = lri."· Si denotamos por 

o o 
H(s) = h(#s), 11(0) = H(1r) = O. Por la igualdad anterior obtenemos: 

1r 

J H(s)senksds = O 

o 
Se extiende 11 continuamente a (~oo,+oo) con las siguientes condiciones: 

1) 11 (X + 211") ;: 11 (X) 

2) 11 (x) = -11(-x) 

137 

Entonces j ll(x)senkxdx = - j 
-lr o 

ll(x)senxdx =O, 2 Í ll(x)coskxdx 
-lr 

O, para todo 

entero k~O. por lo tanto ll(x) ::0 y h(x)= n("i.") =O, para todo X E[O,L]. 

Referente a la ecuación a2llxx =·lit, existe un principio del máximo muy 

semejante al principio del máximo para el Laplaciano; el siguiente teorema 

precisa este resultado. 

Teorema 2. 

Supongamos que UeCl([O,L]x(O,T]), L > O, T >O y existen las derivadas Ut, 

Ux, llxx• y son continuas en (O,L]x[O,T]. Denotemos por R = (O,L]x[O,T], 

B = {(x,O): O ::; x ::; L } 

s1 = {(O,t): o::; t::; T }, s2 = { ( L, t) : O $ t $ T } 

Si a 2Uxx-Ut ~ O en (O,L)x(O,T), entonces, 

máx U(x,t) = máx U(x,t) 

R 

Demostración: 

i) Primero demostraremos el resultado para el caso en el cual la función 
') 

U(x,t) satisface la igualdad estricta, esto es, a-Uxx-Ut > O, en 
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(O,L)x(O,T). Supongamos que existe (x0 , t 0 )E(O,L)x(O,T), tal que 

U(x0 ,t0 ) ;:::U(x,t) en [O,L]x[O,T], en este caso, Uxx(x0 ,t0 ) ::;o y Ut(x0 ,t0 ) = 

O, por lo tanto, a 2Uxx(x0 , t 0 )- Ut(x0 , t 0 ) ::; O. Esta contradicción muest~a que 

el máximo de U no puede estar en (O,L)x(O,T). Supongamos que, O < x0 < L y 

U(x0 ,T)= máx U. En este caso tendrÍamos que: Ut(x0 ,T) ;::: O y Uxx(x0 ,T) ::;0, 

R 

nuevamente obtenemos una contradicción. Por lo anterior concluimos que, 

máx U = máx U 

ii) Consideremos el caso gene¡·al en el cual, a2Uxx-Ut ;::: O en (O,L)x(O,T). 

Definamos Yc(x,t) ::U(x,t)-ct, para c>O, Yrxx = Uxx , Vct = Ut-c Y 
') ') 

a-Vfxx-Vct = a-Uxx-Ut + e > O en (O,L)x(O,T), por esta desigualdad y la 

prirne1·a parte de esta demostración obtenemos: 

(0.5), máx Ve = máx Ve 

n BUs1 us2 

Supongamos que (x0 ,t0 ) E (O,L)x(O,T) y U(x0 ,t0 ) ;:::U(x,t) en [O,L]x[O,T]. 

Selecionemos c>O tal que 

(0.6) 

BUS1 US2 

suponiendo que U(x0 ,t.0 )>ll(x,t:), para todo (x,t) E BUS¡ us2 
Por (0 .. 5), existe (x1 ,t1 )EDUS1 us2 , tal que Vc(x1 ,t1 )>Vc(x,t) en 

(O,L)x(O,T), por lo tanto Vc(x1 ,t1 ) U(x1 ,t1 )-ct1 > Vc(x0 ,t0 ) = 

l'(x0 ,t0 )-ct0 , por ·lo tanto, U(x1 ,t-1)-U(x0 ,t0 ) > (t1 -t0 ); ya que 

U(x0 ,t0 ) es el máximo de U(x,t) en [O,L]x[O,T), la anterior desigualdad 

implica que t 1 -t0 <O, por lo tanto, 

por (0.6) y esta 6ltima desigualdad obtenemos una contradicción. 
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Teorema 3. 

Si fE C([O,L]), f(O) :: f(L) :: O, y l>O, entonces existe fE C1([0,L]) tal que 

f(O) :: f(L) :: O y 11 f-flbo < e 

Demostración. 

Supongamos que n es un entero positivo. Se divide el -intervalo [O~L] .en n 

partes iguales por los puntos x0 :: 0<x1< ... <xn :: L, xk-xk_ 1 = {r;· para todo 

k 2:1, se definen las siguientes funciones en. [O,L]: 

') 

(x-xk_1 )(xk+1 -x)- si xk-l ~x ~xk 

;k(x) = { 
O si x·< xk~l' o, x > xk+l 

para todo 1 ~ k ~ n - 1 . 

{ 
o si x < xn_ 1 

Por definición ¡i E C1 ((0,L]), i:: O, 1, ..• , n, y 

n L ¡ j ( x) "f. O, para todo x E [O, L J ; 
j=O 

Se define, 

y se denota por 

n 

k 

1.'11 = Sup lf(x') -f(x") ¡, 
lx'- x"l < {r 

x, x" E [O,L]. 

para todo x 

Ya que f(x) = L e j(x)f(x)' tenemos que. 
j=O 

1 ,· · ..•. _, n 

E (O,L] 
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1 f(x)-fn(x)j =1 t 8j(x) (f(x)-f(x))l :::; t 9j(x) 1 f(x)-f(x)l :::; "'n· 
J=O J=l 

Ya que lim \Jn = O, existe un entero positivo N, tal que 1 f(x) -fN(x) 1 :::;f, 

Se denota por, 

g(x) = f(x)- (tN(O) + fN(L) -fN(O)x ), 

para todo x E [O,L]. • • 

1 f(x)-g(x)l:::; 1 f(x)-fN(x)l + 1 fN(O) + fN(L)~fN(O\I < f + ltN(o)l 

Teorema 4. 

Para todo t > O, existe C1(t) >O tal que, si f, g E C([O,L]) y f(O) = f(L) 

= g(O) = g(L) = O, entonces 

1 Tt(f)-Tt(g)l::o:::; C1(t)ii f-d:o 

Demos! ración: 

Ya que llm 

k= 1,2,3, ... 

l 
1 
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Teorema 5 

Si fE C([O,L]), f(O) = f(L) = O y 

1f2k2a2 
00 ---t 

Tt(f) = 2: <f,•,\> ,Pk(x) e L
2 

, Tt(f)(O) = Tt(f)(L) = O, 
k=l 

entonces 11 Tt(f) 11 ~ llfllx,, para todo t>O. 

Demostración: 

Primero suponemos que feC1([0,L]). 

Sea { 

Tt(f)(x) 

U(x,t) = 

f(x) 

t > o 

t = o 
') 

Entonces U es continua en ll = (O,L)x[O,oo), Ut:a-Uxx en (O,I.)x(O,oo), 

U(O,t) = U(L,t) =O, U(x,O) :f(x). Para cualquier t 0 >O, se tiene que 

máx U = máx U, 

(o,L]x(O,t.,J S U 8 

141 

donde S= {(L,t): O~t~t0}U{(O,t): u~t~t0}, B = {(x,O): O~x~L}, por lo 

t.an to, 

U(x,t) ~llfllx,, para todo O~x~L, O~t~t.0 • Si denotamos V= -U, tenemos 

que Vt :a2Yxx V(O,t) = V(L,t) :: O, V(x,O) =-f. Por lo tanto 

-U(x,t)~ll -fllx, = 11 fllx,, entonces 11 U(x,t)jj ~llfllx,, para todo O~t~t0 • Ya 

que fEC([O,L]), f(O) = f(L) =O, po1· el teorema 3, existe una sucesión 

00 

{fn} en C1([0,L)) tal fn(O) = fn(L) = O y 

n=O 

lÍm 11 f-fni!Xl =O. Además 

n-ooo 

O~ 11 Tt(f)-Tt(fn)li:x¡ ~ C1(t)i1 f-fniiXl• 

O~ lÍm 11 Tt(f)-Tt(fn)il:x¡ ~ O. Por lo tanto 

n-ooo 
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n-oo 

n-oo n-eo 

Teorema 6 

Si f EC((O,L]), f(O) = f(L) = O, entonces lim Tt(f)(x) = f(x), 

uniformemente 

en (O,L], esto es lim 11 Tt(f) -fll:x:> = O 

•-o+ 

Demostración: 

Pot· el teorema 3, para e > O, existe fE cl([O,L]), tal que f(Q) :: f(L) = O 

y 11 f-f16c < ~· Además por el teorema 1 lim 11 f-Ttcf)ll:x:> = O, por lo 

tanto 

dado e > O, existe 6 > O, tal que si 0<t<6, entonces 

11 T t (f) - f 11:>0 ~ 11 T t ( f) - T ~ ( f) IIX> + 11 T t ( :f) - f ll:x:> + 11 f - fi!Xl ~ ~ + 

Para fEC([O,L]), la función 

{ 

Tt(f)(x), 

(0.7) U(x,t) = 
f(x), 

si t>O 

si t = O 

satisface las condiciones (i),(ii) del problema(B); este hecho se comprobó 

en la demostración del teorema l. En el último teorema se demostró que esta 

función, (0.7) también satisface iii) del problema (B). Por lo tanto la 

función U(x,t) definido por (0,7) satisface el problema (B). 
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