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Resumen

En los textos usuales de matemdticas para ingenieria se resuelve la ecuacion del
calor en dimension uno en forma incompleta, ya que no se tiene en cuenta la
convergencia de la solucién. El objetivo de este articulo es justificar en forma
rigurosa todos los procesos de limite que intervienen, y demostrar que la ecuacién
del calor tiene una tnica solucién, cuando Q = ((0,L) L > 0.

Abstract

In commonly used mathematics text-books for engineers the heat equation is solved
in dimension one in an incomplete form because the convergency of the solution is
not considered. The objective of this article is to justify in a precise form all the
processes of limits that participate and to show that the heat equation has a unique
solution when Q =(0,L) L > 0.

INTRODUCCION

La ecuacién diferencial en derivadas parciales con valor en la frontera y

con la condicién inicial dada

{

i) %%-—Ag =0 en @ x (0,c0)

ii) u= 0 en 99 x (0,00)

»)
iii) U(x,0) = f(x) en Q,

en donde Q es un dominio en RN con frontera 6Q, y Au es el Laplaciano de
U, para todo uECQ(Q), y fec(®). La ecuacién (A) se llama ecuacién del
calor, pues modela la distribucién de la temperatura ﬁ(x,t) en Q2 en el
instante t. La ecuacidén del calor y sus variantes intervienen en numerosos
fenémenos de difusién. El estudio de esta ecuacidén se origindé en el siglo
pasado y la primera investigacién la hizo Fourier en 1822 en su obra

“TIEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR™.
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La ecuacién del calor es el ejemplo mids sencillo de ecuacién diferencial de

tipo parabdlico.

Para la solucién de la ecuacién (A) pueden verse las referencias [2] pig.
217 y [6] pag. 159 donde se prueba si 1’EL2(Q),,entonces existe una fnica
funcién u(x,t): 9 x [0,00) — R que verifica 1as'condiciohes i), ii) y iii)

del problema (A).

P
En este articulo estudiaremos la ecuacidén particular del calor cuande Q =

(0.L); en la solucién usaremos la técnica de Fourier.

El modelo matemitico 'se  presenta en el “'siguiente ‘iproblema:  'para

£eC([0.L]), L > 0, a#0, £(0) = f(L) = 0,

( o P
i) Ufza) = a‘?Uu(z,!}, para todo 0<z<L, 1>0

i) U(0,1) = U(L,1) =0, 1>0
(B) :
iti)U(z,0)=J(z), ¥z, 0< =< L, J(0)=f(L)=0

U, Uy, Uy continuas en (0,1 }x[0,00)

Si suponemos que U(x,t) = X(x)T(t), réemplazando en (i) del probléha 3,

obtencmos:

() | X
aZ T(t) X(x)

De esta igualdad obtenemos las siguientes ecuaciones:

X"(x) + AX(x) = 0, X(0) = X(L) = 0,
(0.1)
T(t) = - Xa?T(t)

Multiplicando por X(x) la primera igualdad e integrando entre 0 y L
obtenemos: : L . 1, : ’
A J X(x)2dx = — J X(x) X"(x)dx = J X/(x)2dx
0 0 0 ’
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A=
Por (0.1), obtenemos que:
X(X) =
Y
T(t) =
Por 16 tanto,
0.2) Up(x,t)

-Satisface las condiciones (i),

12,2
Denotemos por, X = Lg
L
<f, t,I’k> = I f(x)xbk(*()dx, k
.0
0

Te(f) = }:

Teorema 1. Si feCl([0,L]) y

Ty (£)(x) sit
U(x,t) = { ’ ‘ :
f(x) si t
entonces U(x,t) es solucién de

Demostracién. Por definicién’

<¢ia¢j> = {

L
[ X'(x)2dx
9 >0
IX(x)de
0
Ap Sen %% X,
22022
—_ t
I
e L= , m =
99 9
. —aTma®
= ApSen %? e L

(ii) del problema (I).

1o

» ¥ (x) =[f Sen (%?x),
=1,2,...

)
-a“ALt )
<fa¢k> ¢k(x) e % , para todo t > 0.

>0

=0,
(B).

1 si i=1]

0 si i # ],
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L
< fy > = E J f(x) Sen -lLl x.dx = -—-\J-—?_‘l: f(x)cos _l%[ X. rl;r‘ L
0 - x=0

&
?%3 Ot
24

+ ﬁ; £(x) cos %} x dx = é;‘ < 1/, 4, >, donde
1. .81 i=1]
¢k(x) = X y < ¢ig¢j > = { '

0 si i # j
Lo anterior quiere decir que

( £(x) Jdx.

[
O

, L
O . (e o]

0.3) 3 < £,y >2 < j( £0O) dx, Y kPt < L
k:l o ]\':1 7r

Denotemos por:

- n
Sp(x,t) = ) < £,¢ > #(x)e

- a.QAkt

Demostraremos a’ continuacién que las sucesiones de sumas parciales,

) o0 )

{Sn(x’t)} B {’aégsn(xgt)} ¥ {’a‘a; Sn (X,t) } y

n=1 n= 1 n=1
o)

2
{g%i Sn(x,t)} , convergen uniformemente en [0,L]x[0,00).
N n=1

Calculemos:

2,22
atkTat,

n —~aZy e n
Sp(x,t) = D < Fipy > d(x)e ~ KT = 30 < fuy > dp(x)e L
k=1 k=1

W] W

n 2 92,92 2,2 92 2
Ji] - _atarck~ —a“k“a<t/L=
£ sp(x.t) = 1\; <Ep > (0 ( --’-I:@——) e /L=,

]
. —a“A,t
(i) o7 T

{
M
=9
ot

A

ey

=
-

v

0

[l

wn

g’; Sp(x,t) =
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Ya que,
n. i< f, ¥ > —
(9-4),Z—L—’l(—3‘—~l—sdf-1§ \Ji‘u,xbkﬂs
k=1 \ k=1 k k=1

5 1 o |< f, ¢, >
2: 35 ( I‘ f(x)2 dx)2 y- la serie, E: —L——:E—E—-L es convergente.
3 = k=1

Ficilmente se puede observar que,

lim —-a

2.3 _ 222 42 )
2 % e kT /LT 0,

k— oo

por lo tanto, existe Cl>0 tal que:

2.8 _,.22.2 2
l a2 z_%_ e—2akTatt/L < ¢

L

Por lo anterior y (0.4) obtenemos:

222 ,2, 9929
O R e P
k=1

o< f, ¢ > n. [<f, 00>
}g:l I ’k k .._.I [ I B%Sn(x,t)] < l;_l_i.i_l c,
82 ; 2,2 _32.9 0 no < £, ot >
aax2 Sp(x,t) =l Z < gy > ¥y (_ﬂ’Lé ) e ?k a~t/L < Z: l )k k .

k=1 = —-C

n
Z < ‘f,lﬁk > "bk

'Sn(xst)l <

n
< Zl < f,ll:k. >’ = .
k=1

!H

n <1, "”k>l '

b Lk L

1]

EREEYR
\’ 3 k%t g > <
k=1 o )
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i 1 L2 Lf’(x)2dx Por lo anterior podemos concluir
;‘Q'T 8T} P : n que

k=1 x 0
s oo
las sucesiones de sumas parciales {Sk(x,t)} , {3% Sk(x,t)‘} ,
k=1 k=
0 o
{38; Sk(x,t)} v {5‘?;25 Sk(x,t)} convergen uniformemente para todo
k=1 k=1 . :

(x,t) € [0,L])x[ty,00), t5 > 0, t, arbitrario. Denotémos por,

F(x)

ki'i <E. > Glx ) v h(x) = F(x)=#(x), h(0) = h(L) = 0.
=1

L
Ya que, Jh 'l’j dx = 0, tenemos que h=0, esto es,
5 .

£(x) = kio‘, < f,¥, > xb;;(x )
=1

- &24\kt

o0
por lo tanto, U(x,t) = Z <y > Yp(x ) e

Converge uniformemente para tZtOSO, (t, arbitrario) y

= 22,9 _.2.2.2, /12
Ug(x,t) = ;Z <fd > P(x) (__a : k ) o~ 8k t/L ,
. =1 2 )

. 2,2 _ 222,24 /1.2
Ugx(x,t) = 1(21 < fody > W (_.LLJ%_) e~ 8 k“ret/L ,
(0]
Up (6,8) = a2Uee(x,t), U(x,0) = kz: < fiy > ¥y (x) = £(x)
=1 :
Nota:

Supongamos que L >0 y h € ¢([0,L]) tal que h(0) = h(L) = 0. Si
L ) ’

J h(x) sen l‘—f—’ﬁ dx = 0, para todo entero k>0, entonces h(x) =0 en [0,L].
0
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Demostracion: Por hipdtesis, para todo entero positivo k, se tiene que

L
0= J’h(x) senkTXdy = -I,ﬁjh(%s) sen ksds, donde's = EL! Si denotamos por
H(s) = h(%s), H(0) = H(x) = 0. Por la igualdad anterior obtenemos:
I H(s)senksds = 0
0

Se extiende H continuamente a (~00,+o0) con las siguientes condiciones:

1) B (x + 27) = H(x)
2) I (x) = —-H(-x)

% T
Entonces J H(x)senkxdx = —~ | l(x)senxdx =0, 2-[ (x)coskxdx = 0, para todo
-1 C -

[=Tu—

entero k>0, por lo tanto H(x) =0y h(x)= Il(’—"f—) ='0, para todo x €[0,L].
Referente a la ecuacién aQUXx =- Uy, existe un principio del maximo muy
semejante al principio del méximo para el Laplaciano; el siguiente teorema

precisa este resultado.

Teorema 2.

Supongamos que UeCl([0,L]x[0,T]), L > 0, T > 0 y existen las derivadas Ug,
VUxs Uxx, ¥y son continuas en [0,L]x[0,T]. Denotemos por R = [0,L]x[0,T],
B={(x,0): 0 £ x <L}
Sy ={(0,8): 0€ t< T}, Sp={(L,t): 0< ¢t < T}

Si agUxx'«Ut 2 0 en (0,L)x(0,T), entonces,
mdx U(x,t) = max U(x,t)
R BUS, Us,

Demostracién:
i) Primero demostraremos el resultado para el caso en el cual la funcidn

e . . . 2 :
U(x,t) satisface la igualdad ~estricta, esto ‘es, a“Uyy-—Ug > 0, en
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(0, L)x(0,T). Supongamos que existe (%o, ty) € (0,L)x(0,T), tal que
U(xqste) 2U(x,t) en [0, L]\([O T], en este caso, Uyy(Xq, 0)50 y Up(xgste)

0, por lo tanto, a~ Uxx(xo, to) ~Ui(x%gsto) £0. Esta contradiccion muestra que

il

el miximo de U no puede estar en (0,L)x(0,T). Supongamos que, 0 < x5 < L y
U(xy,T)= mdx U. En este caso tendriamos que: Up(xg,T) 2 0 y Uygx(x5,T) <0,
R
nuevamente obtenemos una contradiccion. Por lo anterior concluimqs que,
max U = mdx U

R BUS, US,

ii) Consideremos el caso general en el cual, a.QUxx--Ut > 0 en (0,L)x(0,T).
Definamos V. (x,t)=U(x,t)-¢t, para 0, V‘xx = Ugx » V‘t = Ug—e .y
az\’(xx—-\’et = aQUxx-—Ut + ¢ > 0 en (0,L)x(0,T), por esta desigualdad y la
prin_nera'_ parte de esta demostracién obtenemos:
(0.5), mix V.= méx Ve.

, R . BUS,US, :
Supongamos que (x4.ty) € (0,L)x(0,T) y U(xg,to) 2U(x,t). . en [0, L]‘([O T]

Selecionemos 0 tal que

(0.6) € < inf [U("‘)’t"zgu(?’fn,

’ BUSIUS2 }
suponlendo que U(xg,t5)>U(%,T), para todo (X,T)e€ BUSl USy .
Por (0.5), existe (xq,t;) €BUS;US,, tal- que ((wl,t1)>V (x, t) en
(0,L)x(0,T), por lo tanto V.(xy,ty) = Ulxy,ty)—ety > Velxp,t) =
U(xgstg) —€ty, -por lo tanto, U(xy,t;)-U(xg:t,) > € (t;—tg); ya aque
U(xgsto) es el méximo de U(x,t) en [0,L)x[0,T), la anterior desigualdad
implica que ty-tq, < 0O, por lo tanto,

U(xq,tq) - U(“o!to)
tl —-tg

€. esto es,

U(xgitg) U(Ylstl) U(xgito) — U(xlytl) U(xg,t) — U(“1’t1)
to—t € ya que 3T -
1 1

por (0.6) y esta iltima desigualdad obtenemos una contradiccién.

ek
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Teorema 3.

Si feC([0,L]), f(0) = f(L) = 0, y €0, entonces existe %ECl(EO,L]) tal que
$0) = F(L)y =0yl #-fly < ¢ ‘ SR S
Demostracién. '

Supongamos que n es un entero positive. Se divide el-intervalo [0,L] en' =n
partes iguales por los puntos X5 = 0<xy<...<xp = L, xp-x; 4 = %;' para todo

k>1, se definen las siguientes funciones en.[0,L]: -

(x—xl)2 si 0< x £ x4
Yo(x) = { ) ‘

0 S sl x> Xy

. s 9. .

(=% ) (X1 =%)7 81X g <x<xp
Tk(x) = {

0 si x-< xk'_"l, 0, X >X)p.y
para todo 1<k<n-1. ‘

Tn(x) = {

Por definicién 7; € Cl([O,L]), i=20,1, «..yn; ¥y

2 .o
(x=x,_1)" si x,_13$x5x,

(Ve : ©osiox <X,

n
Z-rj(x) '# 0, para todo x€[0,L];
Se define,

8, (x) = —n'ﬁ)——— k =1,y n

y se denota por
Wy = Sup |F(x") ~F(x")],
[x' —x"] < L,{'
: - x, x" € [0,L]. P
n(x) = Z 050 f(x; ), para todo x €[O0, L]
. 3=0

Ya que f(x) = Z 8. (x)‘f(x), tenemos que
j=0
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Y 05(x) (£(x5)~£(x))

30

! f(x)—f’n(x)[

< 21 B5(x) | f(x5)=f(x)] £ ¥n.
J= )

Ya que lim W, = 0, existe un entero positivo N, tal que] f(x)-%N(x)l 553
=00
~ ¢ ~
por lo tanto |fj(0)] < §,‘|fN(L)]< %.

Se denota por, ) )
g(x) = 1) - (By(0) + ZTNO) ),
para tode x € [0,L].

| f(x)-g(x)| < | £(x)-Fp(0)] +l n(0) + -%ﬂ(—L)—;M—)»x

< % + H’N(O)[

1=

el

(1-3) + T F < §+ S LO-5) +

funitd

Teorema 4.

Para todo t > 0, existe Ci(t) > 0 tal que, si f, g € C([0,L]) y £(0) = f(L)
= g(0) = g(L.) = 0, entonces
| Te(f) =Te(8) o S Cr(t) f-glx

Demostracion: o . - 22 a2t

A <Yy, Tog> T 5
Te(£)(x) - Te(8)(x) = I:Z——k—,;———— ¥(x).k e U o] < (B -

=1

e S A2 2
Ya que lim k e L? = 0, existe Cy(t) tal que k e L2 <Co(t),
koo

k =1,2,3,...

oo . s = i}
| To(£)(x) ~Ty(8) ()] S Colt)\E > l -‘—"ﬁ—i’] < Cole)\B R

0 : o) L
Y <, F% < Co(t) ?-,l >4 ( (f-g)%dx )
\J k=1 \J; k=1k2 i

[
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= Cy(¢)NE | f-glso, donde Cy(t) = Co(t)F i LT

Teorema 5

Si fe ¢([o,L]), f(0) = f(L) =0 y

[»]
Te(£) = D <f,fy> Y(x) e L7 T(£)(0) = Te(£)(L) = 0,

entonces " Tt(f)” < Iy, para todo t>0.
Demostracién:
Primero suponemos que feCl([O,L]).
L T(£)(x) t>0
Sea U(x,t) = {
f(x) t =0

Entonces U es continua en 1 = [0,L]}x[0,00), UtEaQUxx en (0,L)x(0,00),
u(o,t) = U(L,t) = 0, U(x,0) =1(x). Para cualquier t, > 0, se tiene que

méx U = max U,

loLxfoe]  SUB
donde S= {(L,t): 0<t<t JU{(0,t): u<t<ty}, B = {(x,0): 0<x<L}, por lo

tanto,

U(x,t) <lIfly, para todo 0<x<L, 0<t<t,. Si denotamos V = —U, tenemos
que Vy =alVy v(0,t) = V(L,t) = 0, V(x,0) =—f. Por lo tanto
-U(x,t) <l -fll = I fly, entonces | U(x, t)" <liflly, para todo 0<t<ty. Ya

que feC([0,L]), f(0) = f(L) = 0, por el teorema 3, existe una sucesién

{f} en C1([0,L]) talf(O)-.f(L)..O y

n=0
lim | f=fylo = 0.  Ademas
n=+o0 ' .
0< || Te(f)=Te(f) o S C(8) £=fnlos
0< 1im " Te(f) =Te(fn) o < 0. Por lo tanto

n—o0 | |

1im " Tt(f)“Tt(fn)":o = 0. Ya que

n-00
[ Te(E) o S | Te(fadlo + || Te(f) =Te(fn) |os tenemos que
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| Tt o < Lim ([Telfnd o + | Te(H) =Te(Fid o) = .

n—o0

Ln ([Tt o < Um | folo = 1 flbo -

n—+00 n-—00
Teorema 6 ) ‘ ’ ) ;
Si f eC([0,L]), £(0) = £(L) = 0, entonces lim T (f)(x) = F(x),
uniformemente . 1ot
en [0,L], esto es lim || To(f) = = 0
ot

Demostracion: .

Por el teorema 3, para ¢ > 0, existe f(ECl([O L]), tal que (Q) = (L) = 0

Yy ” %—fllx, < % Ademas por ,el teorema 1 lim “ %—Tt(‘f”) “30 = 0, , por 19 )
tanto —

dado ¢ > 0, existe 6§ > 0, tal que si 0<t<é, entonces
I Tt(f) flho < || Te(f) = Tt(f)“,o + : To(E) - ~i)e + 1 £- -flo<§

" Tt(f) Tt(f)u:,o + iq %f + | £= fmo <e, para todo t>>to>0 (to arbltrarlo)

Para feC([0,L]), la funcion . .

T(E)(x), — si 50
(0.7) U(x,t) = {

f(x), sit=0
satisface las condiciones (i), (11) del problema(B), este hecho _se comprobd
en la demostracién del teorema 1. En el Gltimo teorema se demostro que esta
funcién, (0.7) también satisface iii) del problema (B).,Pgr lo tanto la

funcién U(x,t) definido por (0,7) satisface el problema (B)




SERRANO, D. H.: SOLUCION DE LA ECUACION DEL CALOR EN DIMENSION 1

143

REFERENCIAS

EPSTEIN, B. 1975. Partial differential
equations. Robert E. Krieger
Publishing Company.

FRIEDMAN, A. 1964. Partial differential
equations of parabolic type. Prentice-
Hall, Inc. Englewood Cliffs, N.J.

GUSTAFSON, K. 1980. Partial
differential equations. Jhon Wiley
and Sons.

HUTSON, V & PYM, J.S. 1980.
Applications of funtional Analysis
and operator theory. Academic Press.

LADYZENSKAJA, 0.A;
SOLONIKOV, V.A. & RUAL’
CEVA, N.N. 1968.Linear and
quasi-linear equations of parabolic
type. American Mathematical
Society, Providence, Rhode Island.

LAZER, A. 1980. Notas sobre ecuacioncs
diferenciales parciales. Universidad
de Cincinnati.

PROTER, M. & WEINBERGER, H.
Maximun principles in differcntial
equations. Prentice-Hall, Inc.




