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DEDUCCION MATEMATICA DE LAS
PROPIEDADES
DEL PRODUCTO DE KRONECKER

Resumen

Se presenta una deduccién rigurosa de las propiedades relevantes del producto de

Kronecker para matrices.

Abstract

A rigorous deduction of some of the main properties of the product of Kronecker for

matrices is presented.

INTRODUCCION

El producto de Kronecker es una de las
herramientas mas importantes cn el
modemo tratamiento de la transformada
ripida. Sus propiedades aritméticas
permiten agilizar

los procesos de cdlculo y sintesis y a la
vez facilitan la comprensién de procedi-
mientos que serian muy dispendiosos sin
el apoyo de este «producto matricial»; de
ahf la necesidad de analizarlas y deducir-
las.
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DEFINICION :

Sean A:(aij)/e M xm Y B":(bij) E./ﬂ:sxt matrices sobre un cuerpe K se define-
el producto de Kronecker .de A y B como

ayqB a12Bv L ayB

aniB an,B v ap B
21 2
A®B = 22 m

a‘nIB an2B anmB

L i

[i/s] = {[(i-l)/sl si sfi
[(i-1)/sh+1 si s]i

DEMOSTRACION

12 Si sfi entonces izqs+r con q,r€Z y 0<r<s.

Es claro que q=[i/s] jrestando 1 obtenemos i-l=qs+r-1 con 0<r-1<s y,

por la unicidad en la representacién del algoritmo de la divisién,
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tenemos que q=[(i-1)/s], luego [i/s] = [(i-1)/s] .

22 Si s|i entonces izas con a€Z, luego

[(i-1)/s] = [a-1/8] = a-1 = & - 1 = [i/s]-1

OBSERVACION :
Si
. _flifs} + 1 si sfi
p(i,s) = i/s si s|i

entonces por el lema 1 tenemos que p(i,s) = [(i-1)/s] + 1 .

Sean A:(aij) €Mpxm ¥ B:(bij) € Moy, ¢ matrices sobre un cuerpo K. Si
A®B = (dij)e"ﬂ‘nsxmt entonces

457 Q-1 el [G-1)/ede PielG-1)/sle S-IG-D/He

De la definicién de producto de Kronecker se infiere que :

afi/sle1 [i/thet Pi-[i/sls j-[i/t)e S5 s/t v tli
aé [ift]+1 Bs -3/t si sli y tfj
1 & j bi—-[i/s]s t si sfiy t]j-

si sliy t]j
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entonces aplicando lo visto en la observacién anterior tenemos que

57 A-1)/s R [G-1)/8k PG /sl 510D/t

LEMA 2:

Si x€R y meZ entonces [x+m] = [x}+m .

DEMOSTRACION :

x+m = [x4m] + g con 0 £ p < 1. Por otra parte x = [x] + p con 0 p < 1
de donde x+m = [x] + m + p ,por consiguiente . '

[x+m] + p= [x] +m+ p

de donde
[Bctn] ~( [ + m)| = | - 4

como 0<|p-pK 1y |[x+m] ~( [x] + m)| €Z entonces |p-x| = 0 ;por lo tanto
[[x+m] -( [x] + m)| = 0 lo cual implica que [x+m] = [x]+m . ‘ o

LEMA 3:

Si xeR y meZ, entonces [[x]/m] = [x/m] ., -

i

DEMOSTRACION  :

Si m=1 el lema se tiene. Si m#1 como x= [x] +v con 0 <v< 1l,entonces por el
algoritmo de la divisién tenemos que existen p y q enteros tales que

[x] =pm+q con 0<q<m-1 entonces
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X=p+ 9—,—:—‘{ luego [x/m] = p ya que 0 <qg+v<m. Por otra parte

[(x1/m] = [(pm+q)/m] = p. De donde [[x}/m] = [x/m] .
TEOREMA 2:

Sean A:(aij)e./ﬂ:nxm s B:(bij)e.zﬂ;sxt y C=(cij)e./ﬂapxq matrices sobre un
cuerpo K entonces (A®B)®C = A®(B®C). o

DEMOSTRACION
Sea (A®B)®C = (eij)pnsxqmt entonces

®15™ d(i-1)/sh1 [(§-1)/t]+1 ci-[(i-l)/ﬁlé J-1(3-1)/t]¢
siendo - |

4157 2(i-1)/s}1 [(3-1)/tl1 -Pi-[(i-1)/s]s §-I(5-1)/%1e

luego

®ij® a[[(1 1)/p)/s}+1 [[(J 1) /ql/th1
Br(i- -1)/pl1- [[(i-1)/p)/s)s [(i-1)/al+1-I[(i- 1)/q]/t1t
Ci-[(i-1)/plp 3-1(-1)/ala"

Por el lema 3,

[[(i-1)/pl/s] = [(1 1)/(ps)]
de donde

©1 5= 2[(i-1)/(ps)]+1 [(i-1)/(at)}+1’
BL(i-1)/p}+1-[(i-1)/(ps)Is [(3-1)/al+1-[(3-1)/(at)]
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“i-[(i-1)/plp 3-1(i-1)/ala’

Por otra parte

B®C=(fi_j)spxtq con . .
357 bp(i-1)/pk1 [(G-1)/al+1 Si-[(i-1)/plp 3-[(-1)/ala’

A® (B@C):(gij)nspxmtq donde
&1 5= 2le)/en ke [G/ealer Tela1/en e 1610/ ()]

8 §= 2[1)/en ]+ [6-1)/(a) ]2
PLL6-0/) et [6-16-0/ @0 a1y el
S [0/ (sp) Be-L6-[6-1)/Gop) Jep-1)/p)e i-[G-1)/ ) Rea[G-[G-1)/ () Jea1) /0]

Para tener la igualdad entre éij=gij debemos probar que

[G-1)/p1I(i-1)/(p)]s = [(-[(i-1)/(sp)]sp-1)/p].

En efecto o ‘ .
[(i-[(i-1)/(sp)]sp-1)/p] = [(171)/P—[(i‘1)/(sp)]$]

= [(i-—l)/p]—[(i—l)/(s[;)]s por el lema 2

y por lo tanto ;5781 » de donde (A®B)®C = A®(B®C) .
TEOREMA 3:

Sean A=(aij)e'M’nxm s B’(bij)e"ﬂ’sxt y C::(cij)e.zﬂ:sxt matrices sobre un
cuerpo K entonces A®(B+C) = (A®B)+(A®C).
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DEMOSTRACION :

Sea A® (B+C) = (hij)nsxmt donde

Bij® o(i-1)/sh1 [(-1)/ek1 Si-[(i-1)/s)s 3-[(3-1)/¢)e

siendo

eij= bij+cij

luego

LRl ((RVVS PR ((RVV FRULN ((RIVA Y (FROVA !

Rl (V2 FRN (FRVV) PR ((RVV '3 2 ((BVV3 !

el cual coincide con el término i,j de la matriz (A®B)+(A®C).
TEOREMA 4:

Sean A:(aij)E.zﬂ:nxm , B=(bij)e"ﬂ’sxt; y C=(cij)e.ﬁtsxt ’ma’trices sobre un
cuerpo K entonces (B+C)®A = (B®A)+(C®A). )

DEMOSTRACION :-
Similar a la del Teorema 3.
COROLARIO 1:

Sean A':(&ij)EJ“)nxm y B=(bij)e-’mnxm1 Cz(cij)e'/“’sxt Yy D=(dij) Ei“tt’sxt

matrices sobre un cuerpo K entonces

(A+B) ® (C+D) = (A®C)+(A®D)+ (B®C)+(B®D).
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DEMOSTRACION :
Consecuericia inmediata de los Teoremas 3 y 4.
TEOREMA 5:

Sean A=(a;;) €Mpxm 5 B=(bjj) €My, C=(cjj) et 5 v D=(d; ;) € Moy 5

matrices sobre un cuerpo K entonces
(A®B) (C®D) = AC®BD. |
DEMOSTRACION :
Sean A®B = (h; ;) €fbygy g con
hi§= Bf(i-1)/slt [(5-1)/6B1 Picf(i-1)/sls §-[(5-1)/¢]e

y Ceb = (gij)e.zmmtxm con

8157 C[(i-0)/ek [G-10/6k1 Yi-[G-1)/80s 5-1G-1) /88

Llamemos
(A®B) (C®D) :(fij)nsxﬁﬁ
en donde
mt
f. .= her 8L
k Sk
H k=1 RN
mt

2 CEV0 ERN GOV (AT (EIVA TS (DRI I (XA IRY (RO I Yefoennd 161781

Por otra parte
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; , iy

AC= (133)nxp lifg:laikckj
t

BD= (r;;)sxs Pij:':L_:lbikdkj

AC®BD = (a5 dnsxps 9157 Yauyeler [G)6k+1 Piln/sls i16-1)/516

luego

t

. .
a4 5= ( éﬁ(ﬁq)/.]a ¥ Sk [G-1)/6)a ) (kz?l bi—[(i—l)/u]sk d i-[G-1)/5)6 )

Se puede ver que tanto en q; ; como en fij hay m-t sumandos y que: cada uno
de ellos es un producto de a;.-by -cyy-dysi ademids el sumando genérico de
Tij % j

[(k-1)/t}+1, mientras que en la segunda k por [(k-1)/t]t .

se puede obtener en reemplazando en la primera suma k por

COROLARIO 2:
Sean Ape-’"’r”xml‘ y Blce"“’m,cxt,c matrices sobre un cuerpo K entonces

(A1 ® Ay @ ®4Ay) (B4 ®B2®---®Bn) = (A1B1) ® (AgBy) ®---® (ABy).
DEMOSTRACION : (Induccién)

t) Para n=2 es el teorema anterior.

u) Supongamos que se tiene para n-1; vedmoslo para n
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(Aj®A, ®+®A ) (B, ®B,®-®B) =((A/®A;® - ®A ;)B4 )((B,®B,®--®B, ;)®B,)
=(A; @4, @4, ,)}(B; BB, ®---®B ;) ®A,B,
= ((A{B) ®(A;B,) @ - @ (A, 1B, )) @ (A,B,).

i1}

NOTACION :

Notaremos A[k]= ARA®---®A.
N e

k - vaces

Del teorema anterior se obtiene (AB)[k]zA[k]B[kj

TEOREMA 6:

Sean A:(aij) €Mnwn s B,"—‘(bi‘j) € Ao xp entonces Tra(A®B)= Tra(A) Tra(B).
DEMOSTRACION :

Sea A®B = (dij) € Moy x nm entonces

Tra(A®B) =.n
=X, P[(-1)/mp [(i-1)/nk1 Pic[(i-1)/mln §-[(5-1)/mln’

ME

dis

i
Pt

Sea k = [(i-1)/m]+1 entonces-los sumandos de la expresién anterior son

de la forma

2k Pio(k-1)m  i-(k-1)m

si 1<igm, entonces k=1, aqyq bii

gi m+l1<1i<2m, entonces k=2, agg bi—-m jom
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si 2m+1 <i<3m, entonces k=8, agq b; o0 ;_op
si (n-1)m+l1 <i<nm, entonces k=n ap, hi~(n-1)m i-(n-1)m
por lo tanto

nom. . - ' e
Tra(A®B)=3 > a;; bjj = Tra(A) Tra(B).
i=li=1

TEOREMA 7:

Sean A:(a.ij)e./ﬂ:nxm y B:(bij) € Mg matrices sobre unicuerpo K entonces

(4eB)T = ATeBT.
DEMOSTRACION :

Si (A®B)=(dij)nsxmt entonces (A®B)T =(d’ij)mt x ns siendo

3
d ij = dji’ esto es,

455 = B(Ge1)/sk [(-1)/6h1 Pi-[(5-1)/els i-[(i-1)/¢]e"

. aTo 0 y T 1! S
Por otra parte, si A'=(a i_j)mxn donde a i57250 Y B'=(b ij)thkdo’n.de

b,iJ.:bji; ‘entonces AT@BT iyA(lij)m‘tx“s siendo

L e
i

157 2 [0/ [G-D/sk P -G/t 3161 /sl

RS YA TR (CE BRLIK (VA S B (V23 T
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luego 1;;=d’;5 v (A@B)T = ATeBT.

TEOREMA 8:

Si A y B son matrices invertibles de orden n y m respectivamente, entonces

A®B es invertible y ademis (A® B)"1=A“1 ®B-1,
DEMOSTRACION :

(A®B)(A-leB1)=ar-leBB-!
= ®Iy

=Ippi

de la misma forma se tiene que (A'1®i}'1)(A®B)=Imn y como la linversa es

iinica entonces (A@B)'1=A'1 eB-1,

LEMA 4:

Sea A una matriz cuadrada, entonces:

A es invertible , si y solo si, AX=0 implica X=0.

DEMOSTRACION :
=) Evidente.
+) Sea o) la transformacién lineal ascciada a la matriz A mediante la

hase canénica.

X€Ker(o,) implica 0,(X)=0 y por lo tanto como AX=0, entonces X=0. De
donde Ker(arA)z{O}, luego o, es inyectiva y por ser una aplicacién

lineal de espacios vectoriales de la misma dimensidén entonces es
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biyectiva, por consiguiente o, es invertible lo cual demuestra que A es

invertible.

LEMA 5:
Sean X,YE.ALan tales que X®Y=0 entonces X=0 o Y=0.

DEMOSTRACION :

Sean
ay by
a b
x< 2 y Y= ?
an by
entonces

XOY = (di)nmer o0 45= 3¢5 1)/mprt Pi-[(i-1)/m]n
Como di=0 VY i=1,...,nm entonces a1Y=0, a2Y=0,...,anY=O;

si alguno de los bi¢(L‘entonces Y=0. Luego X=0 o Y=0.

TEOREMA 9:

Si A y B son matrices cuadradas tales que A®B es invertible, entonces A es

invertible y B es invertible.
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DEMOSTRACION :

Si B=0 entonces A®B = 0 lo cual es una contradiccion. Luego B#0.

Tomemos Y €C" tal que BY#0 entonces Y#O0.

Sea X tal que AX=0, entonces, AX®DYZ0 "

Luego (A®DB)(X®Y)=0, pero como A@B es invertible, entonces X®Y=0.

De donde X=0, o, Y=0. Luego X=0 éor lo tanto A es invertible. De 1a misma

forma se ve que B es invertible.
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ALGORITMO DE WINOGRAD
PARA CALCULAR CONVOLUCIONES

Resumen

En este articulo se presenta el algoritmo de Winograd para calcular convoluciones
de algunos polinomios, reduciendo atin mds el nimero de multiplicaciones al
contrastarlo con el célculo directo de convoluciones.

Abstract

The Winograd algorithm to calculate some polynomial convolutions by redicing
much more the number of multiplications, when contrasting it to the direct calculation
of convolutions is presented in this article.

INTRODUCCION

El algoritmo de Winograd es uno de los
masimportantes de lafamilia de algoritmos
conocidacomo «Transformadarapida».
Se caracteriza por lareduccién del nimero
de multiplicaciones en los procesos en que
participa.

En 1975 y 1976 el Dr. Shmuel Winograd
delInstituto ThomasJ. Watsondelal.B.M.
publicd sendos articulosen larevista IEEE
endonde presentd susalgoritmos. En 1978
dié un método general de construccién y
probd importantes teoremas acerca de la
no existencia de mejores algoritmos de
convolucién para los cuerpos de los

nimeros reales y complejos. A diferencia
de los algoritmos precedentes el de
Winograd se caracteriza por su generalidad.

En escencia, el método introducido por
Winograd permite reducir el nimero de
multiplicaciones al calcular el produto de
dos polinomios médule un tercer
polinomio, y a partir de esta operacidn,
describe la forma general de cualquier
algoritmo destinado al célculo del
polinomio resultante. Apoyandose en la
convolucién, este resultado le permite
obtener la Transformada Discreta de
Fourier de longitud N, para valores
pequeiios de N.




UNIVERSITAS SCIENTIARIUM. VOL. 2 N*1. 1994

DESCRIPCION DEL ALGORITMO

Queremos calcular la convolucién de g(x) y d(x); para ésto,

tomamos j polinomios nﬁu(x) primos relativos dos a dos tales que
’ m(x):m“)(x) ---,m(’.)(x)

tenga grado mayor que el de s(x)=g(x)d(x).

Llamemos
g(k)(x) =g(x) mod m(k)(x) en donde (?g(k)«?m(k) Vk=1,-, 3.
De la misma forma ‘ 4 ’
d®(x) =d(x) mod n¥(x) en donde 8dM<on™® vk=1,-..,
S(M(X) =d®(x) g™(x) mod m“d(x) en donde 9s™<om(®) Vk;l,u-,j.
Aplicando el teorema Chino de los restos se tiene que

J .
s(x) = (gl'a“‘)(x) s®¥(x)) mod (nM(x) -+ mP(x))

esto es,

d
s(x) .E( k{_:la(k)(x) s(k)(x)) mod m(x)

en donde los al)(x) se encuentran de la siguiente forma:

como (m“)(x) ,{Tﬁfﬁ') = 1, existen polinomios £t (x) y h®¥(x) tales que N
0 x) n®(x) + h®(x) ‘(“()‘) -1,
v L (x) = =

'eﬂtonces ) ( )
(k) _ (k) m(x
() = b ) ~wy B0
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El objetivo es expresar los coeficientes de s(x) en funcién de los

coeficientes de

( zj:a(k)(x) s(k)(x)) mod m(x)
k=1

y comparar la complejidad algoritmica en relacidén con la forma directa.

APLICACION DEL ALGORITMO

Sean N o ’
g(x)=gyxtgy v d(x)=dgx®+d x+dy
tomemos
m(x)=x(x-1) (x2+1)

como dm=4 entonces
s(x) =g(x)d(x) mod m(x) implica que s(x) =g(x)d(x) .
Llamemos m“n(x) = X, mn)(x) = x-1y nﬂﬂ(x) = x2+1 entonces tenemos :

dw)(x) = (d2x2+d1x+d0) mod x  de donde dgm(x) = dy

dM(x) = (dgx?+dyx+dg) mod (x-1)

d“)(x) = (d2(x2~1)+d1(x—1)+d0+d1+d2) mod (x-1) entonces
d“)(x) = (dg+dy+dy) mod (x-1) y por lo tanto d“’(x) =dgtdy+dy
d@)(x) = (d2x2+d1x+d0) mod (x2+1) luego

du)(x) = (d2(x2+1)+d1x+d0fd2) mod (x2+1) y por lo tanto
dP(x) = (dyx+dg-ds) mod (x2+1) lo cual implica que

d®(x) = dyx+(dg-dg) -

Resumiendo :
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d(o)(x) =dy = d(g)
dM(x) = dyrdy+dy = Q)
dB(x) = dyxt(dg-dg) = d x + a

Por otra parte

g(o)(x) = (gyx+gg) mod x de donde g(u)(x) = gy
gm(x) 5(g1x+g0) mod (x-1) '

g(')(x) = (g (x-1)+gg+gy) mod (x-1)  entonces gm(x) = EptEy
gp)(x) = (g x+gg) mod (x2+1) entonces g@)(x) = gotEyx

Resumiendo :

g9 = gy = £
gM(x) = gorgg = £

5(2)(") = gyx+gg = g(f)x-rg(i)
entonces
s(o)(x) :d(u)(x) g(o)(x) = (dggg) mod x  asi s(D)(x) = dggg
s“)(x) :d“)(x)gn)(x)Ei(g0+g1)(do+d[+d2) mod x por lo tanto
sM(x) =(gg+s;) (dg+d +dy)
s@(x) = dP)gD(x) = (((dg-do)+d;x) (g;x+Eg)) mod (x2+1)
de donde

s (x) = (((dg-do)eg+(d18g+e1 (dg-do) )x+d g (x2+1)-dygy) mod (x2+1)
luego

s®(x) = (((dg-dp)gp-d181)+(dygq+e; (dy-dp))x) mod (x7+1)
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Resumiendo :

S(O)(x)
S(l)(x)
5(2)(x)

como

entonces

Como este

comple jos,

dOgQ = so(o)
(gg+81) (dgtdy+dy) = 80(1)

((dg-dp)gp-d181) + (dygg+s;(dp-dg))x.
st + 5% x

d®(x) = (dg-dg) + dy X
L
4P D
g®(x) =gy + g x
I

s%) - d%) g%) _ dQ) gQ)
&y

S@ @ @ @ o

resultado es idéntico al que se tiene al multiplicar nimeros

podemos utilizar el algoritmo de optimizacién de multiplicacidn

de complejos.

Una representacién matricial de este algoritmo es :
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(2)

(2) 1 0 -1 go to1 (2)
N ) g? - £ 1 0 G (1)
5, 1 1 0 ! 0 d,®

(2) 0 1

2
g, + g(,,)

de donde se tienen que hacer tan solo tres multiplicaciones.
De acuerdo con el algoritmo de Winograd tenemos que
s(x) E(a.(o)(x)s(o)(x) + a(l)(x)s(])(x) + a(z)(x)s(z)(x)) mod (x(x—l)(x2+1))

en donde a(o)(x), a.m(x) y au)(x) se calculan de la siguiente manera :

1s) (x, _m_(x_x‘)_ ) =1 esto es ( X, (x—l)(x2+1) ) = 1. Por lo tanto existen

polinomios m@(x) y h(u)(xv) en Q[x] tales que

1
-

m@(x) x + h(x) (B-x4x-1) =

por lo tanto

1
[ury

(x?'—x+1) x + (-1) (x3—x2+x—1) =

luego
a(o)(x) = -x3xZox+1

2e) (x-l, _n;((_-xl_)_ ) =1 esto es ( x-1, x34x ) = 1. Por lo tanto existen

polinomios mM(x) y h®(x) en Q[x] tales que
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mm(x) (x-1) + hm(x) (x34x) = 1

pero )
x34x = (x2+x+2) (x-1) + 2

luego - . : .
20634x) + (<) (Prr2) (x-1) = 1

de donde

al(x) = 1 (:x3x)

3e) ( x2+1, :éii ) =1 esto es ( x2+1;, );2-8 ) =.:1. ’qu, lo tanto existen
polinomios mm(x) y hm(x) en Q[x] tales que

m®(x) (x2¢1) + b (x) (x2-x) = 1
pero

(- 3 )(x=2) (x%+1) + () (xP-x) (x-1) = 1

de donde R . ’
a®(x) = § (:Fx)(x-1) = § (x3-2x24x) .

De lo anterior se desprende qué‘
s(x) = ((-x3+x2-x+l)s(0)(x) + %(xa-i-x)a(‘)(x) + J2xte) 5(2)(x)) mod (x(x-l) (<%+1) )
esto es,

s(x) E((-x3+x2-x+1)s(g) + —é—(x3+x)s(é) + %(x3~2x2+x) (S(:)-{-s(?)x)) mod m(x)
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como x%i= m(x) + x3-x%+x entonces reemplazando obtenemos

Bt

(sgrropcesyrasg) = ( (-sebsPeds®- 2a@) 53 4 (s0-a®) 2 o

)y %s(f)) x + 5(3) ) mod m(x) .
Como ambos polinomios de la congruencia son de grado menor o igual a 3 y el

grado de m(x) es cuatro, entonces la congruencia se convierte en una

igualdad y por lo tanto :

80 Fo
oy - Defellefald 1)
Bg= s(g) -2%3(;)
rye ADefs D) o0
siendo L _
8p i1 0 0 O S(g)
54 -1 1 1 1 %5(;)
sp 11 0 2 0 1s® (2)
s3 111 -1 | [4s®

la representacidn matricial de estas ecuaciones.

Por otra parte como
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entonces

~d‘f,’)— (1 0 o |
d
@ 111 do -
a® t oo -1 dl :
at | 0 1 0 | 2

a partir de lo anterior definimos un vector columna integrado por los

elementos DO’DI’D2’DS y Dy en donde :

D, 0 ||d,®

D, | | 0 1 [|d®
y de acuerdo con (1)

Dy 1 4@

D3 = 0 dl(z)

D, 0o 1

de modo que la representacitn matricial del-vector es.:
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D -y - - g
0 10 @
D
1 0 1 0 0

_ 3 _ d(}])
Do = - — -
“ 0 1 a?
D
3
D, |

y aplicando (3) tenemos:
Dg r b F 1
b 1 0 0 © 10 0 J
1 0 0 o 1011 0
D = d
2 1
0 0 1 1 1 0 -1

% SO 0 1 0 %2
D 0 ) 0 1
4 L. JL .

] Dy 111 0 of
D, 111 do
Dy |=| 1 1 -1 dy ) (4)
Dg 1 0 -1 dy
D, 0 1 0

y de la misma manera al considerar
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g(ﬂ)(x) =g = g(g)

gV(x) = EQtEy = gf,)

£P(x) = gyt = &) x + &5

se llega a

£ .o
E(:,) 11 £0 .

@ | = : (8)
£ o 1

pero como

(] o
g(o) 1 0 g(o)
g((l,) 0 1 g((‘,)

y de (1) podemos deducir

(2
o - 1 0 @
g(3)_ 2= | 11 [gc }

11
ORI
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entonces
© . . _ A
£y 0 _
) &o
Eo 0 M
L 4 L . gy
2 .
£f |- r - - 1‘ . @ | (6).
@__(2) Eo
1780 0 o -1 1 £
g2 - LB

En forma similar a como lo hicimos con los D y apoyindonos en (5) y (6)
vamos a definir un vector columna integrado por los elementos GO,GI,GQ,GS y

Gy de la siguiente manera:

Gy - a1 .
1 0 0 0 0 1 0 0 1 0
G 1 .
1 1
02(1’0.0 0o 1 0 11 g0
02=°°§‘1’° 0 0 1 0 A ..
1 1
Gq 0002‘1) 0 0 -1 1
] 0 0 0 0 3 oo 1 1 0. 1
4 L 4L J
por lo tanto :
Gy 10
11
Gy 3 3
1 &0
11 1
G3 -2 2
11
Gy 5 35
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Tinalmente definamos :

luego

V]

wn
-]

it

e

5,@

por otra parte

Gobo

LGPy

GyDy
C3Dq

GyDy

g(z)

(2)

£,

040

glg®

[ T

£ 1)
D (@
%(g(?) - g(o))d(z)

1(eDrgya®

1 1
@ o du(ﬂ)
- Ey 1 ‘]1(2)
(2) (2) 0 1 -

By t 8y
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(© (0) ,(0)
{sn):god(‘) = 8y @)

S - W) | og

de (7) y (8) se desprende que :

~ r 17 - S
0
5@ 0
' 28
S o _ b - L o Oq
o . oo N
o 1 o0 -1 o8
2 3
Sy 0 1 1 0
- - b B - wd 284
como
© | : ) (0)
5@ 1 00 o ||s§
—é-s(:,) 0 —é— 0 0 s((]))
9| 1 @
%S(u) 6 0 5 O fo
%—s(?) 0 0 0 ;i; 5(3)
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1000
10000 » - 10000]/1000
1
01000 0 5 00 0100010200
0010-1| 00%0 0o10-1|l0020
00110 1 oo110][looo2
000 3
entonces
O | S
1 0 000 Sp
1
30 0 100 0 51
= 52
1.0 00 1 0 -1
250 S3
1) 00 1.1 0 Sy
351 L .
reemplazando en (2) obtenemos :
S0
50 1000 1 00 s
51 11011 01 0 0 sl
s, ] |1 0-20 00 1 -1 32
s3 11 1-1{loo0o 110 3
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1 0000 Sp
112 1 -1 51
o= ) : 82 ;

i 020 2 :

. S3 ,
-11.0 -1 -1 S4
10000 €oPg
11 2 1 -1 GyDy
) 1 0 -20 2 6202

1 0 0-0 Qr Gp 0 0O 0 Dy
11 2 1 -1 0 G © 0 Dy
= 0 0 G 0 D
2 2
1 0 -20 2
0 0 Gg 0 Dg
0 0 Gy Dy

-11 0 -1 —1J

pero, de acuerdo con lo viste en (4), podemos reemplazar el vector de las
D; para obtener la representacién matricial del algoritmo de Winograd para
este ejemplo particular.
En el siguiente :cdadro vamos a presentar en forma sintética todo el

procedimiento que hemos logrado desarrollar :
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ALGORITMO DE WINOGRAD
PARA CALCULAR LA CONVOLUCION
s(x)= s3x3+52x2+s1x+so DE g(x)=gix+gy Y d(x)=d2x2+d1>&+d0
GO 0 0 0 O 1 0 0
sq 10000
0 Gl 0 0 0 1 1 dO
sq -1121-1 )
= o 0 G2 00 11 -1 dl
89 10-202 )
{1 0 0 O G3 0 1.0 -1 d2
sq -110-1-1
0O 0 0 O 04 0 1 0
en donde
1 0
% 11
¢4 2 32
1 o~
G 1 1 1
22
4 11
2 2

Por otra parte, como
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(9)
59~ SO
s1= -Sg#S1+255+84-5,
52=‘SO—232+234V T S S
s3= 'SO+81'33"34

entonces haciendo

7 01=S4—S2 y C’3=S3+S4

se tiene que

SO= SO s .
sg= S4-So+84-S9+5; = c1+c1+sO
slzySI+S3*S4'SO+232f234=Sl+c3”82
- sg= ~(8gt584)-8+51=-c3-55+5,

(10)

donde podemos observar que el niémero de adiciones pasa de ser 12 'en (9) a 8

en (10).

Como el producto matricial

1 0 O

1 1 dg E
1 1 -1 d;

1 0 -1 dgy

0 1 0

genera 4 adiciones. (ya que dy+d;  aparece dos’ veces) entonces el algoritmo

de Winograd requiere exactamente de:

5 maultiplicaciones

12 adiciones .




CASTRO-CHADID, 1; ET AL: SEMINARIO DE INVEST. EN TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER 177

VARIACIONES DEL ALGORITMQO
Al emplear el algoritmo de Winograd para calcular la convolucién se elige un polinomio
m(z) con dm>ds. Es posible en algunos casos seleccionar el polinomio m(z) de tal forma
que el dm=08s y apoyindose en procedimienios similares (aunque no iguales), a los
empleados en el algoritmo de Winograd obtener nuevos algoritmos que sean mds
eficientes. Veamos dos ejemplos.

EBIEMPLO 1:

Sean

g(x)=gx+gq ¥ d(x)=d2x2+d1x+d0;
calcular la convolucién s(x)= sgxStsgx’+s xtsy de g(x) y £(x).
DESARROLLO :
Tomemos m{x)=x(x-1)(x+1), 1lamemos m(o)(x) =x, n(x)=x-1 y

mu)(x)‘c x+1 entonces :

le) ( X, E%;l ) = 1, esto es ( X, (x-l)(x+1))

1. Por lo tanto

x x + (-1)(x-1)(x+1)

H]
s

luego
= -(x2-1).

g,
=
~
t
~—
§

1. Por lo tanto

2e) ( x-1, m(x) ) = 1, esto es ( x-1,%(x+1) )
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(-3) 2 -1 +(§) x (1) = 1

al)(x) = 1 x (x+1).

= 1.

pa—

30) ( x+1, E£§2~) =1 esto es ( x+1l, x (x -~ 1)
(-3)0ee2) o) + (L) x ey =1
luego
2®(x) = § x (x-1).
Ahora introducimos cuatro constantes Sy, Sy, S, ¥ Sg tales que
s(x) = a‘m(x) So +’a“)(x) 8,+ am)(x) So + m(x) S entonces

S S
s3x3+s2x2+slx+soz (-x2+1) Sy + (x2+x) —21 + (xz—x) -22- + (x3-x) S3 (1)

Juego
- SO=SO
S S
s | 2
s1=3 -3 - 53
S S
82=~So+-—21+-§2-
s3= S3

que en forma matricial es :
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S
5o 1000 0

1
5y 0 1 -1-1[f355
Sq 1110 |1,
sq 00 0 1

S3

pero como s(x) = (g1x+g0)(d2x2+d1x+d0) entonces:

i)  s(0)=ggdy pero en (1) 8(0)=53=5; de donde
Sp=80dg-

ii) s(1)=(gy+gg)(dgtdy+dy) como en (1) s(1)=Sj entonces
81=(g1+8g) (dotdy+dy).

iii) s(-1)=(-g;+gg) (dg-d;+dy) puesto que en (1) s(-1)=S, se obtiene
So=(gg-g1) (do-dy+dy) .

Por otra parte, por lo visto en (1) tenemos que Sg=sg=gidy. Resumiendo,

finalmente llegamos a que

So= godo

(gp*E1)
S1= — 55— (dotd;+dy)

(go‘g1)
Sp= — 5 (d2—d1+d0)

Sg= g1d2

Wof= o=

escrito en forma matricial tenemos :




180 e e Vo T UNIVERSITAS SCIENTIARIUM. VOL. 2 N* 1. 1994

[~ 7 u 7
So g0 dg
EotEy
351 2 dgtdy+dgy
1 - g0-8 i
S d,,
L 3 N g L -
L .
£o 1 0 0
Ente dO
'Qﬁ“l 1.1 1.0 1
= . - ) dl
8081 11 -1 1
2 dy
. 0 0 .1
:31 » .
por lo tante
_ - -
1 1 0 o0
so 1000 0 | a
got8q : 0
°H 0 1 -1 -1 —5 1.1 1 ;
= _.' B 1
5o 1110 fof1 111 |
sg 00 0 1 B 0o 1 do
e ,
. 1_1 L. o

y asi este algoritmo requiere exactamente de:
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4 multiplicaciones

7 adiciones

EJEMPLO 2:

Sean

g(x)=g2x2+g1x+go y d(X)=d2x2+d1x+d0 :

calcular la convolucidn s(x)= s4x4+s3x3+52x2+slx+so de g(x) y f(x).

DESARROLLO.—

Tomemos’m(x)zx(x—l)(x+1)(x~2) = x-2x3.x242x, 1lamemos

n@(x) = x, o(x) = x-1, . m(z)(;c) = x+1 y mP®(x) = x+2, entonces :

1e) (% m(x) )=1, estoes (=, (x-1)(x+1)(x+2)) = 1. Por lo tanto
x (-x2+2§+1) + %—(x’—l)(x+1)(x-—2) =1

luego .- : - )
a@(x) = 0x-1) (x#1) (x-2) = 4(x3-2x%-xs2).

20) ( x-1, TﬁfR ) = 1, esto es ( x—lrx(x+1)(x—2)) = 1. Por lo tanto

i (gf-’-z) (x-1) + (- %) x (x#1) (x-2) = 1

luego
a“)(x) =(— %) x (x+1)(x-2) = (~ % ) (x3~x2—2x).
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3e) ( x+1, gég; ) = 1, esto es ( x+1, x (x - 1)(x~2)) = 1. Por lo tanto
(’ é ) (-X2+4x~6) (x+1) + (- % ) x (x-1)(x-2) =1

luego

a“)(x) = (— % ) x (x-1)(x-2) = (- % ) txé—3x2+2x).

40) ( x-2, Tgﬁg ) =1, esto es ( x-2, x (x - 1)(x+1)) = 1. Por lo tanto

(- % ) (x%+2x+3) (x-2) + % x (x-1)(x+1) =1

luego

am)(x) = %-(x2—x)(x+1) = é (x3-x).
Ahora introducimos cinco constantes Sy, Sys Sg, Sg ¥y Sy tales que

s(x) = a“»(x) Sp + a“)(x) Sy au)(x) Sy + acn(x) Sg + m(x) Sy
en consecuencia

, ‘ S ‘S
s4x4+s3x3+s2x2+s1x+sO = (x3~2x2—x+2) Tg + (—x3+x2+2x) T% +

S3

S
(—x3+3x2—2x) 7% + (x3—x) 5+

S4 (x3-2x3-x242¢) (2)



CASTRO-CHADID, L; ET AL: SEMINARIO DE INVEST. EN TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

183

luego
(80{2‘(%(;)
e 0 (2)en () eem (3) 00 () 2,
e (R)er (F)es (F)r s
i (2)r o (F) (3]s (F)ms
L S4 = 54

en forma matricial queda :

mlso
5o 2 000 0 f
sy 12 212 ||3%
- 1
sp| ={-21 3 0 -1][]3s,
- - -
83 1 1 -1 1 -2 %83
sy 000 0 1
S4

Pero como s(x) = (g2x2+g1x+g0)(d2x2+d1x+d0) entonces:

i)  s(0)=gpdy pero en (2) 8(0)=85,3=5; de donde
So=g0do

it) s(i):(g2+gl+go)(d2+d1+d0)’pero en (2) s(1)=8, de donde
‘ ‘ S, =(gote1+80) (dgtdy+dg)

ii1) s(-1)=(go-g1+8g) (dg-dy+dy) pero en (2) s(-1)=8S, de donde
So=(89-81+80) (dg-dy+dg)
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iv) s(2)=(4g9+2g,+gg) (4do+2d +dg) pero en (2) s(2)=S; de donde
SS=(4g2+2g1+g0)(4d2+2d1+d0);

por otra parte, por lo visto en (2) se observa que S4=s4=g9d2. Resumiendo,

tenemos finalmente que

2 = Jedo

%1— = 1 (gotsy1+8p) (dordg+dg)

%3 = & (gg-81+8p) (dp-dy+dg).
%31 = é (480428 +8g) (4dy+2dy+dy)
S4 = 824y '

'

que escrito en forma matricial nos da:

%SO %Eo [ : . do
%51 _%gf%lﬂ G dytdy+d,
s, | = | R || domdyedy
1s4 : Eo*2E1 ey dg+2d,+4dy
S4 &2 da
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e 100
EGtEtE
‘—Q—'Ql'—'g 1 1 1 do
- Bp-8; 189 ‘
= ——— 1 -1 1 dy
ggt2g1t4En
% 124 1d
B9 0 0 1
por lo tanto
o1, ]
2 0 0 0 0 250
So A EQtE81+E0
sy -1 2 -2-1 2 2"
~g1+
so =|-21 3 0 -1 50_%1—52
sg 1 -1 -1 1 -2 Bot2g +4go
sy 000 0 1 6
g2
L wd
_ -
1.0 0
11 1 dy
1 -1 1° dy
1 2 4 dy
00 IJ

Al contar detalladamente se -puede observar que este algoritmo requiere

exactamente de:
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5 maultiplicaciones

20 adiciones

las 7 preadiciones se obtienen de la siguiente manera:

dgtdy+dy = dyt(dy+dy)
dg-dy+dy = dgt(dg-d;)
dgt2dy+4dy = (dy+dy)+(dy+dy)+(dg-d )+(dgtd +dy);

para calcular cuantas postadiciones hay, procedemos de la siguiente

manera :

Sea

el resultado de multiplicar las f{ltimas tres matrices de la expresién
matricial final, entonces las postadiciones se obtienen al efectuar el

producto siguiente:

2000 0[|Tg
12 -2-12 [T
21 30 -1[|Ty
1 -1-11 -2||Tg
0000 1|7,
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luego

SO =
Sl =
52 =
S3 =
84' =

To+Tq | . ;
(T4+T) -(T2+T2)+( ('I‘4+T4)—T0—T3)
-(Tg+Tg)+(TotTo)+ (Ty+Ty)-Ty
~((Ty#Ty)-Ty-Tg)~(Ty+Ty)

Ty

por lo tanto hay 13 postadiciones.
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FUNDAMENTACION MATEMATICA
DE LA REVERSION DIGITAL

Resumen

Se presenta una deducion rigurosa de la reversién digital de un entero en cualquier

base.

Abstract

A rigorous deduction of the digit reversal of an integer in any base is presented.

INTRODUCCION

En algunos procesos de Transformada
Répida de Fourier los datos se permutan
para facilitar los célculos orientados a la
disminucidn del nimero de operaciones
aritméticas, asf como también lareduccién
del tiempo computacional.

Estetipo de permutacidn presenta un vector
de datos cuyos elementos estdn ubicados

DEFINICION 1:

en puestos que corresponden a desarrollos
en una base fija del mimero en cuestién,
pero con los coeficientes en el orden
inverso. El algoritmo que se desarrolla en
el presente articulo, permite restituir de
unamaneraeficiente el orden perdidoenel
manejo de estos datos. Se adjunta el

_respectivo programa en BASIC.

Sea beZ¥, b>1 y AeZ, si el desarrollo en base b de A es:

A=a,_ja4.9 - 2139

se define el elemento reverso de A en base b como el

desarrollo en base b es:

czagay -+ ap o8, 1 -

OBSERVACION:

Recordemos que A=a,_ja, o '+ 2aja

_ -1 n-2
‘A-a"_lb“ +a, ob""% ..

LEMISCO:

Sean A=a,_qa, o -+ aj3

+a1b+a0

con 0<ay <b-1

OSaigb-l

entero c cuyo

es la expresion en base b de:

0<a; Sb-1 .

y K=a, _sa, g4 - ajaga; | entonces
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K=bA+(1-b") [A/bP-1] .
TEOREMA:

Sean A y D los enteros cuyos desarrollos en base b son:

A=a,_ (ke1)Pn-(k+2) 7 20%n-kPa-(k-1) " 2n-1

Dzan—(k+2)an—(k+3) " 20%n-(k+1)?n-k 77 Pn-1

con O_gaigb-l.

Entonces

D=(b**1_bk)[A/bX] +(bX-b") [A/BP 1A VK >0

DEMOSTRACION :

Sabemos que [A/bk] ='an4(k+1)an—(k+2) +++ ag. Por el LEMISCO tenemos que

b[A/bK] + (1-bP-K)[[A/bRY/bR-K-1] = B (lr2)Pn(ke3) T 20Pn- (k1)

pero como

[[A/bk]/bR-K=1g=[a/b"-1]

entonces

BIA/BK] + (1-b"R)IA/BY M2y iovan i3y B0%(ks1)

luege

b¥(b[A/bE] + (I‘bn’k)[A/bnd])zam(k+2)an-(k+3) T A0RL (k41) 0 e 0F

k ceros
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por otra parte se tiene

k ky _
A-b [A/b ] = ap ) an-(k—l)'" a4

de donde

D = bK*HI[A/bK] + (bKob™) [A/b""1] + A-bK[A/EK]
esto es

D = (bRlpkypazbly + (bR-b?) [A/BR11 4 4 .
CLS .

PRINT TAB(10); “ CALCULO DVEL' ELEMENTO REVERSO EN BASE b DE K

PARA
0<K<(bm)1™

PRINT

INPUT “ TECLEE LABASE  b="B
INPUT © TECLEE EL EXPONENTEn =", N
PRINT

FORW=0TOB"N-1

A=W
GOSUB PROCESO
PRINT TAB(10); “A("; TAB(12); W; TAB(18); “) = ";
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TAB(22); D
NEXT W
END

PROCESO:
FORK=0TON-2
D = (B(K+1)-BK)+INT(A/BK)-+(BK-BN)«INT(A/B(N-1)) + A
A=D
NEXT K
RETURN
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