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SOLUCIONES PERIODICAS CLASICAS DE LA ECUACION 

L[u.]:: bO+IVx.u.ll 2 ) 

Y SUS APLICACIONES 

Jo.óé Hu.mbeJ!X.o SeJVr.a.no V. 

Resumen: Se demuestra la existencia y unicidad de solucio
nes periódicas clásicas de la ecuación 

Utilizando este resultado, ~e determina una cota a priori 

de la solución de la ecuación 

L[u.] = á(x.,.t,u.,'ilx.u.),_ 

donde 6 es una función de clase c1 , tal que 
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Abstract~ The existence and uniqueness of classic periodical 
solutions to the equation 

L [u.] = b (1 + 11 'ilxu.ll2) 

are shown. By making use of this result "a priori" bound to 

the solution for the equation 

L [u.] - 6 (x.,.t, u., 'V x.u.) 

is determined, in which 6 is a type c1 function, such that 
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INTRODUCCION. En este artículo se demuestra la existencia y 

unicidad de soluciones periódicis clisicas del problema: 

{

L[u](x,.t) = b(x,.t)(1+1117xu(x,.t)ll 2) en QxR, 

(I) u(x,.t) = O en anxR, 

u(x,.t+T) = u(x,.t) en QxR, T >O (fijo). 

donde 

L[u J 

es un operador uniformemente parabólico, 11 cRN, (N> 1), es 
un dominio acotado con frontera ande clase CZ+a, (O <a< 1) 

y bE ca(fixR) es una función T-peri~dica en .t, los coeficien

tes deL, a .. , b., e pertenecen al espacio de Banach 
.{.j .{. 

F { 6 e:: Ca(fixR) 1 6 es T -periódica en .t}, con a .. = a· .y 
.{.j j .{. 

e~ O en fixR. La solución del problema (I) pertenece al es-
pacio de Banach E = {u e:: CZ+a(ñxR) 1 u es Y-periódica en .t y 

u ::: O en anxR}. 
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Los resultados sobre el problema (I) se utilizarán para ob

tener cotas de las posibles soluciones periódicas clásicas 

del problema: 

{

L[u] (x,.t) ó(x,.t,u(x,.t),Vxu(x,.t)) en QxR, 

(II) u(x,.t) = O en anxR, 

u(x,.t+T) _ u(x,.t) en ñxR 
' 

donde 6:QxRxRxRN + R, es una función suficientemente suave, 

T-periódica en .t y que satisface determinada condición. 

J. L. Kazdan y R. Kramer [2] , H. Amann y M. Grandall 

[1] estudiaron el problema (II) para el caso en el cual L 

es un operador diferencial lineal de segundo orden uniforme 

mente elíptico. En [3] Ju.S. Kolesov publicó en 1966 un tea 

rema de comparación sobre el problema (II) para el caso en 

el cual 6 satisface la siguiente condición: 

N 
~ C1(1L)+C2(1L) L ¡y.¡2-s..¿(Jt) 

i.= 1 -{_ 

para toda u, tal que iul < lL, donde O< s..¿(lL) :S 2, -co <.t <co 

1, 2, ... , N. 

En este artículo consideraremos la siguiente condi

ción sobre 6: 

N 
~ c1(1L)+C2(1L)_L 

-{_=1 

2 
1 y.¡ . 

-{_ 
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Por el hecho que O < s..¿(lL) ~ 2, el problema (II) estudiado 

por Kolesov no incluye la condición inmediatamente anterior. 
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SECCION l. El principal propósito de esta Sección es probar 

el siguiente resultado: 

1.2. TEOREMA. Para cada bE F, existe una única solu

ción u EE del problema (I). Ademas, existe una función y 

creciente y conttnua y:R+ + R+tal que si u E E es solución 

de (I) para un bE F entonces ~u~ 2 ,p ~ y(~b~ 00 ). 

En la demostración de este teorema usaremos los siguie~ 

tes lemas: 

1. 2. LEMA. El problema (I) tiene a lo m<xs una solu:;ión 

u E E. 

Los tres siguientes lemas se usan para demostrar la de 
sigualdad más importante de este trabajo: 

2+a - [ · ] 1. 3. LEMA. Si u E e (nx o' T ) entonceH existe dha 

constante K> O tal que 1111Vxull 2 11~x[O,T] ~K~ull~x[O,T]IIull~:~~o,r] 
donde R = K(n,p,N) 

. 1 .4. LEUA. Si n. E [0, 1]. u. e: E son tales que 
.{. 2 . .{. 

(L+1) [uJ = b~n.-i+IIVxu-i.ll ) , -<. = 1, 2, V= u2-u 1 y 

M ln,-n 2 l~bll~x[o,T] entonces -M~ V~ M. 

1. S. LEMA. Si u e:: E, es solución del problema: L [u] :: 6 
en fix[O,T], u:: O en anx[O,T], entonces existe una constan-

te e > O (independiente de u y ¡)) tal que 

º-r º-r º-r ~ ull 2 ~ e[! u 11 + 11 611 J · ,p p 

CO..r denota ñx[O,T]). 

1.6. LEUA. Las hipótesis del Lema 1.4 implican 
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Za siguiente desigualdad: 

11v11tp ~ R: 1 C3~bll:r(m(Q)xT) 11 P) +K 1IIbll:rllllvxu111 211;r 

Qy 2 Qy 
+ K 3 [~blloo] ln 1-n 2 111VII 2,p • 

donde m(Q) denota Za medida de Q, R: 1,K1,K 3 son constantes 

positivas. 

1.7. COROLARIO. Si entonces 

Demostración del Teorema 1.1. Seleccionamos O= n1<n 2< .. . 

<nn =1 en [0,1] tales que ln_¿+ 1-n_¿l < 
2

K
1 Ibl 2 , -i.=1,2, .. . 

. ,n-1. Para n 1 = O, es claro que u1 = O 31 1 oo es solu

ci6n de (L+1) [u] = b(O+~Vxu~ 2 ). Para n 2, demostraremos que 

existe u2 E E solución de (L+1) [u] = b(n 2+~Vxu~ 2 ); hacemos 
lo siguiente: 

a) Obtenemos una cota a priori de la solución de este pro
blema, es decir, supongamos que ü2 E E es solución del pro

bJema (L+1) [u] = b(n 2+11Vxull 2). Reemplazando u1 = O en la 
desigualdad del Corolario 1.7 obtenemos: 

Por un resultado conocido (ver [4] pág.342) existe una cons 

tante K > O (independiente de u y 6) tal que 
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" b) Definirnos un operador r 2 en la siguiente forma: 

" -1 - 1+13 T 2 [u] = i..J (L+1) ( 6 [u]) para toda u e:: eT (i'ixR), 

donde 6 representa el operador 6:e 1
+ 13 (ñxR) + ey(i'ixR) defi

nido por 6[u] = b(n 2+111lx.uli
2), (L+1)- 1 :e~(i'ixR) +Cf-+a(QxR) 

es el operador inverso del operador L+1 que se mencionó en 

la introducción (para la existencia de (L+1)-1 ver [5] pág. 

242), J se presenta la inyección (la cual es continua) 
J:ti+a(i'ixR) <---+ e++p(i'ixR), i..:e++p(i'ixR) <---+ et 13 (QxR) es la 

inyección. 

Por ser i.. un operador compacto y O < a < 13 < p < 1 

·"' fácilmente se puede ver que r 2 es un operador compacto. 

a - 1+13 - 1+p -(Nota: Aquí, escribirnos u E ey(QxR)(ey (QxR), ey (QxR), 
1+a - a - 1+13 -e y (QxR) respectivamente) si u e:: e (QxR), (e (QxR)), 

ce 1+P(fixR)), (e 2+a(QxR)) y u es Y-periódica en :t. Denotamos 
·2+a -con ey (QxR) el espacio de Banach de todas las funciones 
2+a -u e:: ey (QxR) tales que u(x.,:t) = O para todo (x.,:t) e:: anxR. 

1' 

e) Demostraremos que el operador r 2 tiene un punto fijo. 

Para lograr esto, consideremos la hornotopía H;t[u] = 
" (I-:tT 2) [u], :te:: [o, 1], u E v 2 donde 

v
2 

= {u e:: e++ 13 (nxR)/IIull 1+
13 

< R2 + 1 } 

y R
2 

es la cota que se mencionó en la parte (a). 

H:t[u] i o para todo u E av2 y o ~ :t ~ 1. Porque si 

(I-:tT
2
)[uJ =o para algún u e:: av

2 
y algún :t0 e:: [0,1] enton

ces u= :t
0
T2 [u], (L+1)[uJ = :t0 b(n 2+1117x.LÍII

2), por lo tanto, 

por la parte (a), llull 1+
13 

< Ky(ll:t
0

bllro)< R2, lo cual es absur

do. 
/'o. /' 

Por ser r 2 un operador compacto, :tr 2 es compacto para 
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cada :t e: [o, 1]. 

Lo anterior nos permite definir el grado de Leray-Sha~ 

der: dg(I-iT2,o,v 2). Por la propiedad de invariabilidad de 
las homotopías en la Teoría del grado (ver [6], pág.341, Teo 

rema 13.3.6) tenemos que: 

Como O e: V2, dg(I,o,V 2) = 1; dg(I:f2,o,V 2) ~O, por otra co 

nacida propiedad (existencia de soluciones) del grado (ver 

[6] pág.341, Teorema 13.3.6), existe u2 e:V 2 tal que 
(I-'T 

2
) [u 2] = o. 

Suponiendo que hemos encontrado las soluciones u1,u2, 

... ,uk.e: E del problema (L+1)[uJ = b(n..¿+llllxu..¿i! 2) ..i.= 1,2, 
••• ,k. y que existe una función creciente y continua 

yk.:R+·-+ R+ tal que llull 2 ~ yt..(~blic"') para toda solución 
,p ~ 2 

u e: E del problema (L+1) [u] = b(nk.+~llxull ). 

Recursivamente podemos encontrar una solución Uk.+ 1 e:E 

del problema (L+1) [u] = b(nk.+ 1 +~11xull 2 ) procediendo de mane~ 
ra análoga como en el caso de n2 . Por lo tanto, existe una 

solución un= u e: E del problema (L+1) [u] = b(nn+1117xui1 2) = 
b(1+1111xui1 2) y una función creciente Yn =y tal que 

11 ull2' p ~ y e 11 b 11 oo) . 

Demostración del Lema 1.2. Supongamos que u 1,u2 e: E son dos 

soluciones del problema (I), denotemos con z = u1 -u 2, enton 

ces L[z] = b(llí7xu 1!1
2-llílxu 2 !1

2) en ñxR, z =O en ()QxR. 

O en 
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- N ax 
ñxR, z ::: O en astxR, donde L [z] L[z] - b _í k.,¿ ax; , el prin-

-<..=1 ,(.. 
cipio del máximo para ecuaciones diferenciales de tipo para-

bólico (ver [7], pág.34, Teorema 1) implica que z ~O en QxR, 

es decir, u. 1 :;:. u. 2 . En forma análoga se demuestra que u. 1 ~ Ltz. 
Luego u. 1 = u. 2 en ñxR. 

Demostración del Lema 1.3. Denotemos con u.t(x) = u.(x,t), pa

ra cada t e: [O,T] fijo, x e: ñ. Usamos la desigualdad que apa 

rece en el Teorema 10.1 pág. 27-29 (ver [8]). Tomamos p su
ficientemente grande p >N, m= 2, ~ = p, j = 1, a=~. q= oo, 
p = 2p y obtenemos: 

para algdn ,¿ 1,2, .. . ,N, donde C = C(s'i,p,N). De aqui, se 

concluye que lllu.x,¿I 211;T ~ c 2 ~u.ll:r~;¡¡~~p' por esta dltima de

sigualdad y la desigualdad triangular en LP tenemos que 

Por lo 

Demostración del Lema 1.4. Tomamos e = c-1 en el operador L 
mencionado en la introducción y suponemos que n1 > n 2 . 

(L+1)[M-V] =-C. M- (L+1)[V] ~ ln 1-n 21CIIblloo-lbl) 
N 

K [ Í k..~] 
i=1 -<.. ax,¿ 

donde K es la cota de lb(x,t)l en QT y k,¿ es la función men

cionada en la demostración del Lema 1 .2. Sea 

~ N 
L [M-V] = (L+1) [M-V] - K_J

1 
k,¿ a~,¿ (M-V) , 
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entonces L[M-V] >--O en Qy, M-V= M en anx[O,TJ y por el pri!!_ 

cipio del máximo podemos concluir que M-V ~ O en Qy. En for

ma análoga se demuestra que M+V ~ O en Qy. 

Demostración del Lema 1.5. Existe una función ~:R + R, 

~E c""(R), tal que (i) H:t) =O en (+-,0) U (ZT,+), 

(ii) H:t) 1 en [T/2, 3T/2], (iii) O~ H:t) ~ 1 en R. 

Sea V ~U, entonces L[V] =U~' +~6 en fix[0,2T], por 

lo tanto, existe una constante K> O (ver [4], pág. 342) tal 
que 

Ya que 

V 

~V~~x[T/2,3T/2] ~ 
2,p 

JJV~fix[T/2,3T/2] 
2, p 

ijVJJñx[0,2T] 
. 2' p 

~ ull Qy 
2,p 

~u~ Qy ~ ~Vil ñx [O, 2T] 
2,p 2,p 

se tiene que 

Por lo tanto ~ull;~p $ K[h'u~~x[0, 2T] +h6~~x[0, 2T]J y de 

aquí, fácilmente se obtiene que 

donde c. 2Km, m 

Demostración del Lema 1.6. Puesto que 

se sigue que 
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~L[VHP:;; llbJL,,In 1-n 21CCm(Q)xT) 11P+IIbllooiiiiVx.U211
2 

-11Vx.u 1 11 2 ~P +IIVIip· 

Ahora, por los Lemas 1 .S y 1.4 tenemos: 

IIVII 2 ,p ~ ié 1 CIIVIIP +~L[VJIIP) , 

~ 3R1IIbllooin1-n 2J(m(Q)xT) 11P 

+ R1llbLJIIvx.u2112-llvx.u1 11211P 

Como u2 = V+u 1, tenemos que 

IIVII 2 ,p ~ iC 1C3IIbllooCmCn)xT) 11P 

+ K 111 b 11 oo ( 1111 V x. V+ V x. u 1 11 
2

11 p + 1111 V x. u 1JJ 
2

JJ PJ 

Se puede probar que 

Reemplazando esta última desigualadad en la de

sigualdad inmediatamente anterior tenemos: 

JIVII2,p ~ R1C3IIbiiCX)CmCn)xT) 11PJ +R1IIblloollllvx.u111
2

11r 

+ 2R 1IIbllooii11Vx.Vi1
2

1ip +2R1Jiblloollllvx.u 111
2

11P 

'R1(3ilblloo(m(Q)xTJ 11PJ+K1IIbllooiiiiVx.u111
2

11p 

+ K 2JJ b 11 oo 1111 V x. V 11 211 p , donde K 1 = 3 R1 , K 2 = 2 K 1 

Aplicamos las desigualdes de los Lemas 1. 3 y 1. 4 y obtene 

mos la desigualdad deseada. 
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Demostracion del Corolario 1.7. Por las desigualdades de lo~ 

lemas 1.6 y 1.3 tenernos que 

Ya que iiu 1 1ioo<> c1 iiu 1 ii 2 obtenernos la uesigualdad deseada, 
- - A > p 

tornando K
1 

= 2K
1

, K
1 

= 2K
1

Rc
1

. 

SECCION 2. El propósito de esta sección, es obtener una co 

ta a priori de la solución del Problema (II). 

2.1. TEOREMA. Si fi:QxRxRxRN--+ R es una f~mción T-pt: 

riódica en~, de clase c1 tal que 

para toda u, tal que lul ~ 1t y u<== JE es solución del proble

ma (II), Ju~"' ~ 1t entonces ~ull 2 ,p' Y(C(!t)+!t), donde Y es la 
misma función mencionada en el Teorema 1.1. 

Demostración. Ya que u es solución del problema (II) enton

ces u satisface el problema: 

~ (L+1) [u] = 6(x,~,u,ilxu)+u en QxR, 

l 
u. = o en anxR, 

U.E: E. 

Puesto que 

ó(x,~,u.,ilxu.)+u 
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Tenemos que satisface el problema: 

donde 

f (L+l) [u] = B[1+J17xull 2] en QxR, 

u = O en anxR, l u :E 
B = 6(x,.t,u,··:xu)+u E Ca(ñxR), IIBIIoo ~ C(tr.)+tr. 

1+1117xull 2 

Por el Teorema 1.1, llullz,p ~ YU Bllo,), es decir, 

llull2,p,; y(C(tr.) +tr.). 
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