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SOLUCIONES PERIODICAS CLASICAS DE LA ECUACION
Lla] = bC1+]vyul? '
Y SUS APLICACIONES

José Humbernto Sernano 7.

Resumen: Se demuestra la existencia y unicidad de solucio-
nes periddicas clidsicas de la ecuacidn

Lla] = 601 +]v,al®) .

Utilizando este resultado, se determina una cota a priori
de la solucidn de la ecuacibn

L[LL] = 6(X,»‘C,LL,VXU.) ,

donde § es una funcidn de clase C1, tal que

2
6 (et g,y ey )| < COD [T+ Cuqsuy, sy 17T

Abstract: The existence and uniqueness of classic periodical

solutions to the equation
Lla] = 6C1+]v,ul?)

are shown. By making use of this result "a priori" bound to
the solution for the equation

Lu]

is determined, in which § is a type C1 function, such that

6(xs'tsu-:vxu-)

) 2
lé(X,I,u,yPyz,--, UN” sC(n)[1+]](y1,y2,. "’gl\l)” ] .
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INTRODUCCION. En este articulo se demuestra la existencia y

unicidad de soluciones peribdicas clidsicas del problema:

L[a]) (x,2) = b(x,2) (1+]V,a(x,2)]?) en oxR,

(D ul{x,t) = 0 en J0XR,
u(x,£+T) = u(x,4) en OxR, T>0 (fijo).
donde
] -2 %’ N 3%u N 9t )
Lu] = 5% - Ja,; so—me—+ ) b, =o"+cu
9t §=1 421 L4 axLaxj i1 L 9x,

es un operador uniformemente parabdlico, @ C:RN, (N > 1), es
2+a

un dominio acotado con frontera 3Q de clase C°* , (0 <a< 1)
y be ca(QXR) es una funcidn T-periddica en £, los coeficien-
tes de L, aij’ bi’ ¢ pertenecen al espacio de Banach

F ={§=Cc*axR) | § es T-periddica en £}, con Qrp = @iy

c ¢ 0 en QxR. La solucidn del problema (I) pertenece al es-
pacio de Banach E = {u = CZ+a(QXR) | u es T-periédica en £ y
w 2 0 en 3QxR}.
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Los resultados sobre el problema (I) se utilizarén para ob-
tener cotas de las posibles soluciones periédicas clésicas
del problema:

Llu] (x,2) = §(x,%,u(x,2),9 u(x,2)) en xR,

(11) w(x,z) = 0 en 3QxR,

u(x,t+T) u(x, ) en QxR
donde 5:QXRXRXRN + R, es una funcidn suficientemente suave,

T-periddica en £ y que satisface determinada condicidn.

J.L. Kazdan y R. Kramer [2], H. Amann y M. Grandall
[1] estudiaron el problema (II) para el caso en el cual L
es un operador diferencial lineal de segundo orden uniforme
mente eliptico. En [3] Ju.S. Kolesov publicé en 1966 un teo
rema de comparacidn sobre el problema (II) para el caso en

el cual { satisface la siguiente condicidn:

N
2-es(n
§0 0wy, o) | $ €4 (000,00 1 Tyl ()

para toda u, tal que |u| < x, donde 0<e (1) € 2, -@<t<w

lull € =, € = 1,2,...,N.
Iin este articulo consideraremos la siguiente condi-
cibn sobre 4:

N
2
|6(X,t,U-:U1,Uz,-~-,HN)| N C‘](/L)q-cz(}l‘)iz‘l lylél *

Por el hecho que 0 < e,(2) £ 2, el problema (11) estudiado

por Kolesov no incluye la condicidén inmediatamente anterior.
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SECCION 1. E1 pr1nc1pa1 propbdsito de esta Seccidn es probar

el siguiente resultado:

1.2. TEOREMA. Para cada b = F, existe una dnica solu-
cién u = E del problema (I). Ademas, existe una funcibn Yy
ereciente y continua Y:R+ > R+tal que si us E es solucidn

de (I) para un b & F entonces "uHZ,p < y([el)

En la demostracidn de este teorema usaremos los siguien

tes lemas:

1.2. LEMA. El problema (1) tiene a lo mds una soluzién
u = E,.

Los tres siguientes lemas se usan para demostrar la de
sigualdad mds importante de este trabajo:

1.3. LEMA. 51 u = C2+a(QX[Q,T]) entonees existe i1id

constante K > 0 tal que ﬂﬂvxuuzugx O’T]~$Rﬂuﬂ2x[o’ﬂ|hﬂgxgoﬂj
- b
donde K = K(%,p,N)
1.4. LEMA. 5i n [O 1] u, = E son tales que
(L+1)[u./‘-‘] = b(ni+[ vy U-LH 1:2: L Lt )

M= Infnzllbﬂgx[o’T] entonces -M < V < M.

1.5. LEMA. Si u<= E, es solucién del problema: L[u] =4

en Ox[0,T], u = 0 en 3Qx[0,T], entonces existe una constan-

te ¢ > O(independiente deuy f) tal que

1T s ella 1417

2 p
(91 denota Qx[0,T])

1.6. LEMA. Las hipétesis del Lema 1.4 implican
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la siguiente desigualdad:

_ Q2
LR NE T R COR RN P R [T E b
Q2 2
+ K16l 1% Iny-n, 11Vl 5T, »

donde m(Q) denota la medida de 9, I_<1,K1,K3 son constantes

positivas.

X 1
1.7. COROLARIO. Si |n,-n,| < entonces
1772 J7142
2K 5[] 6157

Q2 ~ Q; A 2
1vl,T, < &Gl on@=m P el 2Tty 17

donde KT’ K1 > 0.

Demostracidn del Teorema 1.1. Seleccionamos 0 = ny<n,<
1

< i=1,2,...
23] 6]l 2 "

<n, =1 en [0,1] tales que ]ni+1—nil
.,n-1. Para ny = 0, es claro que Uy
cidén de (L+1)[u] = b(0+ﬂvxuﬂ2). Para n,, demostraremos que
existe u, = E solucidn de (L+1) [u] = b(n2+HquH2); hacemos

lo siguiente:

HE

es solu-

a) Obtenemos una cota a priori de la solucidn de este pro-
blema, es decir, supongamos que &2 = E es solucidn del pro-
blema (L+1)[u] = b(n2+ﬂvxu"2). Reemplazando u; = 0 en la
desigualdad del Corolario 1.7 obtenemos:

luz-012,, = 12505, < Kyl bl m@)x1) P = v, (b))

Por un resultado conocido (ver [4] p&g.342) existe una cons
tante K > 0 (independiente de u y {) tal que

Lyl 1ag < Rrp(I6lL) = 7,
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N
b) Definimos un operador T2 en la siguiente forma:

?Z[u] = LJ(L+1)'1(g[u]) para toda u = C%+B(QXR),

donde 6 representa el operador 5 C1 B(SZXR) - CT(QXR) defi-
nido por {[u] = b(n2+ﬂvxuﬂ ), (L+1) -1 CT(QXR)-+CT- %(axR)

es el operador inverso del operador L+1 que se menciond en

la introduccién (para la existencia de (L+1)"1 ver [5] pag.
242), J se presenta la inyeccidén (la cual es continua) ‘
7 cﬁ‘*""(ssz) — c”"(an), 2101 P (axR) — 1B (axR) es 1a

1nyecc1on

Por ser £ un operador compacto y 0 < o < B < p < 1
Eal
fdcilmente se puede ver que TZ es un operador compacto.

(Nota: Aqui, escribimos u = CT(QXR)(CT B(QXR), C}+D(QXR),
1+OL(QXR) respectivamente) si u = C*(QxR), (C +8(QXR)),
(' P@xm)), (€

con éT+ (2xR) el espaéio de Banach de todas las funciones
u e C%+a(QxR) tales que u(x,%) = 0 para todo (x,t) = 30xR.

(2xR)) y u es T-periddica en £. Denotamos

Pal
c) Demostraremos que el operador Ty tiene un punto fijo.
Para lograr esto, consideremos la homotopia H[u]
(I—f?z)[u], ze= [0,1], u =D, donde

- {u= P @R /ul 4 < Ry 1)

y Rz es la cota que se menciond en la parte (a).

H [u] £ 0 para todo u =30, y 0 < £ < 1. Porque si

(I £T ,)[u]l = 0 para algn u =30, y algun 1, = [0,1] enton-
ces u = & Tz[u] (L+1) [u] = £ob(n,+] vy uH ), por lo tanto,
por la parte (a), Hu"1+8 < Ky(HtOb”m)< Ry, lo cual es absur-
do.

7~ ~
Por ser T2 un operador compacto, £T, es compacto para
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cada £ e:[O,T].

Lo anterior nos permite definir el grado de Leray-Shau
der: dg(I—f?Z,O,Dz). Por la propiedad de invariabilidad de
las homotopias en la Teoria del grado (ver [6], pdg.341, Teo
rema 13.3.6) tenemos que:

~
dg(I:O’DZ) = dg(Ho’O,Dz) = dg(H'lyO’Dz) = dQ(I_TZ’Oyvz)'

Como 0 = DZ’ dg(I,O,UZ) = 1; dg(I:?z,O,DZ) # 0, por otra co
nocida propiedad (existencia de soluciones) del grado (ver

[6] pdg.341, Teorema 13.3.6), existe u, e:D2 tal que
(1-7,) [u,]

Suponiendo que hemos encontrado las soluc1ones Uq,sly,
.,u, = E del problema (L+1)[u&J = b(n, +ﬂV ul ) L= 1,2,
sk y que existe una funcidn crec1ente y contlnua
yk:R+—+ R" tal que lul, , < v,(lbls) para toda solucidn
u = E del problema (L+1)tu] = b(nk+ﬂvxuﬂz)

Recursivamente podemos encontrar una solucidn le+1 eE
del problema (L+1)[u] = b(np,q* v, ul ) procediendo de mane-
ra andloga como en el caso de n2.~Por lo tanto, existe una

. < 2
solucién %n = u = E del problema (L+1)[u] = b(n,+]V,u
b(1+|vxu]“) y una funcién creciente y, = vy tal que
lul, < velbl).

Demostracidn del Lema 1.2. Supongamos que ) = E son dos

soluciones del problema (I), denotemos con z = uy-u,, enton

ces L[z] = b(Han1ﬂ [V u,l %) en OxR, z = 0 en J3OxR.
N Facilmente se puede ver que Hvxu1ﬂ Hvxuzﬂz =
3z ou u ~
LZT ki X donde k; = BXL +5§%' Por lo tanto: L[z] = 0 en
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OxR, z = 0 en 39xR, donde L[z] = L[z] -b X kLax , el prin-
cipio del mdximo para ecuaciones diferenc1ales de tipo para-
b6lico (ver [7], pdg.34, Teorema 1) implica que z > 0 en OxR,

es decir, > Uy En forma andloga se demuestra que Uy £ .

1
Luego u; = u, en xR,

Demostracidn del Lema 1.3. Denotemos con ut(x) = u(x,%), pa-
ra cada £ « [0,T] fijo, x = Q. Usamos la desigualdad que apa
rece en el Teorema 10.1 pédg. 27-29 (ver [8]). Tomamos p su-
ficientemente grande p > N, m = 2, A = p, { =1, a =%, g= o,
ﬁ = 2p y obtenemos:

£ 5 5 1 5 1
I5e1y, < ey D7 dutiD®

para algln £ = 1’2"'6’N’ donde C = C(Q,p,N). De aqui, se
concluye que ﬂ]uxLIZH;T < Czﬂuﬂmrﬂdﬂsz, por esta Gltima de-
sigualdad y la desigualdad triangular en LP tenemos que

N Q or, 2
I3 Tue 21, < cﬁnuuanunzTP

£=1
Por lo tanto, ||V, HZHQT |QT

K] ul

I H donde k = C°N.

Demostracidn del Lema 1.4. Tomamos ¢ = c-1 en el operador L

mencionado en la introduccidn y suponemos que Ny > n,.
(L+1) [M-v] = - M- (L+1) [V] > |n1~n2|(llbll -16])

oV
..K[ kﬁ:}:

&
W12
—

donde K es la cota de |b(x,%)|en Qr vy ki es la funcidn men-

cionada en la demostracidn del Lema 1.2. Sea

LM-v] = (L+1) [M-v] -K E R, (M vy ,
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entonces i[M—U] > 0 en Qp, M-V = M en 30x[0,T] y por el prin
cipio del médximo podemos concluir que M-V 3> 0 en Q+. En for-
ma andloga se demuestra que M+V 3 0 en ar.

Demostracidn del Lema 1.5. Existe una funcidn ¢:R + R,
¢ = C (R), tal que (i) ¢(£) = 0 en (<,0) Uat,»),
(i1) ¢(%£) = 1 en [T/2, 37/2], (iii) 0 < #(Z) < 1 en R.

Sea V = ¢U, entonces L[V] = u¢' +¢4 en 0x[0,2T], por
lo tanto, existe una constante K > 0 (ver (4], pdg. 342) tal

que

ax [0, 21]

ax [0, 27
oy L0 2] ;

2 p < Ko urog]

Ya que ~ _
oy T2 T g L. 2]

b TR I P

v
se tiene que

ar
2,p

[0,27]
p

a

ks

"ﬁx[o,zrj Qx[o,er]
b ,

o y de

Por lo tanto ﬂuﬂng < ?[ﬂ¢'u + o4

aqui, fdcilmente se obtiene que
a3, < ellal T+ 14127

donde ¢ = 2Km, m = mix o'l Tel T
tef0,T

3

Demostracidn del Lema 1.6. Puesto que

LIV] = blny-ny) + b1y, 1% - v, %) - v,

se sigue que
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1LIVIT, < Tolalngony ] (on@xm) VP« 1ol 17,0,
AL K B [
Ahora, por los Lemas 1.5 y 1.4 tenemos:
1Vl , < Ryvl, «0LivIl )
< 3K 16l Ing-ny | (m(@)x) /P
LRI NS L
Como u, = V+u,, tenemos que
1V, , < Ky Cslblaomeayxm) 1P
o Rylol [y mg 171, 19,0070 )]
Se puede probar que

7w+ 121, € 20070120, 17,121,

Reemplazando esta Gltima desigualadad en la de-

sigualdad inmediatamente anterior tenemos:

1Vl5 < Ry (3160, 0n(@)xT) /Py w R 1ol 119,0,0 %1,

+

= 2 o 2
2R 6l 17, 012, 2R Rl 7 12,

AN

Ry (316l om0y Py Lol 17,0071,

+

5 _ .
Kol v, v 1%, donde Ky =3K;, K, = 2K,

Aplicamos las desigualdes de los Lemas 1.3 y 1.4 y obteng

mos la desigualdad deseada.
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Demostracion del Corolario 1.7. Por las desigualdades de los

lemas 1.6 y 1.3 tenemos que

. ‘ bl 1
115, < Ky Glol, @@xTy Py k&l b] Juqllugdy o 510D,

Ya que Julo< € fugl, p obtenemos la desigualdad deseada,

= 2K K, = 2K1RC

tomando K 1> 1

1 1°

SECCION 2. EI1 propbdsito de esta seccién, es obtener una co

ta a priori de la solucién del Problema (II).

2.1. TEOREMA. S<i 5:QXRXRXRN —+ R es una funcidbn T-pe

riddica en t, de clase ¢! taz que

’ A i
FICTE AV I S | IR CS N A T KO URRt B

para toda u, tal que |u| € # y u= E es solucidn del proble-
ma (II), [u]_, < x» entonces ﬂuﬂz p < Y(C(#)+1), donde Y es la
misma funcidn mencionada en el Teorema 1.1,

Demostracidén. Ya que u es solucidn del problema (II) enton-

ces u satisface el problema:

{ (L+1) [u] = §(x,%,u,V,u)+u  en OxR,

< u=0 en BQXR,

Puesto que

2

§0x,t,u, v, w)ru = LD LT (4, g 4) %y,
1+ ] Vyul '
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Tenemos que satisface el problema:

j(LH)[u] = Bl1+]v,u]?] en oxr,

w = 0 en 3INXR,

t u s E

B = 6(X,at,u_,l\’xu)+u = Cu(QXR), "B"w < C(/L)*'fL
1]V, ul 2

Por el Teorema 1.1, [uf, p sv(]B],), es decir,

donde

lul,,, < v(C() +n).

* *
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