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i/ ¢ ANILLOS DE BOOLE (i

ANILLOS DE BOOLE
(2a. Parte)

CARLOS RUIZ S. (2)

RESUMEN

Se analiza la funcidn (y el funtor) Ac(t) de los abiertos-cerrados
de un espacio (X,t). Primero fijando X, dentro del contexto de las
funciones adjuntas y Tuego con X y t variables. Se construyen los
adjuntos y se analizan los puntos fijos en el primer caso v los

morfismos estructurales de la adjuncién, en el segundo.

ABSTRAET

The Function (and the Functor) Ac(t) of the open closed subsets of

a Topological space (x,t) were analysed. The analysis was made first
when X is fixed, in the context of the adjoint functions, with the
corresponding study of fixed points of the adjoint pair (Ty, Acy).
When x is variable we replace the study in the context of the adjoint
contravariant functors and analyse the sense of the adjoinction mor-
nhisms.

PALABRAS CLAVE
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ANILLOS DE BOOLE IX

En la primera parte de esta segunda entrega sobre el tema de Tos ani-
1los de Boole presentamos un ejemp1o tTp1co, que nace de la topologfia.
Se trata del sub-anillo Acx(t) del anillo de las partes, formado por

aquellos sub-conjuntos de un espacio topoldgico (X,t) que son a la vez

abiertos y cerrados.

Con el fin de analizar esta construccifn iniciamos con un estudio de
los elementos minimales de Acx(t). Aplicamos entonces los resultados
obtenidos alli para mostrar ejemplos de anillos Booleanos sin elementos

minimales.

Después de determinar convenientemente el codominio de la funcifn Acx
se demuestra que admite adjunto a izquierda TX y se procede, como es

costumbre en estos casos, a estudiar los puntos fijos de las funciones
TX AcX y AcX TX.
La segunda parte de este trabajo estd dirigida a generalizar Ta primera
dejando 1ibre el conjunto X sobre el que se trabaja. Lo que nos lleva a
considerar la definici6n de un funtor contravariante Ac y establecer la
existencia de su adjunto T. E1 trabajo termina haciendo notar el Tugar

que ocupan los morfismos estructurales de esta adjuncidn funtorial, den-

tro del contexto de la representacién de anillos de Boole.
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ANILLOS DE BOOLE II

1. LAS CONSTRUCCIONES ADJUNTAS Ac(t) y T(A)

a) Definicién de la funcién Ac

b) Monotonfa de Ac

¢) Minimales de Ac(t)

d) Ejemplo de anillos de Boole sin elementos Minimales

e) Existencia de la Funcidn Adjunta a Izquierda T

f) Puntos fijos de operador T.Ac: Top(X) —~>Top(X)
f.1) La propiedad de ser punto fijo, es hereditaria;
f.2) La propiedad de ser punté fijo de TXAcX, es local;
f.3) Hausdorff para T Ac(t) y disconexidad total de t;
f.4) Los puntos fijos de T. Ac y las sumas;
f.5) Imagen directa por monomorfismos de puntos fijos de T. Ac;
f.6) Puntos fijos que recubren un puhtovfijo.

g) Puntos fijos del operador Ac.T:SlP(X) —~>51P(X).

2. LOS FUNTORES ADJUNTOS Ac y T.

a) Descripcion de la Categoria S1 Bol
b) Descripcién del Funtor Ac:Top ——>51801
c) Descripcidén del Funtor T:SlBo1 —>Top

d) La Adjuncién de los Funtores Ac y T
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1. LAS CONSTRUCCIONES ADJUNTAS Ac(t) y T(A)

a) Definicidn de la funcion Ac

Fijamos, para iniciar, un conjunto X y sobre &1 consideramos una topo-
logfa t. Denotamos por Ac(t) el conjunto de los conjuntos de X que son

a la vez abiertos y cerrados para la topologia t.

La suma A + B en el anillo P{X) de dos elementos A y B de Ac(t) estd
de nuevo en Ac(t): basta analizar la descripcién A + B = (AUB) - (ANB).

De igual manera A.B = ANB estard en Ac(t).

Ac(t) es un subanillo, con unidad, del anillo P(X). Es evidente que no

se trata de un ideal.

Si Top(X) y Slp(X)'denotan respectivamente el conjunto de topologias so-
bre X y el conjunto de subanillos del anillo P(X) que compartel el ele-

mento unidad con P(X), habremos definido una apiicacién.

Ac, = Ac : Top{X) —>S,P(x)

X 1

b) Monotonia de Ac
Es claro que si dos topologias s y t estdn encajadas (s < t) también To

estardn susvabiertos—cerrados: Ac(s) c Ac(t). Puede ser, sin embargo,

que dos topologfas distintas tengan los mismos abiertos-cerrados. Es el
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caso de una topologia de espacio conexo sobre X y la topologia grosera.

E1 elemento mdximo de Top(X) se transforma en el maximo de SlP(X) me-

diante la funcién Ac; el minimo en el minimo.

Evidentemente Ac transforma intersecciones en intersecciones (y no so-
lamente en el caso de intersecciones finitas). No sucede 1o mismo con

Tos extremos superiores.
c) Minimales de Ac(t)

Recuérdese que se 1lama minimal en el anillo Ac(t) un elemento minimal,
para el orden natural, en el conjunto constituido por Tos elementos no

nulos de Ac{t).

Afirmacién: 1) Para que un elemento M de Ac(t) sea minimal es condicién
necesaria y suficiente que el subespacio (M,tM) sea un
espacio topoldgico conexo, es decir que Ac(tM) sea isomor-
fo a 22.

2) Si para una topologfa t sobre un conjunto X las componen-

tes conexas son subconjuntos abiertos (isiempre son ce-

rradas!) entonces ellas forman los elementos minimales

del anillo de Boole Ac(t).

3) Si Ac(t) tiene suficientes minimales entonces estos ele-
mentos minimales representan las componentes conexas del
espacio (X,t), que por estar en Ac(t) son a la vez abier-

tas y cerradas.
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Demostracion:

Corolario:

Resumen :

Las condiciones siguientes son equivalentes para un sub-

espacio no vacio V de un espacio (X,t):
1) V es abierto, cerrado y conexo;
2) V es una componente conexa abierta-de (X,t);

3) V es un elemento minimal de Ac(t).

1) => 2) Si W contiene a ¥V y W es conexo entonces V es un
abierto y cerrado en W y en consecuencia W - V y asfi
V es conexo maximal y es abierto por hipdtesis.

2) => 1) Toda componente conexa es cerrada (evidente);

3) => 1) V es minimal en Ac(t) es abierto y cerrado en t,
y adem@s, si hubiera un subconjunto propio a la vez
abierto y cerrado ‘en X y entonces V no seria minimal

en Ac(t).

Ac(t) no tiene minimales si ninguna componente conexa de

t es abierta.

Para una topologia t sobre un conjunto X, las condiciones

son equivalentes:

1) Las componentes conexas de (X,t) son conjuntos abiertos;

2) E1 espacio topolégico cociente (Y = X/T,s = t/R) de X
por Ta relacidn de equivalencia "x Rz si x y z estdn en
Ta misma componente conexa" es discreto;

3) La funcidn 6 *:P(Y) —> P(X) asociada a la aplicacidn
candnica g :X —>Y = X/R, por el procedimiento "imagen

reciproca”, se factoriza a través de Ac(t).
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p(y) —&F

> P(X)
N\ S

Ac(t)

4) En el anillo Ac(t) hay suficientes minimales. Un
caso particular que merece ser analizado es el de
una topologia t de espacio totalmente disconexo:
es decir aquella en la que un subconjunto conexo no
puede ser sino puntual o el conjunto vacio. En esos
espacios los puntos son cerrados, pero no necesaria-

mente abiertos.

Consecuencia: Si t es una topologia de espacio totalmente disconexo,

un elemento minimal de Ac{t) es necesariamente puntual.

min(Ac(t)) = {{p}| peX y{p} es abierto}
d) Ejemplos de aniilos de Boole sin elementos minimales.

De acuerdo con el resultado anterior si se desea tener un anillo de
Boole sim elementos minimales habria que buscarlo, por ejemplo, entre
los de 1a forma Ac(t) en donde t es una topologia totalmente disco-

nexa pero en la que Tlos puntos no son subconjuntos abiertos.

Ejemplo: 1) Los nimeros racionales Q con la topologia usual.
2) E1 conjunto de Cantor.

3) Un poco mds general que el ejemplo 2) es el de un pro-
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ducto ﬂsxa, espacio discretos, siempre y cuando el con-
junto de indices S sea infinito;

4) Mas general es el caso de un producto con factores ex-
traidos de Tos ejemplos anteriores.

5) También entran en consideracidn las sumas de espacios
(Xata), sumas finitas o infinitas (aqui no importa), que
cumplan la condicidn min Ac(tu) = ¢ : en ese caso
min Ac{t) = ¢ si t representa la topologia suma de los
t, sobre el conjuntoJ__LXa

6) Este G1timo hecho deriva su validez de otro, eminentemen-
te algebraico (como se comprueba al consultar la cita an-
terior): el producto de anillos de Boole sin elementos mi-
nimales no tiene elementos minimales. Hecho al que se
agrega que las sumas, en topologia, se transforma en pro-
ductos por el operador Ac.

e) Existencia de la Funcién Adjunta a Izquierda
T:SIP(X) —> Top (X) de la funcién Ac:Top (X) ~—~SlP(X)

Afirmacion: Como Ta funcién Ac: Top(X) —>S,P(X) conmuta con extremos
inferiores y transforma el mdximo en el mdximo, y, como
por otra parte, en Top(X) siempre existen Tos extremos in-
feriores, entonces la funcidon Ac admite adjunto a izquier

da denotado por T.

En un diagrama
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nw

Top (X) ———> s P(X)

N\

TOp(X) “—'"'A‘E—-A S, P(X)

(1 representa la identidad). Recordemos que con esto se quiere de-

cir que:

(.) Para cada topologfa t sobre X, T.Ac(t) <t, y

(..) Para cada sub-anillo unifero B de P(X), Ac.T(B) 2

(2) E1 operador T:SlP(X) —> Top (X) estd definido (de acuerdo con
£4] 10. pdgina 3) por la ecuacién

T(B) = inf{t|Ac(t) > B}

{3) La topoloafa T(B) queda caracterizada como la engendrada por

los conjuntos U, de X, que pertenecen a B: un conjunto sera

abierto en T(B) si es reunidén de conjuntos U del anillo B.

f) Puntos fijos del operador T.Ac: Top(X)—>Top (X).

Un conjunto serd abierto para la topologfa T.Ac(t) si y solamente si se
expresa como una reunion de conjuntos a la vez abiertos y cerrados para

la topologia t.

Debe observarse sin embargo que un tal conjunto, si bien es abierto en

t, no necesariamente es cerrado.

AsT pues t es un punto fijo del doble mecanismo T.Ac - es decir t = T.Ac(t)

si y solamente si todo abierto de t es reunién de conjuntos a la vez abier-
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tos y cerrados para la topologfa t. En otras palabras si Tos abiertos-

cerrados de t forma una fase de t.

Afirmacion: t es punto fijo de T.Ac si y solo si existe s en Top X
tal que T.Ac(s) = t.
Esta es una caracteristica corriente de las funciones

adjuntas como se puede comprobar facilmente (Cf.[3] y [4]).

Nota: Hay que cuidarse de esperar que los abiertos de T.Ac(t)

sean cerrados: en una de estas topologias "punto fijo",
puede haber abiertos que no son cerrados: se verda mejor la situacidn
si se consulta el caso de Tos racionales con la topologia usual: el
intervalo (0,1) es abierto y no es cérrado, a pesar de que todo abier-
to es reunidn de intervalos de centro racional y radio irracional.

Estos d1timos son, a la vez, abjertos y cerrados en Q.
f.1) La propiedad de ser punto fijo, es hereditaria.

Afirmacion: Si t es un punto fijo de la aplicacién TXAcX:
Top(X) -—> Top(X) y A es un subconjunto cualquiera de
X, entonces t]A es un punto fijo de TA ACA: Top(A) —>
Top(A).

Nota: Si A es un subconjunto denso del espacio™X, para una
topologia t sobre X, tal que tIA sea punto fijo de

TAACA, no necesariamente el espacio (X,t) es punto fijo de TX AcX.
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f.2) La propiedad del punto fijo de TX ACX es local.

Afirmacion:

f.3) Hausdorff

Afirmacion:

Para una topologia t sobre X las condiciones siguientes

son equivalentes:

a) t es ounto fijo de TXACX;

b) t es O-dimensional, es decir, todo punto admite un
sistema fundamental de vecindades que son conjuntos

a la vez abiertos y cerrados de t.
para R Ac(t) y disconexidad total de t.

a).Si la topologia T Ac(t) es de Hausdorff entonces t
es totalmente disconexa;

b) Si t es una topologfa de espacio compacto Hausdorff,
entonces: t es totalmente disconexa si y solo si_
T Ac(t) es de Hausdorff. [Cf.[5]: Willard, pdg. 215

Ejercicio 29 D.].

f.4) Los puntos fijos de T Ac y las sumas.

Afirmacion:

Sea {(Xk’tx)} una familia de espacios topoldgicos. So-
bre X = XA se considera la topologia t suma de las

t,. Si cada t, es punto fijo de TAACA: Top(Xx)——>Top(Xk)
entonces t es punto fijo de T AcX.

Este hecho es consecuencia inmediata de que en la topo-
logfa suma, todos y cada uno de los sumandos son a la

vez abiertos y cerrados.
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f.5) Imagen directa por monomorfismos de puntos fijos de T.Ac.

Sea f:X —> Y una aplicacidn inyectiva. Si t es una topologia sobre
X se denota por fi1(t) = s 1la topologia imagen directa por f:B es
abierto para s y solo si f'l(B) es abierto en X para t (igual afirma-
cién vale para los cerrados). Se anota que, en consecuencia un conjun-
to B de Y-f(A) es a la vez abierto y cerrado para s. Por otra parte,
como f se supuso inyectiva, si A es abierto (res. cerrado) para t, f(A)
es abierto (resp. cerrado) para s: ndtese que f'lf(A) = A. Estas dos

observaciones explican 1o siguiente:

Afirmacion: Si t es punto fijo para TXAcX entonces s es punto fijo
de TYAcY.

f.6) Puntos fijos que recubren un punto fijo

Afirmacion: Si {AX} es un recubrimiento a la vez abierto y cerrado
de X y cada (Ax’tlAX) es un punto fijo de TA AcA enton~

. A A
ces t es un punto fijo de T.Ac( f.4 anterior).

g) Puntos fijos del Operador Ac.T:SlP(X) —~>51P(X}

Descripcidn de Ac T(B): Un subconjunto K de X que se puede escribir a
Ta vez:
a) como reunidén de elementos de B y b) como interseccién de elementos

de B forma parte del anillo Ac.T(B). Inversamente los subconjuntos de X
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que forman a Ac.T(B) se expresan de esta doble manera.

Comsecuencia: B es un punto fijo de la funcidn Ac.T:SlP(X) -~> S.P(X)

1
a la condici6n necesaria y suficiente que cumpla la
siguiente condicidn de estabilidad: todo subconjunto K
de X que se pueda expresar a la vez a) como una reunién

de elementos de B, b) y como una interseccién de elemen-

tos de B, estd en B.

En particular: Si B ¢ SlP(X) es cerrado para extremos superiores (y,
en consecuencia, para extremos inferiores por tener elemento unidad)

entonces B es punto fijo de Ac.T.

Nota: No es cierto, sin embargo que un anillo punto fijo para la fun-

cién Ac.T. sea cerrado para extremos superiores. Veamos un ejem-
plo: Sea B = Ac.(tQ) en tonde tQ es 1a topologia usual de los raciona-
tes. En primer lugar

B = Ac.(t,) es un punto fijo de T.Ac.

Q)

En seqgundo lugar los intervalos racionales de centro racional y radio
irracional que se encuentran en el intervalo racional (0,1) estdn to-
dos en Ac(tQ) pero su reunién que es (0,1) no estd.

En cuanto a 1a primera afirmacidn hagamos la siguiente precisién:

Afirmacion: Si t es una topologia sobre X, el anillo unifero
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‘Ac.(t) = B es un punto fijo de Ac.T:
Ac.T(Ac.(t)) = Ac (), t € Top(X).

Demostracidn: Repetimos el proceso de [3] (y de [4]): Por adjuncién
T.Ac(t) < t. Por cuanto Ac es monStona Ac T. Ac(t) < Ac(t).
Es decir Ac T.(B) s B. Pero por otra parte por adjuncién

B < Ac T.(B). De donde T1a conclusién.

2. LOS FUNTORES ADJUNTOS Ac y T

En el capftulo titulado Las Funciones Adjuntas Ac(t) y T(A) se habfa
trabajado con funciones mondtonas entre conjuntos ordenados: TX:
SlP(X) —> Top(X) y AcX:Top(X) — SlP(X); se demostrd que son adjun-

tas (TX es adjunta a la izquierda de ACX).

En este consideramos categorias y extendemos las construcciones ante-
riores hasta describir dos funtores contravariantes que notaremos con
letras T y Ac. Enunciamos Ta relacién que los Tiga, la de adjuncién.

La demostramos y sacamos algunas consecuencias.

Si bien es asi que, en cierto momento, recurrimos a las construcciones
TX(A) y Acx(t) hay apartes del nuevo trabajo que no se pueden prever
dentro de este contexto y que son totalmente independientes del capi-
tulo citado arriba. Por el contrario la representacion My:A —>P(min(A))

de un anillo de Boole en un anillo de partes, tratada en [6], es usada
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profusamente.

a) Descripcién de la Categoria SlBo1

Los objetos de SlBo son parejas (A,Al) en donde A representa un anillo

1

de Boole con elementos unidad (por eso utilizamos el simbolo Bol) y A1
representa un subanillo de A que tiene el mismo elemento unidad de A

(por 1o que empleamos las letras S1 en la notacién SlBol)’

Los morfismos f: (A, Al)-——> (B,Bl) son (a) Homomorfismos de anillos
f:A —> B que conservan el elemento unidad (Ver observacion después
del literal d.2 de este capitulo); (b) que ademds transforman

Ay en B 3f(A1) € B,;{c) y, en fin, son especiales (Cf [6] es decir que

p en By 13
para cada elemento miniml b de B, existe un elemento minimal a de A
tal que f(a) - b. (Como se demostrd en (6) este elemento a estd comple-

tamente determinado por b y por f).

La composicidn de morfismos se hace de manera natural.

b) Descripcién del funtor Ac; Top —> SlBo1

Si X = (X,t) representa un espacio topoldgico, Ac(X) es la pareja
(P(X), Ac(t)), en donde P(X) representa el anillio de partes del con-

junto X y Ac(t) el subanillo formado por los conjuntos que son a la vez

abiertos y cerrados en X para la topologia t.
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Si f:X = (X,t) —> Y = (Y,s) es una funcién continua, Ac(f):Ac(Y) —>
Ac(X) representa la funcidn P(F};P(Y) —> P(X) que a U € Y asocia
P(f) (U) = {x e X|f(x) e U}: la funcidn "imagen reciproca” por f. La
continuidad de f hace que P{f) transforme abiertos-cerrados de Y en
abiertos-cerrados de X:P(f):Ac(s) —>Ac(t). Que P(f) sea especial y

unifero es ya conocido.

¢) Descripcion del Funtor T:SlBo1 —>Top

Si A = (A,Al), definimos T(A) como el espacio topoldgico cuyo conjunto
subyacente es M(A)= min(A), es decir el conjunto de minimales de
A {0} (Cf.[6]). Sobre el que se considera la topologia, denotada por

T(Al)’ y generada por la coleccidn {min(a)la £ Al}:

T(A): = (M(A), T(A)))

Nota: No hay razén para esperar que los conjuntos min{a) recubran
M(A) cuando a recorre Al’ si  no se ha supuesto que la unidad

de A1 y la de A coincidan como se ha hecho.

Por otra parte la coleccidn {min(a)}aEA satisface
1
min(a)Nmin(a') = min(aa')

To cual entrafa que un abierto de T(Al) sea todo conjunto que se puede

expresar como reunién de conjuntos de la forma min(a), aEAl‘

Caractericemos ahora la funcién T(f); T(B) —> T{A) asociada a un mor-

fismo f:A = (A,A,) —> B = (B,Bl): En [6] habfamos asociado a un ho-

1)
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momorfismo especial de anillos f:A —> una anlicacién conjuntista
M(f) : M(B) —> M(A) definida asi:

M(f){b) = a, si vy solo si, a es el Gnico minimal de A que

cumple f{a) > b.

S1 se recuerda que se estd trabajando nicamente con minimales podria-

mos resumir la definicion de M(f) por la equivalencia.

M(f)(b) = a, ss, f(a) ~ b

0, si se prefiere por la relacién f(M(f)(b)) - b.

Afirmacion: Si f:A —- B es un homomorfismo de anillos de Boole

y a es elemento de A entonces

M(f)_1 (min{a)) = min(f(a)))

Bemostracién: a) Si un elemento b de min{B) estd en M(f)~1(min(a))
es porque x=M(f)(b) estard en min(a). Es decir que
f(x) > by ademds a - x. Como f es mondtona, por ser
un homomorfismo de anillos, f(a) » f(x) > b. Es de-

cir que b ¢ min (f(a)).

b) Inversamente sea bemin(f(a)). Es decir que b es mini-
mal de B y que b.f(a)=b. Veamos que el elemento X de
min(A) definido por la relaci6n f(x1)~b estd en min{a).
Si X;-a fuese 0 entonces f(xl)f(a) sgr?a 0. Pero como
f(xl) y f(a) superan a b,0 = f(xl)f(a) = b.b = 0. Lo
que no puede ser porque b es minimal. Es decir Xq- @

no puede ser cero y debe ser xl(si se aplica el test

de minimales de [6]). En consecuencia Xj<a; es decir
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. que X1€ min(a).

Consecuencia: Si f:A = (A’Al) -—>B = (B,B1) es un morfismo de la

categoria 51801’ Ta aplicacion

B(f) = M(B) —M(A)
es continua cuando sobre M{B) se considera la topolo-
gia T(Bl) generada por los conjuntos min(b), con
be B, ¥, en M(A), Ta topologia T(Al).
Definimos T(f) como Ta funcién M(f) agregando claro

estd la continuidad a ésta G1tima; quizd esta consi-

deracién justifique el cambio de notacion.

d) La Adjuncién de Tos Funtores Ac y T.

Por la forma como han sido definidos

Ac: Top —> SlBo1 yT: SlBo1 —> Top

son funtores contravariantes. A este hecho podemos agregar

Afirmacion: Ac y T son Adjuntos a la derecha: con esto queremos
decir que existe un isomorfismo natural
(bA,X : [A:AC(X)] —> [XaT(A)]

Por la similitud existente se aconseja consultar el

capitulo titulado E1 Funtor P Admite Adjunto de [6].

Los corchetes [U,V] sirven indiscriminadamente para

denotar el conjunto de morfismos de fuente U y meta V
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en la categoria donde se encuentren los objeto Uy V.

d-1) Demostracién: Definicién de ¢, ,: Sea

A:X
f:A = (A’Al) -—> Ac(X)

un morfismo en la categoria SlBolzx denota el es-
pacio topoldgico (X,t). De acuerdo con las defini-
ciones f:A —> P(X) es un homomorfismo de anillos-
unifero en este caso tal que f(Al) € Ac(t). Ade-

mds- se ha supuesto que f es especial. En consecuen-
cia f da Tugar a una funcidén M(f) entre los minima-
Tes de P(X) y Tos de A, como se hizo en [6], capi-

tulo 2.

M(f) = M(P(X)) —> M(A)
Si por otra parte 1X;X —>MP(X) denota la biyeccidn natural evidente
entonces g = M(f).ixzx —>M(A) es 1a aplicacidn que vamos a conside-
rar. Veamos que

gX = (Xst) __>(M(A) ’T(Al)) = T(A)
es una funcion continua. Hecho lo cual definimeremos

¢A;X(f): = M(f).1x.
Que g es continua resulta de la relacidn

g Lmin(a)) = i T (M(f) T (a))=i Hmin(F(a))) € X

que, para valores de Al implica que. como f(Ai) € Ac(t), entonces

i1 min(f(a)) sea un subconjunto abierto y cerrado para t. Asi que

g_l(min(a)) es abierto de t si a estd en A;. Y como los min(a) con
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a en Al’ forman una base de abiertos para la estructura topoldgica

T(Al)’ la funcién g resulta continua).

d-2) '¢A:X es una biyeccion. En primer Tugar ya habia establecido

en [6] Capitulo 2 que o establece una biyeccidn entre los homomorfis-
mos de anillos f:A —>P(X) y las aplicaciones g:X -—>M(A). Hemos agre-
gado que si f(Al) € Ac(t), entonces g:(X,T) —> (M(A), T(Al)) resulta

continua.

Veamos ahora que si, inversamente, g es continua la funcién f que le

corresponde transforma elementos de A1 en elementos de Ac(t): la re-

lacién, ya utilizada varias veces, g'l(min(a)) = min(f(a)),entrafia
que, si g es continua, min(f(a))serd abierto para la topologfa t si

a € A,. Aqui interviene el hecho de admitir el sub-aniilo A1 con ele-

1"
mento unidad y de la suposicion suplementaria que coincida con el de
A: en efecto 1+a estard entonces en Al’ cuando a esté en Al' Ademas
min(f(a)) y min(f(a+l)) van a ser complementarios en X y como ambos

son abiertos se concluye que min(f(a)) es abierto y cerrado en t.

Con To cual se deduce que f(a) estd en Ac(t).

Nota: Obsérvese que si g:X —> M(a) es una aplicacidn, el elemento
f(a) para un elemento a de A, es el subconjunto de X determina-

do por g'l(min(a)). Si en A hay elemento unidad 1 entonces f(1) serd
1
(

q'l(min(l)) = g “(minA) = q'l(M(A)) = X es decir f(1) = 1. Por esta
razén no estamos imponiendo condici6n suplementaria a las funciones

al decir que son uniferas: De manera mds precisa.



RUIZ, C. ANILLOS DE BOOLE 99

Observacién: Si f:A —>B es un homomorfismo especial de anillos de
Boole y en A y B hay elemento unidad,B con suficientesi

minimales, necesariamente f(1) = 1. De no ser asi, f(1) # 1 y existi-

tia un elemento minimal x tal que x.f(1)=0. Pero como se supone que f

es especial hay un minimal a de A tal que f(a) > x. Con 1o cual

f(1) > f(a) > x (porque f es mondtona y 1 » a). Es decir 0=f(1).x=x.

Contradiciendo el hecho de que x sea minimal.
e) Los morfismos estructurales de la Adjuncidn.

e-1) Si en 1a ley de adjuncidn, como fue descrita en el pardgrafo d),
se reemplaza A por AcX entonces la identidad de Ac{X) corresponde con

un morfismo en Top:

a i X —>T Ac(X)
¢ (X,t) —> (X,T Ac(t))
que no es otro que la aplicacion idéntica desde el punto de vista con-

juntista y cuya continuidad nos dice de nuevo que t>T Ac(t).

e-2) Si por el contrario, se reemplaza X por T(A), la funcidn

¢A,T(A) transforma la identidad de T(A) en el otro morfismo de adjun-
cion.

: A —> ACT(A)

(A,Ay) - (PM(A), AcT(A,))

Ba
By
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A prop6sito de BA digamos que representa por una parte el homomor{ismo

de representacidn de STONE revisado en [6] y que alli denotamos por My -

M

& A —> P(min(A))

Por otra parte BA(aI) = min (al) va a pertenecer a los conjuntos abjer-
tos-cerrados de T(Al) : En efecto BA(l + al) es su complementario y los
abiertos elementales de T(Al) son de la forma min(al) = BA(al) con a;

en el sub-anillo Al'

BIBLIOGRAFIA

[1] STONE M. The theory of Represéntations for Boolean Algebras.
Trans. Amer. Math. Soc. Vol. 40 (1936) pg. 37-111.

[2] STONE M. Application of the Theory of Boolean Algebras to Ge-
neral Topology. Trans. Amer. Math. Soc. Vol. 41 (1937) p.p.
375-481.

[3] RUIZ SALGUERO C. Topologfa o Convergencia. Cuaderno 1 Fasciculo
1. Ediciones La Rana y el Aguila. U.P.T.C. 1975 Tunja.

[4] RUIZ SALGUERO C. y SUAREZ MARTINEZ M. Topologia o Convergencia.
Cuaderno 1 Fasciculo 2. X Coloquio Colombiano de Matemdticas.
U.P.T.C. Tunja. 1980.

[5] WILLARD , General Topology. Addison Wesley. 1970.



