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Quizas la mayor de todas las paradojas

es que hay paradojas en matematicas
Edward Kasner

1. El principio del Circulo Vicioso

RUSSELL coMIENZA sU TEORiA de los tipos ldgicos asegurando que todas las
paradojas que él pretende analizar se originan en lo que podemos llamar un
‘circulo vicioso’. El circulo vicioso consiste basicamente en suponer que una
coleccidn de objetos puede contener miembros que sélo pueden ser definidos
por medio de la coleccion como un todo (Principia Mathematica: 37)". Asi,
por ejemplo, podemos pensar que la coleccion de fodas las proposiciones
contiene una proposicion que versa asi mismo sobre fodas las proposiciones,
como podria ser la siguiente proposicion:

Todas las proposiciones son o verdaderas o falsas. (1)

Esta proposicion habla de ‘todas las proposiciones’ pero a la vez
pertenece al mismo conjunto sobre el que ella versa, que es justamente el
de ‘todas las proposiciones’. Es un tipico caso de ‘circulo vicioso’.

La falacia que las paradojas contienen consiste, pues, en la circunstancia
de que se definen o presuponen totalidades cuya existencia implicaria la
existencia de nuevos elementos definibles unicamente en términos de la
totalidad en su conjunto (Gddel 1981: 51) (caso de la proposicion (1)).

Por ahora, nos interesa destacar simplemente lo siguiente: para evitar el
surgimiento de las paradojas, Russell propone evitar los circulos viciosos
y lo hace sencillamente mostrando que nada que implique el todo de una
coleccion debe ser miembro de la coleccion, ya que si una supuesta coleccion
tiene un total e intentamos estipular nuevos miembros que solo son definibles
en términos de esa totalidad, entonces la coleccion en cuestion ya no es una
totalidad. Tendra que incluir el nuevo miembro si quiere ser una totalidad. Es
como si no pudiéramos alcanzar la totalidad, dado que siempre la estamos
empujando un paso mas alla: ella siempre va un paso adelante. Esto recuerda
inevitablemente el caso del burro que para empezar a andar debe intentar

! Citada en adelante como PM.
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236 JORGE ROBERTO PALACIO FERNANDEZ

alcanzar una zanahoria que tiene delante de si, pero no puede ya que la
zanahoria pende de la punta de una varilla que esta atada a su cabeza. Russell
nos lo dice asi: “(...) si la suposicion de que una coleccion forma un todo
implica que ella posee miembros que no son definibles mas que en términos
de este todo, entonces esta coleccion no forma un todo”. (PM: 38)

Estas totalidades que ‘se nos escapan’ (si se me permite la expresion)
son las que Russell llama totalidades ilegitimas y son justamente ellas las
que sufren el ostracismo de PM. Esto no quiere decir, sin embargo, que no
podamos hablar de totalidades, o mejor, que no haya totalidades legitimas.
Las totalidades legitimas son aquellas que han sido limitadas para completar
su totalidad y cualquier totalidad posterior que se refiera a esa totalidad debe
caer por fuera de la totalidad primera. Es interesante notar aqui que se habla
de totalidades anteriores y posteriores, como si ese ‘corte’ que se introduce
para limitar una totalidad fuera temporal. En ese caso, estamos hablando de
una légica que incluye la nocion de tiempo, como lo puede incluir una de
las ciencias naturales (la fisica por ejemplo). Esta en realidad no es una idea
tan descabellada. Russell en 1920 consideraba que la logica era similar en
algunos aspectos a otras ciencias naturales: “La logica se ocupa del mundo
real de igual manera que la zoologia, aunque con rasgos mas abstractos y
generales” (Godel 1981).2

Nos podemos formular la siguiente pregunta en torno al principio del
circulo vicioso: jpor qué hemos de aceptarlo? A diferencia de lo que sucede
con el caso del axioma de reductibilidad, Russell no nos ofrece una serie
de razones para su aceptacion. Su utilidad en materia de destruccion de las
paradojas parece ser suficiente para justificar su existencia. Sin embargo, lo
que nos dice Alexandre Koyré (1981) en su articulo acerca del tratamiento
russelliano de las paradojas puede ser de interés en este punto. En su forma
mas simple, nos dice Koyré, el principio del circulo vicioso establece la
imposibilidad de que un todo se contenga a si mismo como elemento. Esto
es algo, nos dice, que parece perfectamente evidente. Y, a continuacion,
nos ofrece una imagen bastante grafica del problema: hay algo que jamas
se puede meter en un saco, por grande que este sea, y es el saco mismo.
En efecto, el continente debe ser mas grande que el contenido. “Se podria
incluso preguntar si vale la pena hacer de esta observacion un principio”.
(Ibid.: 95)

2 Cfr. Introduction to Mathematical Philosophy. Citada por Godel 1981.
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La evidencia con que se presenta el principio de circulo vicioso parece
ser para Koyré una razén mas que suficiente para aceptar dicho principio.
Sin embargo, cuando veamos las razones que el mismo Russell aduce para
aceptar otro de los principios de PM como lo es el axioma de reductibilidad,
veremos que Russell le resta importancia a la evidencia como motivo para
aceptar un principio o un axioma. Al final de este ensayo veremos algunas
de las dificultades que surgen en torno a este principio del circulo vicioso.

Las funciones proposicionales

UN CASO PARTICULAR DEL PRINCIPIO del circulo vicioso se refiere a las funciones
proposicionales. Asi como no es posible que la coleccion de una totalidad
contenga un elemento que presuponga la totalidad misma, ninguna funcién
proposicional puede aceptar como argumento a la funcion misma o a un objeto
que soélo se pueda definir en términos de la funciéon misma. Veamos.

Al hablar de la naturaleza de las funciones proposicionales, Russell
comienza explicando la diferencia que hay entre una proposicion y una
funcion proposicional.’ La tltima se distingue de la primera sobre todo
por el hecho de que la funcién proposicional es ambigua. La funcién
proposicional contiene variables cuyo valor no esta asignado. Russell piensa
que la ambigiiedad no es solo una caracteristica accidental de las funciones
proposicionales sino que constituye la esencia misma de una funcién. El
simbolo ¢ x tiene una doble ambigiiedad pues ¢l denota ambiguamente
tanto la funcion como el argumento. Cuando hablamos, por ejemplo, de la
funcion ¢ x donde el significado de ¢ esta especificado, pero la x no esta
especificada, queremos hablar de un valor de la funcidén pero no de uno
definido. Podemos expresar esto diciendo que ¢ x denota ambiguamente
¢ a, ¢ b, ¢c,etc... para aquellos argumentos designados por las constantes
a,b,c etc..., donde estos (¢ a, ¢ b, ¢ c, etc...) son los diversos valores de @x.

3 Russell no es claro en su terminologia aqui. En una nota nos dice que cuando
habla de funcion en este pasaje se refiere a funcion proposicional y llama a ¢ x una
funcioén (es decir, una funcion proposicional). Pero algunas lineas mas adelante llama
a ¢ x un valor indeterminado de una funciéon y se reserva el nombre de funcion
proposicional (o funcion simplemente) para ¢ *x. En la introduccion a la segunda
edicion de PM, Russell nos confirma esta idea de que @ X ya no designa la funcion
sino un valor genérico. Pero sobre esto volveremos mas adelante.
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Para decirlo en otras palabras, cuando decimos que ¢ x denota ambiguamente
a ga, b, ec,etc..., queremos decir que ¢ x significa uno de los objetos ¢
a, ¢ b, ¢ ¢, etc... pero, no uno definido sino uno atn no definido. Para que el
valor ambiguo ¢ x se vuelva un valor definido, deben estar definidos tanto
los argumentos como sus valores bajo la funcion especifica. Una funcion no
estd bien definida si sus valores no estan bien definidos (PM: 39) (aunque
podemos decir que es una condicion necesaria pero no suficiente para que
una funcion esté bien definida el que sus valores estén bien definidos). De
esto Russell concluye:

(...) ninguna funcién puede tener entre sus valores alguna cosa que
presuponga la funcion, porque si la tiene, no podemos considerar los
objetos ambiguamente denotados por la funciéon como definitivos hasta
que la funcién sea definitiva, y, asi mismo, la funciéon no puede ser
definitiva hasta que sus valores sean definidos.(Ibid.)

Este es un caso particular pero quiza el mas importante del principio
del circulo vicioso en cuanto al analisis de las paradojas se refiere. A lo que
apunto es que no se puede definir el dominio de argumentos admisibles y
el recorrido de valores (o conjunto de valores) producidos por la funcion
aplicada a los argumentos admisibles ya que no es posible saber cuales
son los argumentos admisibles antes de haber aplicado la funcion (ya que
para esto tenemos que mirar el recorrido). Pero, para aplicar la funcion y
llegar a saber cual es el recorrido, debo saber cuales son los argumentos
admisibles. Por eso no se puede incluir en una funcion la funcion misma
como argumento ya que se estaria violando el principio del circulo vicioso.
Lo que nos interesa de esta parte de PM es que Russell saca en claro de
esto que cada valor ambiguo como ¢ x presupone la totalidad de sus
valores y por lo tanto la totalidad de sus posibles argumentos. No sucede
lo contrario, los valores no presuponen la funcion: podemos aprehender la
proposicion ‘Socrates es humano’ sin tener que considerarla como el valor
de la funcion x es humano’. Pero aun si tomamos como verdadero el primer
caso que hemos mencionado, que una funcion presupone la totalidad de
sus valores y de sus argumentos, nos encontraremos con un problema: el
numero de los valores de una funcioén es infinito. ;Cémo, entonces, puede
una funcion presuponer sus valores y argumentos? La solucion de Russell
tiene que ver con las intensiones. Los valores de la funcién no se deben
dar individual y extensionalmente sino intensionalmente, de tal manera que
podamos determinar, al menos tedricamente, si un objeto dado es valor de
una funcion.
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Como ya lo mencionabamos mas arriba en una nota, Russell introduce
una nueva notacion para estas ideas. x que antes era considerado como
una funcién (y es mas, como una funcion proposicional) ahora pasa a ser
un valor genérico indeterminado de una funcion. Cuando decimos © ¢ X es
una proposicion’ queremos decir algo que es verdadero de cualquier posible
valor de x, hacemos una afirmacion ambigua sobre cualquier valor de la
funcidn, mientras que ¢ *x es la funcion proposicional misma y como tal,
al nosotros hacer cualquier afirmacion sobre esta funcion, estamos haciendo
una afirmacién sobre un valor ambiguo (dado que la funcion se refiere a un
valor ambigua). La x con el asterisco lo que quiere decir es que nos fijemos
en la funcion misma y no tanto en la variable.

Con esta nueva notacion podemos volver a lo que deciamos en el texto
que corresponde a la nota 8. Si una funcion ha de ser definida, sus objetos
deben ser definidos. Pero, para que esos objetos sean definidos, la funcion
misma debe serlo. Para evitar esta situacion con la nueva notacion, Russell
propone prohibir por no significativas formulas como ¢ (¢ *x) . Este simbolo
no expresa nada, por lo tanto, no es significativo (PM: 40). Aqui es importante
hacer una aclaracion. No es totalmente correcto decir que Russell piensa que
todas las construcciones de la forma ¢ (¢ *x) o @ (¢ X) son no significativas.
Es evidente que Russell no querria tachar de no significativas construcciones
como cos (cos x) 0 cos (cos *x) que si son significativas. Cuando a un numero
le aplicamos la funcién cos, el resultado es un nimero. Y, si a ese nimero
Cos X, a su vez le aplicamos otra funcion cos, el resultado seguira siendo un
numero. El resultado de aplicar la funcion cos a la funcidn cos x siempre
sera un nimero. De alguna manera, la aplicacion de la funcion cos (incluso
sobre otra funcion cos) hace que no nos salgamos del conjunto de salida que
son los nimeros naturales (en este caso). Si el conjunto de salida es el pozo
y la funcién cos x es el salto de uno de los peces del pozo, podremos decir
que el pez siempre caera en el pozo del cual saltd. El problema (las formulas
no significativas) se presentan cuando el pez que salta cae en otro pozo que
no era aquel del cual salto. Es decir, las construcciones problematicas son
aquellas que ‘arrojan’ elementos que caen por fuera del conjunto de salida.
Si el conjunto de salida son los individuos de nivel 0, por poner un ejemplo,
el valor ¢ x o la funcidon @ *x no pertenecen a ese conjunto de salida que
son individuos. Ellas no son individuos.
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Antes de pasar a la siguiente seccion de la primera parte, pienso que es
importante aclarar otra parte de la notacion logica que introduce Russell y
que va a ser util en su analisis de las paradojas. Vamos a definir el simbolo
(p) .o x. Entendemos por ¢l ‘ para cualquier ¢ , ¢ x’.

Enlaformula (). X, ¢ esuna variable para funciones. Debe anotarse
que siempre que se escribe ¢ x para cualquier ¢ y para cualquier x, la
formula puede fallar tanto por ¢ como por x en el sentido de que algunos
x’s son admisibles para algunos ¢ ‘s y no para otros. También debe decirse
que el cuantificador ( @ ) tiene metido (por asi decirlo) un conjunto sobre el
cual recorre. Lo que hay es un conjunto de funciones en ( ¢ ). Un conjunto
especifico de funciones sobre el cual versa el cuantificador debe estar bien
definido previamente a (¢ ) . @ X, entonces, se deben tomar solo aquellos
x’s admisibles para todas y cada una de las funciones de ese conjunto. El
simbolo no significa ‘@ x con todos los valores de x” ya que hemos visto que
hay valores de x con los cuales ¢ x no es significativo. Lo que el simbolo
significa es el conjunto de funciones que son valores para ¢ *x.

La jerarquia de funciones

CoMO LO VIMOS EN LA SECCION ANTERIOR, no es admisible para Russell la
construccion que incluye una funcioén proposicional aplicada a la misma
funcidn, como lo es el caso de @ (¢ *x) ya que se viola el principio del
circulo vicioso.

Pero Russell no se queda solamente con este tipo de funciones. Las
amplia a construcciones como la siguiente (¢ ). f (¢ *z, x). (¢ ). f( o
*7z, X) es una funcion que tiene dos variables ¢ *z y x. A pesar de ser una
funcién que s6lo puede aceptar a @« como argumento, ella forma una totalidad
ilegitima ya que ¢ *z es una funciéon y como tal no es admisible por el
principio del circulo vicioso.

Lo interesante de estas funciones, a mi modo de ver, es el descubrimiento
que Russell hace (si es que podemos llamarle descubrimiento) trabajando
con este tipo de construcciones. Supongamos que le damos el nombre de
‘funciones - @’ a las funciones que son significativas con un argumento
dado a. También asumamos la siguiente proposicion: ‘a satisface a todas
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las funciones que pertenecen a la seleccion en cuestion.” Decir que a satisface
¢ significa que ¢ a es verdadera. De lo que se trata es de encontrar una
a que no sélo sea admisible como argumento sino que verifique todas las
instancias ¢ adonde ¢ es una de las funciones de la totalidad inicial. Se
trata, pues, de encontrar una ¢ que sea aplicable y que satisfaga cualquier
¢ de esa totalidad. So6lo asi podemos decir ( @ ) ( ¢ a). Por lo tanto, a no
puede ser una de las funciones de la totalidad previamente determinada ni
puede ser una de las proposiciones ¢ a, ¢ b, ¢ c.... Supongamos también
que llamamos f (¢ *z) a la seleccion. Tendremos entonces una expresion
como la siguiente:

(o). [f(¢ *z)implica ¢ X]

En el caso de la expresion que acabamos de ver, dado que buscamos
todos los posibles argumentos que satisfacen la funcion ¢ *z (lo cual esta
dicho por el cuantificador universal (¢)) siempre tendremos que dejar por
fuera a @ x que no puede ser argumento de ¢ *z por lo que explicabamos en
el parrafo inmediatamente anterior a la formula. El truco se posibilita porque
hacemos variarala @ y porque incluimos en la expresion una totalidad como
¢ *z. Ese cuantificador (¢) unido con la totalidad ¢ *z son los elementos
que hacen que siempre se vaya un pasito mas alla, que siempre quede por
fuera ¢ x. Esto es lo mismo a lo que nos referiamos anteriormente cuando
hablabamos de tener que hacer un corte. La totalidad ‘total’ es algo que
siempre se esta escapando.

Lo que se debe hacer entonces para evitar las falacias de circulo vicioso,
como las que pueden surgir en el ejemplo que acabamos de mencionar, es
hacer que todas las funciones - a estén divididas en ordenes, cada uno de
los cuales no contiene funciones que se refieren al todo del orden. Con base
en esta idea, Russell desarrolla lo que se ha llamado su teoria de los tipos
logicos. Esta teoria tiene por fin clasificar los objetos y las funciones segun
el ‘nivel’ u ‘orden’ al cual pertenecen.* Como nos lo explica Koyré en su
articulo (1981), el ‘tipo’ de una proposicion es el grado de su complejidad
logica. Asi, los individuos, siendo los objetos logicos mas sencillos,
seran de nivel 0. Las propiedades de los individuos y las funciones que
contienen individuos, siendo objetos l6gicos que se fundan en individuos,

# Utilizaré la palabra ‘orden’ para referirme a funciones, la palabra ‘tipo’ para
referirme a los valores y las proposiciones y la palabra ‘nivel” para referirme a
los objetos.
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seran de primer orden. Las funciones que se refieren a funciones seran de
segundo orden etc... Lo importante de entender es que toda funcion debe
ser de un orden superior a sus elementos. Como lo explica Fraenkel: en
una funcién cualquiera no se puede atribuir propiedades determinadas a
individuos si el orden de propiedades no es superior en 1 al menos (en cuanto
al orden al que pertenece). En palabras sencillas, lo que un orden hace es
mantener una funcién limitada porque la ‘presiona desde arriba’. Esto lo
hace porque el no permite que la funcion suba a un orden superior.

Sin embargo, Russell tiene un nombre y una simbologia para las funciones
en especial. Las funciones que no tienen explicitas ni implicitas variables
distintas de las que pueden ser sustituidas tinicamente por individuos pueden
ser llamadas funciones de primer orden. La funcién la simboliza Russell
de la siguiente manera: !*x. Mas adelante nos dice que también pretende
llamar ‘predicado’ o incluso ‘funcion predicativa’ a esta funcion. Un valor
cualquiera de la funcion lo podemos simbolizar asi: ¢ !x.

El axioma de la reductibilidad

Esta NOTACION QUE acAaBAMOS de ver en la seccion anterior es importante
para entender el axioma de la reductibilidad. Efectivamente, la teoria de los
tipos 16gicos de Russell se apoya en el axioma de la reductibilidad. Vimos,
en la seccion anterior, que lo que un tipo hace es, por asi decirlo, mantener
encerrado en su orden una funcion y asi no podemos hablar por ejemplo de
“todas las funciones - ¢ ” significativamente. Ahora bien, puede presentarse
el caso de que sea necesario hablar de todas las funciones - a. Es mas, en
la matematica, como lo sefiala Godel refiriéndose a esta parte de la obra
de Russell (1981), hay veces que es necesario hacer referencia a ciertas
totalidades. Puede demostrarse que el formalismo de las matematicas clasicas
no satisface el principio del circulo vicioso, ya que los axiomas implican
la existencia de nimeros reales definibles solamente en términos de todos
los nimeros reales. El axioma de la reductibilidad esta disefiado justamente
para permitirnos hablar de esas totalidades pero restringiéndoles el tipo para
evitar las totalidades ‘peligrosas’.

El axioma de la reductibilidad, en pocas palabras, consiste en la asuncion
de que dada cualquier funcion de la forma ¢ *x, hay una funcion predicativa
equivalente a esta primera funcion. Es decir, hay una funcién predicativa
que es verdadera cuando ¢ x es verdadera y que es falsa cuando ¢ x es
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falsa (ya que esa es justamente la definicion de equivalencia que Russell nos
da). Una formulacion en simbolos de este axioma seria la siguiente:

—:( = v):ox. ylx

Lo que esta funcion dice, sencillamente, es que hay una funcion
predicativa equivalente a cualquier funciéon ¢ x que podamos postular.
Obviamente, este axioma pretende, ante todo, bajarle el tipo a las funciones,
o si se quiere, bajarles el grado de complejidad légica. Pero, ;cuanto baja
el tipo el axioma de reductibilidad? Esto depende de lo que se entienda por
funcion predicativa. La funcion predicativa, como lo hemos aclarado algunas
paginas atras, es una funcion del orden de n+1 si el argumento mas alto que
la satisface es de orden o nivel n. Es decir, la funcion predicativa es aquella
que esta en el primer orden inmediatamente superior al de su argumento
mas alto. Por lo tanto, para responder a nuestra pregunta, debemos decir
que el axioma de reductibilidad baja nuestra funcion ¢ x hasta la funcion
mas baja de tipo que le pueda ser equivalente.

Pero el axioma de reductibilidad mismo se entiende mejor por medio
de un ejemplo. Si llamamos el predicado de un objeto a la funcion predicativa
que es cierta del objeto, entonces los predicados de un objeto seran sélo
algunas de las propiedades del objeto. Russell nos da el ejemplo de la
siguiente proposicion: ‘Napoledn tenia todas las cualidades que hacen a un
gran general.” Russell la interpreta como queriendo decir: ‘“Napoleon tenia
todos los predicados que hacen a un gran general’. Si asumimos que “f ( ¢
1*7)” es “@ !*z es un predicado requerido en un gran general” tendremos
la siguiente expresion:

(¢): f(p !*z)implica ¢ !(Napoleon)

Dado que la funcidn se refiere a una totalidad de predicados, ella no es un
predicado de Napoleon ya que los predicados de un objeto, como lo
seflalabamos arriba, son sélo algunas de las propiedades del objeto. Esto no
implica que no haya un predicado comun a los grandes generales. Ese
predicado lo podemos encontrar por medio de la disyuncion de los predicados
que son peculiares a cada uno de los generales. Esta disyuncion constituira
un predicado que es comun a todos los grandes generales. Hemos pues
encontrado un predicado que es equivalente a la propiedad que queriamos
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atribuir a Napoleon (o, al menos esto piensa Russell), ya que pertenece s6lo
a los objetos que tienen esa propiedad y no a otros. Hay un predicado que
solo lo tienen los grandes generales y ningtin otro objeto. Lo que nos dice
el axioma de reductibilidad es que siempre existe tal predicado. Como yo
lo entiendo, ese predicado es mas bajo de tipo que la funcidon que presupone
una totalidad de propiedades, dado que en ese predicado ya no se contiene
una totalidad. Pero, uno se podria preguntar si en ese predicado no hay algo
asi como una ‘totalidad escondida’; obviamente la disyuncion con lo que
nos deja es, en cierta medida, (si he captado esto correctamente) con ‘todas
las cualidades que hacen a un gran general’. De no ser asi, de eliminarse
esa totalidad, se podria uno atn preguntar si la expresion resultante, que
tiene un solo predicado comun a varios objetos, es equivalente realmente a
la expresion que tiene una totalidad de predicados.

Pero, para Russell, la importancia del axioma de reductibilidad no puede
ser cuestionada aunque si nos podemos hacer serias preguntas acerca de las
razones que tenemos para aceptarlo. El axioma de la reductibilidad es una
asuncion menos problematica que, por ejemplo, clases en una teoria (PM: 58).
Las clases podrian hacer el trabajo que hace el axioma de la reductibilidad,
porque este axioma dice que, para una funcion como ¢ *z, siempre hay una
funcion predicativa que afirma que x pertenece solo a cierto tipo de objetos
a. Por lo tanto, “@ x” es equivalente a “x pertenece a la clase de objetos a”.
Esta ultima expresion puede ser entendida como una funcion predicativa
como las que logramos con el axioma de la reductibilidad, pero aqui se logra
por medio de las clases. En la tltima seccion veremos los problemas de la
posicion ontologica que acarrea la teoria de los tipos de Russell.

Por ahora, me interesa sefialar las dificultades inherentes a la aceptacion
del axioma de reductibilidad, més que los problemas ontologicos. Si bien
el axioma en cuestion no es tan dificil de entender, la primera pregunta que
nos puede surgir es ;por qué aceptarlo? Russell parece ser consciente de
esta dificultad y quiza por eso le dedica una seccion entera de su teoria de
los tipos al problema (Ibid.: 59). Alli Russell nos dice que la principal razon
para aceptar el axioma de la reductibilidad es, en gran parte, inductiva.
Esto lo que quiere decir es que ‘en la practica’ podemos encontrar muchas
proposiciones que estan deducidas del axioma y que son practicamente
‘indubitables’. Aparte de esto, es probable que nada falso se pueda deducir
del axioma. Todo lo deducible de ¢l es verdadero y eso nos da fuertes motivos
para pensar que ¢l mismo es verdadero.
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Russell reconoce desde el principio que el axioma de la reductibilidad
no es autoevidente, pero piensa que esto no es importante para aceptar un
axioma. Algunos axiomas que han parecido autoevidentes han resultado
ser falsos en realidad. Quiza en todos estos razonamientos russellianos
se encuentra algun rasgo de esa vision de la logica como una disciplina
equiparable con las ciencias naturales.

2. Las paradojas y sus soluciones a la luz de la teoria planteada

LA EXPOSICION DE LAS PARADOJAS russellianas es muy sencilla. La primera y
quizéa la mas elemental es la del cretense mentiroso: Epiménides. Este decia
que todos los cretenses son mentirosos, es decir, que todos los cretenses
no hacian mas que afirmar falsedades. jEstaba mintiendo? De ser asi,
quiza estaba diciendo la verdad, ya que se podria pensar que esto apoya
su propia afirmacion al menos en un caso: tenemos ante nosotros a un
cretense mintiendo. Si decia la verdad, mentia porque todos los cretenses
son mentirosos. La forma mas sencilla de esta paradoja es la del hombre que
dice ‘estoy mintiendo’. Llamaremos a ésta la primera paradoja, p1.

La segunda paradoja que me interesa analizar es la de Russell. Esta
paradoja se puede explicar muy sencillamente de la siguiente manera. Hay
unas clases que se contienen a si mismas y otras que no se contienen a si
mismas. Un ejemplo de las segundas es la clase de todos los profesores de
filosofia y no tenemos mayor problema con ella. Esta clase no contiene entre
sus elementos a la clase misma. Un ejemplo de la segunda es el conjunto
de todas las ideas presentadas en este trabajo. Este conjunto contiene entre
sus objetos a la clase misma, porque la clase de todas las ideas presentadas
en este trabajo es una idea que esta en este trabajo. La cuestion es ésta: jes
la clase de todas las clases que no se contienen a si mismas un miembro de
si misma? Si no es miembro de si misma, deberia serlo, porque el conjunto
incluye todas las clases que no son miembros de si mismas y, si por el
contrario se contiene a si misma, no deberia contenerse a si misma, ya que
la clase es s6lo de clases que no se contienen a si mismas. Llamaremos a
esta paradoja la paradoja de Russell’.

3 Para una explicacion sencilla de esta paradoja, ver Kasner, E. (1986).
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La ultima paradoja que me interesa mostrar es la siguiente. La paradoja
de Berry nace del intento de clasificar los nimeros enteros segtin la cantidad
de silabas necesarias para nombrarlos, aquellos que pueden ser nombrados
en n o menos silabas y los que no pueden. En este tltimo grupo habra uno
que sea el menor. Podemos nombrarlo asi: el nimero menor no nombrable
en menos de n silabas. Sin=19, el nimero del que estamos hablando es 111
777. Si deletreamos este nimero en inglés descubriremos que su nombre
tiene 19 silabas. Pero hay una manera mas corta de nombrarlo que es
justamente: el nimero menor no nombrable en menos de n silabas, que si lo
parafraseamos en inglés, tiene apenas 18 silabas. Segun Koyré, la supuesta
paradoja que hay aqui se encuentra en torno a la confusion que hay alrededor
de la palabra ‘nombrar’: es muy distinto nombrar parafraseando silabas
del nombre propio del nimero que nombrar por medio de una descripcion
definida. Si la traducimos a otro idioma quiza ni siquiera haya paradoja.

Es muy sugestiva esta explicacion que da Koyré. Sin embargo, Xavier
Caicedo (1993) ha mostrado que esta paradoja, una vez parafraseada en
un lenguaje formal, para evitar la ambigiiedad del espafiol, presenta un
profundo contenido 16gico y que como tal no se trata de una mera coleccion
de palabras caprichosas.

Ahora bien, en este momento nos corresponde mirar los problemas
y soluciones a que dan lugar estas paradojas. Comencemos con pl. Es
interesante notar la opiniéon de Koyré aqui: €l insiste en que la supuesta
paradoja del mentiroso tampoco es paradoja, y lo hace basandose en
argumentos como el de decir que si no se tratara de un cretense sino de
un ateniense el que dice que todos los cretenses son mentirosos, no habria
habido paradoja. Pero, dejando de lado los sarcasmos de Koyré, miremos
la solucién de la paradoja en cuestion que propone Russell.

Para Russell, ‘falsedad’ es una palabra ambigua; para que deje de
serlo, es necesario especificar el tipo de la proposicion de la cual se dice
la falsedad. La idea aqui es que podamos decir que ‘nivel de falsedad’
es el que estamos manejando. También Russell ha explicado que si p es
una proposicion de orden n, entonces una proposicion en la cual aparezca
p no puede ser de orden n sino superior. En el caso de la forma radical
de la paradoja (el hombre que dice ‘estoy mintiendo’), podemos pensar
correctamente que ¢l estaba afirmando una proposiciéon como ‘Estoy
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aseverando la proposicion py p es falsa’. Pero, esta proposicion como tal
debe ser de un tipo superior al de p y como tal no puede entrar en el conjunto
de argumentos de la funcidén proposicional que habiamos especificado
anteriormente.

Lo mismo en el caso de Epiménides. Su proposicion acerca de todos
los cretenses es de un orden superior a las proposiciones de los cretenses
mismos y como tal no esta dentro del alcance de estas proposiciones.

Ahora veamos lo que sucede en el caso de la solucion a la paradoja de
Russell. Para explicar lo que pasa con esta paradoja, Russell nos remite a la
informacion que nos dara en capitulos venideros; pero con lo que ya sabemos
en el capitulo que actualmente estamos trabajando, podemos entender la
solucion russelliana de este caso. Russell nos dice que una clase es un objeto
derivado de una funcién y que presupone la funcion de la cual es derivado,
asi como ( ¢ ). ¢ x presupone la funcion ¢ *x. Por lo tanto, una clase no
puede, al igual que en el caso que acabamos de exponer, significativamente
ser el argumento de la funcidn con la cual esta relacionada. Podemos decir
entonces que una clase no es admisible como argumento de la funciéon con
la cual esta relacionada. Asi, no tiene sentido hablar de la clase de todas
las clases que son miembros de si misma. Si no tiene sentido hablar de
esta clase, es imposible que la paradoja surja, ya que la paradoja de la que
estamos hablando depende de que podamos hablar de la clase que hemos
mencionado.

El caso de la paradoja de Berry es quiza el mas interesante de todos ya
que no se ve muy claramente a primera vista en donde se puede esconder la
totalidad peligrosa que hace surgir la paradoja. Como ya lo mencionabamos
mas arriba cuando hablabamos de la critica de Koyré a esta paradoja, el
problema surge en torno a la palabra ‘nombrar’. La palabra ‘nombrar’ se
refiere a una totalidad de nombres y sin embargo esta totalidad puede estar
dentro de una coleccion de nombres. Asi es que el nombre que contiene 18
silabas (el menor numero no nombrable en menos de n silabas) se refiere a
una totalidad, ya que n no esta especificado y sin embargo se encuentra dentro
de la coleccion de lo que entendemos por ‘nombrar’, entre los cuales esta el
nombre del nimero 111 777 nombrado silaba por silaba (el cual contiene 19
silabas). Por esto Russell construye toda una jerarquia de nombres similar
a la que construye con las funciones.
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Para Russell, todas las paradojas surgen de la ambigiiedad de una palabra
como falsedad, clase, nombrar etc... Apenas se saca a la luz la ambigiiedad
presente en estas palabras y se la aclara, la apariencia de autocontradiccion
presente en todas las paradojas desaparece.

Sin embargo, Russell también piensa que no se debe sacrificar esta
ambigiiedad, o mejor, estas palabras ambiguas. Ellas son necesarias en la
matematica y en la logica matematica, ya que en estos campos muchas veces
necesitamos usar una multitud de ideas que deben poder recibir una infinidad
de determinaciones distintas. La ambigiiedad permite que en esos campos
un mismo razonamiento sea aplicable a un nimero amplio de casos.

Lo que si es claro para Russell es que esa ambigiiedad se debe mantener
fuertemente custodiada y vigilada para que no pueda ejercer su peligrosa
influencia como la que se produce cuando se le deja libre, esto es, sin
examen critico.

3. Algunos problemas filoséficos en torno a la teoria de los tipos

EN ESTA SECCION PRETENDO EXPONER brevemente algunos de los problemas
filosoficos mas importantes que se presentan en torno a la teoria de los tipos
logicos de Russell. Estos problemas son ante todo problemas ontologicos
(aunque estos no son dolores de cabeza exclusivos del filésofo sino del
matematico también).

Quiza el problema mas interesante que podemos mencionar en torno a
la teoria de los tipos logicos es el siguiente: si asumimos que la proposicion
fundamental de la teoria es ‘toda proposicion debe ser de un tipo superior a
su objeto’ y si nos fijamos que esta proposicion no puede tener ningun tipo
(o tener tipo infinito ya que se refiere a un nimero infinito de proposiciones),
veremos que ella realiza justamente la paradoja que la teoria de los tipos
pretende evitar. Si ella se refiere a si misma y es verdadera, entonces es
falsa porque ella misma no tiene tipo. Si por el contrario ella es falsa y no
se aplica a si misma, ella podria ser verdadera ya que hace mas plausible
la idea de que toda proposicion tenga un tipo superior a sus objetos. Si lo
ponemos en otros términos: la teoria de los tipos no permite proposiciones
referidas a todas las proposiciones y es justamente por eso (aunque sea
para enunciar la prohibicién) que debe contener estas proposiciones. Es
por esto que no podemos saber si la teoria de los tipos es verdadera o falsa.®

¢ Este argumento es de Koyré.
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Otra de las objeciones que se le hace a la teoria de los tipos se refiere al
uso de la palabra ‘todo’ o ‘totalidad’. En efecto, como lo sefiala Godel, las
matematicas clasicas no satisfacen en muchos casos el principio del circulo
vicioso, puesto que los axiomas implican la existencia de numeros reales
que so6lo son definibles en términos de todos los nimeros reales. Para Godel,
esto no quiere decir que las matematicas clasicas sean falsas, sino que el
principio del circulo vicioso puede ser puesto en entredicho. Este principio
se monta sobre una definicion de ‘todo’, ‘totalidad’ que implica referencia
a cada uno de los elementos de una coleccion dada (si esta coleccion es
una totalidad); como si ‘todo’ se refiriera a conjuncion logica infinita.
Pero este concepto se puede echar abajo (y con €l el principio de circulo
vicioso). Podemos adoptar, por ejemplo, una nociéon de ‘todo’ como la que
adopta Carnap. Se puede interpretar ‘todo’ como significando analiticidad,
necesidad o demostrabilidad.” Para entender como podriamos poner ‘todo’
en términos de analiticidad o de necesidad, considérese el siguiente trio de
expresiones:

(1) ‘“Todo x es y’, (2) ‘x es y’ es analitico, (3) ‘xesy’

Si se asume una posicion gradualista, segun la cual es s6lo una diferencia
de grado de generalidad (y no de ‘naturaleza’ de las expresiones) la que
media entre las expresiones (1) y (2), se vera claramente que (1) y (2) son
equiparables. La expresion (1) queda confirmada por todos los casos de x’s
que son y. Tiene un nivel de generalidad sumamente alto. Pero (2) tiene un
nivel mas alto de generalidad ya que ella queda confirmada en cualquier
caso posible. Quiza por esto es que pretendemos ver una mayor ‘fuerza’ en
la expresion (2). Asi mismo, la analiticidad —como la que encontramos en el
caso de la expresion (2)— puede ser expresada en términos de de necesidad.
La idea de la modalidad % se basa en la idea de analiticidad del modo
siguiente: un enunciado de la forma ‘Necesariamente...” es verdadero siy solo
si el enunciado componente regido por ‘ necesariamente’ es analitico.

Se ve entonces que (2) y (3) son equiparables sobre la base de esta poco
controvertible definicion de la modalidad %. Si la expresion (1) se puede
poner en términos de la expresion (2) (dado un aumento de generalidad) y
esta expresion (2) a su vez es equivalente a (3), entonces es muy factible
que (1) sea expresable en términos de la modalidad

7 Esta idea es de Godel, pero el desarrollo de los ejemplos es mio.
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Pero, no quiero detenerme ahora en este punto. Me interesa pasar a
los problemas ontoldgicos de la teoria que estamos considerando. Uno
de los puntos quiza mas problematicos de la teoria de los tipos logicos es
la ontologia a la que nos conduce. Efectivamente, la teoria implica como
consecuencia la existencia de una infinidad de colecciones universales, ya
que las colecciones que contienen los objetos de cierto tipo son distintas las
unas de las otras y puesto que los elementos de una coleccion determinada
deben ser de un mismo tipo o al menos de un tipo inferior a un tipo fijo
(Koyré 1981: 96). Esto es una consecuencia directa de la idea de que una
funcién presupone sus objetos.

Una cierta falta de economia ontoldgica también se evidencia en el
rechazo Russelliano de las clases. Recordemos que Russell sacrifica las
clases en nombre del axioma de reductibilidad. Russell piensa que es menos
problematico asumir este Gltimo que asumir clases. Sin embargo, el axioma
en cuestion, como acabamos de ver, implica una infinidad de colecciones
y en general de objetos. Quiza Russell no era consciente de que a pesar de
los problemas que hay en torno a objetos abstractos como clases, es menos
problematico tenerlas que asumir como totalidades dadas extensionalmente
que tener que asumir predicados, propiedades, proposiciones etc..., las cuales
tiene que asumir con su axioma de la reductibilidad como lo vimos en el
caso de Napoledn. Las clases pueden hacer todo lo que hacen estos objetos
(e incluso otros que veremos a continuacion) y a pesar de sus dificultades
son menos problematicas que ellos.

Como ya lo deciamos, la eficacia de las clases depende de que sirven el
propésito de sustituir objetos abstractos como las relaciones, las funciones
y los numeros mismos. Las clases pueden hacer el trabajo que hacen las
relaciones porque ellas pueden reemplazar a los pares ordenados y también
pueden hacer el trabajo de los nlimeros si asumimos la definicion de nimero
que dan Frege y von Neumann. La version de Frege dice que un niimero
natural n sirve primariamente para medir multiplicidad y puede ser visto
como la clase de las clases de n miembros. La versién de von Neumann
es quiza un poco mas intuitiva: un nimero, nos dice, sirve sobre todo
para contar. Cuando contamos los miembros de una clase de n-miembros
relacionamos esos miembros con los primeros n nimeros y n mismo, para
von Neumann, es precisamente la clase de los primeros n ntimeros.® También

8 No pretendo detenerme en este punto especifico. Me interesa mas el punto
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las clases en matematicas pueden hacer el trabajo que hacen nlimeros mas
complejos como niimeros racionales, reales, complejos ya que estos pueden
ser explicados sobre la base de numeros naturales como n por medio de
construcciones de clases y relaciones. Funciones numéricas también pueden
ser explicadas en términos de relaciones de nimeros como n.

La adopcion de clases en nuestra ontologia también puede servir para
evitar la modalidad en ciertos puntos. Consideremos las expresiones ‘Todos
los cuervos son negros’ y ‘Todos los cuervos negros son negros’:

x)(Cx  Bx), (x) (Bx.Cx. Bx)

Podemos considerar la primera de estas afirmaciones como una simple
cuestion de hecho pero la segunda tenderemos a verla como teniendo una
necesidad logica. Asi, nos gustaria poder cambiar la implicacion material
aqui por una implicacion estricta del tipo:

(x)(Bx.Cx.< Bx)

Ahora bien, hay problemas ontologicos que se presentan en torno a
la modalidad (es decir, a la necesidad y la posibilidad) y tenemos fuertes
razones para evitar, en la medida de lo posible, la modalidad y las conectivas
modales.’ Los contextos que se introducen por medio de ‘necesariamente...’
o ‘posiblemente...” son referencialemte opacos y como tal no son contextos
accesibles a un cuantificador que se coloca pr fuera de ellos. La solucion
aca consiste en decir que en ciertas ocasiones, la generalidad es un buen
sustituto para la necesidad. El deseo de afiadir necesidad a la segunda de las
afirmaciones que considerabamos mas arriba puede ser satisfecho por medio
de la asuncion de ‘cuervo’ y ‘negro’ como dos clases y y z afiadiendo que
generalmente cualquier cosa que pertenezcaa y y z pertenece a z.

Claro esta que las clases presentan ciertos problemas también. Una
asuncion a-critica de las clases en nuestra ontologia nos puede llevar a ciertos
absurdos como el que encontramos en las paradojas que hemos venido
venido analizando (pensemos sobre todo en el caso de la paradoja de Russell

° Es Quine (1984) quien ha sefnalado los problemas ontologicos a que nos lleva la
aceptacion de la modalidad.
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que tiene que ver directamente con clases). Aun asi, podemos decir que las
clases tienen ciertos beneficios que no se pueden conseguir por medio de
la adopcion de otros objetos menos problematicos

Unos de esos objetos son los atributos. La definicion de Frege la podemos
poner en términos de la clase que tiene el atributo de tener n miembros. Si
los atributos pueden hacer (en algunos casos) lo que hacen las clases y si
ambos son objetos abstractos ;por qué hemos de quedarnos con las clases
y desechar los atributos?

Podemos comenzar a contestar esta pregunta examinando la diferencia
que existe entre atributos y clases. Las clases, diremos, son las mismas
cuando sus miembros son los mismos mientras que los atributos pueden
ser considerados diferentes aunque sean poseidos por los mismos objetos.
Esto hace que las condiciones de identidad de los atributos sean mucho
mas oscuras que las condiciones de identidad de las clases; es mas dificil
identificar un atributo que una clase (Quine, 1973: 136). Pero, no deseo
profundizar en este punto. Otro punto crucial es que la figuracion de
nombres dentro de nombres de atributos no es designativa. Las expresiones
que especifican atributos no son accesibles a pronombres. Las expresiones
que especifican atributos no son contextos accesibles a pronombres que se
refieran a cuantificadores anteriores. Esto es un impedimento para los fines
de la matematica (Ibid.: 137-138).

Pero, aqui debemos aclarar que Russell no podia ver los beneficios de
la adopcion de clases extensionales en lugar de las clases intensionales (con
todos los oscuros objetos que ellas conllevan, como los atributos por ejemplo)
ya que la definicion Russelliana de clase es intensional. Para Russell una
clase C se definde como *x ¢ x. Quiza por esto Russell intentd evitar las
clases y construir una teoria sin ellas. Algunos como el positivista Hans Hahn
pensaron que esto constituia la liberacion de la matematica del platonismo
y sureconciliacién como una ontologia concreta. Pero, en realidad, Russell,
como ya lo hemos dicho, sacrifica las clases s6lo para quedarse con otras
entidades mas oscuras y problematicas que las clases. La teoria de Russell
a veces usa la funcion proposicional como una variable ligada que toma
como valores atributos. Un caso claro de esto lo encontramos en esa parte de
la teoria de los tipos 16gicos en la cual Russell nos dice que si una funcion
proposicional presupone la totalidad de sus posibles argumentos, debe
hacerlo de una manera intensional y no extensional ya que el conjunto de
posibles argumentos en este segundo caso seria infinito.
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