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LA NATURALEZA DE LA VERDAD MATEMATICA

Luis Eduardo Sudrez Fongeca

RESUMEN

El presente trabgjo —que pretende ser la continuacion del publi-
cado por el mismo autor, en el No. 2 de esta revista, bajo el titulo
Filosofia-Logice-Matemdticas—, planteq lo pregunta por la natura-
leza de la verdad matemdtica. Después de criticar algunas concep-
ciones sobre la verdad de la Matemdtica, consideradas como insufi-
cientes por el autor, el estudio se centra en la presentacién de la
tesis que considera las proposiciones matemdticas como proposi-
ciones analiticas. Finalmente intenta mostrar que el cardcler anc-
litico —vacio de todo contenido empirico— que posee la Matemd-
tica no impide la aplicabilidad de este saber al dmbito de lo empi-
rico, En este_ambiio la Matemdtica se limita g explicitar —sin afia-
dir nada nuevo— los contenidos empiricos no inmediatamente evi-
dentes contenidos en las distintas teorias cientificas.

El presente articulo no intenta superar el cardcter introductorio
a la Filosofio de la Matemdtica gue se quiso imprimir al trabgjo an-
terior,

1. PROBLEMA

Que una proposicidén o teoria no puede acepiarse sin motivos adecuados,
es un principio basico de la investigacidn cientifica. En la ciencia empirica,
que comprende lag ciencias naturales vy las ciencias sociales (humanas), los
motivos para la aceptacién de una teoria estriban en la concordancia de las
predicciones derivadas de dicha teoria, con la evidencia empirica, obtenida a
través del experimento ¥ la observacidn sistemdtica, Pero, ;gqué motivos au-
torizan la aceptabilidad de log enunciados y teorias de la Matemadtica? Este
problema es el objeto de discusidon en este trabajo.
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2. LAS PROPOSICIONES MATEMATICAS COMO
VERDADES AUTOEVIDENTES

Una de las respuestas ensayadas para la solucién de nuestro problema con.
sidera gue las verdades de la Matematica a diferencia de las hipdiesis de la
ciencia empirica no necesitan evidencia factual, ni de ningan otro tipo, pues
son ‘auto-evidentes’. Sin embargo, hay que decir inmediatamente, que esta
manera de pensar, que relega la decisién sobre la verdad matematica a un
senfimiento de autoevidencia, tiene varias dificultades, Existen muchos teo-
remas matemdticos de muy dificil justificacién y que, atin para el especialis-
ta, resultan todo, menos autoevidentes, Ademés muchos de los resultados de
mayor interés —teoria abstracta de conjuntos, topologia, ete. . .~ chocan
con presunciones profundamente arraigadas y con el sentimiento de autoevi-
dencia, Por otra parie, existen conjeturas matemadticas (1) cuyvo contenido es
elemental y que no son atn decidibles; lo que muestra claramente que no
toda verdad matematica es autoevidente, Finalmente, aunque la evidencia s6-
lIo se atribuye a los axiomas/postulados bdsicos de Ia Matemadtica, aquelios de
donde los demés enunciados matematicos se derivan, no sobra recordar que
los juicios sobre lo gue se considera autoevidente son subjetivos, Lo gue es
evidente cambia de una persona a otra ¥ en la misma persona cambia segin
las circunstancias: edad, formacion intelectual, etc, y por lo tanfo no puede
fundamentarse la validez objetiva de la Matemética en una base tan deleznable,

3. LA MATEMATICA COMO LA CIENCIA
EMPIRICA MAS GENERAL

Otra alternativa cldsica, la ofrece John St. Mill. La Matematica es en s
misma una ciencia empirica pero difiere de las demds (Fisica, Quimica, As-
tronomia, | .), por la generalidad de su tema-objeto y porque sus proposicio-
nes han sido contrastadas v confirmadas en una medida mucho mayor que
las de la Fisica, Quimica ete. De hecho la medida en que las leyes mateméti-
cas han sido verificadas por la pasada experiencia de la humanidad es tan
abrumadora, que hemos llegado a creer que la verdad matematica es cualita-
tivamente distinta de la de las demads ramas de la ciencia, Este hecho estd en
el origen de la distincién entre certeza y probabilidad con gue respectivamen-
te calificamos a los enunciados matemdticos y 2 los enunciados empiricos,

Pero esta opinién choca, igualmente, con serias dificultades, Una hipote-
sis de cardcter empirico —ley de la gravitaciébn— permite hacer predicciones
que especifican gue si se dan determinadas condiciones, entonces, se produci-
rén tales fendmenos observables. La produceion efectiva de esos fenémenos

(1) Ei teorema de Goldbach, que alirma que todo ntimero par es la suma de dos ni-
meros primos, es uno de esos enunciados gue puede ser verdadero, pero tal vez, no
derivable de los axiomas de la Aritmética; otro teorema de esta clase es ¢l de ‘dos
cuadrados’ de Fermat.
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cuenta como evidenecia confirmadora v su ausencia como evidencia desconfir-
madora de dicha hipotesis. Se sigue de esto que una hipétesis empirica es
teoréticamente desconfirmable, gue es posible indicar un tipo de evidencia
empirica que descalificaria la hip6tesis, si llega a producirse, Pasemos ahora
a una hipétesis matemdética elemental: 7 + 5 = 12. Si es una generalizacién
empirica jqué tipo de evidencia podriamos imaginar que nos obligara a con-
cluir que, a pesar de todo, la hipétesis (7 + 5 = 12) no es verdadera en gene-
ral? Un ejemplo tipico seria el siguiente: coléquemos en un portaobjetos
unas bacteriag, primero siete y luego cinco. Luego contamos, para comprobar
si en este caso 7 y b sumados hacen 12, Supongamos que contamos 13 bac-
terias, ;Desconfirma esto, la proposicién? ;Es una prueba de que la propo-
sicién no se aplica a bacterias? Obviamente no. Lo que suponemos es que o
hemos contado mal o que las bacterias se han reproducido entre el primero
vy segundo conteos, En ningln caso supondriamos que el fendémeno descrito
invalidara la proposicién aritmética, gue nada afirma sobre el comportamien-
to de las bacterias y que sdlo afirma que todo conjunto que constede 7 + 5
objetos puede considerarse también como un conjunto que consta de 12 ob-
jetos. Esto es asi porgue los simbolos “7 + 57 y “12” denotan el mismo
nlimero, son ginénimos, Esta sinonimia se origina en que los simbolos “77,
“5”, “12” y “+ ” estén definidos de tal modo que la identidad anteriormen-
te expuesta se deriva como consecuencia de la significacién atribuida a log
conceptos que la expresan,

4, LAS PROPOSICIONES MATEMATICAS COMO ANALITICAS

La afirmacidén de que 7 + 5 = 12 es, pues, verdadera por razoneg semejan-
tes a las que hacen verdadera la afirmacién de que ningin hombre casado es
soltero. Estas afirmaciones son verdaderas simplemente en virtud de defini-
ciones o egtipulaciones andlogas a las definiciones que determinan la gignifi-
cacidn de los términos claves usados en cada caso, Afirmaciones de esta cla-
se tienen como caracteristicas que su aceptacidén no requiere evidencia em-
pirica v que pueden ser mostradas como verdaderas mediante el simple ana-
lisis de la significacidén atribuida a los términos utilizados en ellas, En el len-
guaje de la logica, sentencias de esta clase se llaman analiticas o verdaderas a
priori, queriéndose significar que su verdad es iogicamente independiente de
toda evidencia empirica o Iogicamente anterior a ella. Esta independencia 16-
gica frente a lo empirico permite establecer definitivamente, de una vez por
todas, la verdad de cualquier afirmacion analitica. Pero esta certeza teoréti-
ca de las proposiciones analiticas se paga al precio de su vaciedad de conte-
mdo informativo: carecen de contenido empirico, de implicaciones practicas.
Precisamente por eso la afirmacion matemitica puede considerarse vilida
sin recurrir a evidencia empirica,

Ilustremos esta opinién con un ejemplo de verdad matemdtica (o més
bien I6gica): (a = b} A (b= c) = (a = ¢}, ;3obre qué bage puede afirmar-
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se la transitividad de la identidad? ;Serd de naturaleza empirica y por lo tan-
to desconfirmable por la evidencia empirica? Supongamos que a, b y ¢ son
ciertas tonalidades de azul y que porloquevemosa =by b =cyquesia#c.
;Constituye este hecho una evidencia empirica en contra de la verdad de
nuestro enunciado en cuestién? Seguro que no. Diremos mas bien que a # ¢,
entonces no puede suceder a la vez que a = b y que b = ¢; debe haber una di-
ferencia en uno de los pares o en ambos aunque esa diferencia esté por de-
bajo de la percepcion, La experiencia no confirma ni desconfirma este tipo
de enunciados. Por eso el principio en cuestion es verdadero a priori.

5. LA MATEMATICA COMO SISTEMA DEDUCTIVO AXIOMATICO

Hasta aqui he argliido que la validez de la Matemadtica no se funda ni en su
cardcter de autoevidente ni en una base empirica, sino gue deriva de las esti-
pulaciones que determinan la significacién de los conceptos matematicos. En
suma, que las proposiciones matemadticas son esencialmente verdaderas por
definicidn, Pero esto es simplificar enormemente las cosas; esto debe formu-
larse de nueve y justificarse con mayor cuidado.

En efecto, el desarrollo riguroso de una teoria matematica no procede ex.
clusivamente de un conjunto de definiciones sino también de un conjunto de
proposiciones no definitorias ¥ no demostradas dentro de la teoria: los axio-
mas y/o los postulados de la teoria (Cfr. Tarski A.). Estas propesiciones se
formulan en términos de ciertos conceptos bdsicos o primitivos no definidos
en la teoria. A veces se afirma que los postulados representan ‘definiciones
implicitas’ de los términos primitivos. Pero esto mds bien conduce a confu-
siones, Pues, si bien los postulados limitan en su sentido especifico las signi-
ficaciones atribuibles a los términos primitivos, dichos términos primitives
admiten interpretaciones diferentes dentro del sistema. Se quiere un conjun-
to de definiciones en estricto sentido, para determinar las significaciones de
los *definienda’ de modo univoco,

Una vez establecidos los términos primitivos, los axiomas v/o postulados,
estd determinada la teorfa, en un sentido bien preciso: todo término de la
teoria es definible en términos de las proposiciones y toda proposicion de la
teoria es légicamente deductible de los postulados. Para una precision comple-
ta hay que decir, también, que se deben especificar los principios 16gicos que
se van a utilizar en la demostracion de las proposiciones, es decir en la de-
duccién a partir de log postulados. Estos principios se pueden formular de ~
modo completamente explicito, Se clasifican en dos grupos: sentencias pri-
mitivas o postulados de la logica (vgr.: (p "\ q) —3 P} ¥ reglas de deduc-
cién o inferencia (modus ponens, reglas de gustifucidn, . ).
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6. EL SISTEMA AXIOMATICO DE PEANO,
COMO BASE DE LA MATEMATICA

Consideremos ahora un sistema de postulados del que es derivable toda la
Aritmética de los nlmeros naturales. Su autor es G. Peano, matemaético y
l6gico italiano (1858-1932).

Los términos primitivos son “o”, “niimero™ y “sucesor”; obviamente es-
tos términos no se definen en la teorra,

L.os postulados del sigtema son:

P1: 0 es un ndmero

P2 : El sucesor de un namero (n) cualguiera es un niimero (n + 1) on’

P3 : Dos ntmeros diferentes no tienen el mismo sucesor

P4 : 0 no es sucesor de ningln nitmero

Ps : Si P es una propiedad tal que:

0 tiene esa propiedad (P) y
st siempre que n tiene la propiedad P, su sucesor también tiene la propiedad
P, Entonces: Todo nlmero tiene la propiedad P

La construccidén de la aritmética elemental sobre esta base empieza con la
definicién de log nlimeros naturales asy:

0 = (P1)

1=m+1iLn=0
2= {n+1)n=1
3=(n+tl1}yn=2

Por P2 el proceso sigue indefinidamente; por P3 ¥ Ps el proceso no con-
duce a un nGmero ya definido, y por Pa el proceso no es circular (no lleva a
0). Luego, debe establecerse la definicién de Ia adicion de un niimero natural
a un nimero cualquiera dado como una adicién repetida de 1, Esto es fécil
mediante la relacién de sucesor.

Def, 1:a). n+ 0=n
by, n+ k'=(n+ kY

a)., v b). de esta definicidén recursiva determina completamente la suma de
dos enterog cualesquiera, Tomemos un ejemplo: 7 + 5

Por definicién de § v 4, tenemos que
T+5=T+4=T+(3y

Por DL 1 (b): 7T+ (3Y =T+ (3Y =7+ 3y}
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Pero por DM, 1 (a) y definicién de los mimeros 11y 12: (7 + 3)'] = (117
=32

Esta demogtracidn explicita lo que antessedijosobrelaverdadde + 5 = 12;
en la Aritmética de Peano la verdad de tal enunciado depende no sélo de lag
definiciones, sino de éstas v los postulados,

En nuestro ejemplo suponemos que P; y P, garantiza que 7, 3, 4, 5, 12
son nimeros en el sistema de Peano; la demostracién general de que Def, 1
determina la suma de los dos nliimeros cualesquiera se girve de Ps,

Si llamamos a los postulados y definiciones ‘Estipulaciones’ entonces pue-
de decirse que las verdades aritméticas son tales en virtud de las estipulacio-
nes, En nuestra demostracion hemos usado varias veces la transitividad de la
identidad (a = b)-A (b= ¢) = (a = ¢) que aqui se asume como ung de las
reglas deductivas usadas en la demostracion de cualquier teorema aritmético,
pero que deberfa explicitarse también como constituyendo el sistema com-
pleto,

b). La multiplicacién de nimeros naturales se determina por la siguiente
definicién recursiva, que expresa rigurosamente la idea de que un producto n
k de dos enteros puede considerarse como la suma de k términos cada uno
igual an:

DI 2: 2)n0=20
by nk’ = (nk)+ n

El paso siguiente es Ia demostracién de las leyes generales que regulan la
adici6n y la multiplicacién: asociativa, commutativa, distributiva:

n+k=k+n n+ (k+ h)=m+k)+1 nk+ 1) =(nk)+ (nl)
nk = kn n (k) =(nk)!l

fuego se definen las operaciones inversas de substraccidn y divisibn, pero
como éstas no pueden realizarse siempre —e,d. la diferencia y el cociente no
estin definidos para todo par de nimeros— puede suceder que cualguiera par
por ¢j.: 7/10 y 8/7 no queden definidos. Este hecho sugiere la ampliacién
del sistema de los nGmeros introduciendo otros, como los negativos, los
racionales, etc,

;Coémo proceder a dicha ampliacién?
Un método consistiria en ‘suponer’ o *postular’ de nuevo la existencia de

las clases adicionales de nlmeros que deseamos, las propiedades que rellenen
las lagunas de la sustraccion y divisién. Este método tiene sus ventajas pero
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B. Russell ha dicho que dichas veniajas son las que tiene el robo sobre el tra-
bajo honrado, El otro método consiste en definirlas explicitamente (a los ne-
gativos y racionales) a partir de los términos primitivos de Peano, sin necesi-
dad de nuevos postulados ni de hipdtesis alguna. Todo entero positivo o ne-
gativo (los naturales no tienen signo) es definible como un cierto conjunto de
pares ordenados de nitmeros naturales; por ejemplo: el entero positivo + 2 se
define con el conjunto de los pares ordenados (m, n) de niimeros naturales
en los que m = n + 2;el entero negativo — 2 es el conjunto de todos los pa-
res ordenados (m, n) de numeros naturalesconn = m + 2

De modo andlogoe, los nimeros racionales ge definen como clases de pares
ordenados de enteros. Entonces pueden definirse las varias operaciones arit-
méticas para los nuevos tipos de niimeros y la validez de todas las leyes arit-
méticas que rigen las operaciones pueden probarse sin més recursos que los
postulados de Peano y las definiciones de los distintos conceptos aritméticos
supuestos,

El sigtema, mucho mds amplio, asi obtenido sigue siendo incompleto en el
sentido de gue no todo ndmero del mismo tiene una raiz cuadrada y, mis en
general, no toda ecuacidn algebraica cuyos coeficientes sean todos los niime-
ros del sistema tiene una solucién en el sistema. Esto sugiere una ulterior am-
phacién del sistema numérico mediante la introduccién de los reales y los
complejos, Pero esto puede hacerse segiin el método gue hemos sefialado por
definiciones explicitas sin necesidad de postulados nuevos,

Sobre la base asi obtenida pueden definirse las distintas operaciones arit-
méticas y algebraicas para los nimeros del nuevo sistema; pueden introdu-
cirse los conceptos de funcién, Iimite, derivada, integral y demostrarse los
feoremas relativos o sus conceptos, de modo que, al final, el gigantesco giste-
ma de la Matemadtica descansa sobre la base estrecha del sistema de Peano; to-
do concepto de la Matematica puede definirse con los conceptos primitivos
del sistema de Peano y toda proposicion matemadtica puede derivarse de los
cinco postulados mds lag definiciones de los términos no primitivos (2). Es-

(2) Como resuitado de investigaciones de vasto alcance realizadas por K. Godel, se sa-
be que la Aritmética y, a fortiori, la Matematica, es una teor{a incompleta en el si-
guiente sentido: Mientras que toda proposicidn perteneciente a los sistemas clasi-
cos de la Aritimética (el Algebra y el Analisis), puede efectivamente derivarse, en el
sentido antes estipulado, de los postulados de Peano, hay otras proposiciones ver-
daderas gue pueden expresarse en términos puramente aritméticos pero gue sin
embargo no son derivables de! sistema de Peano. Mis en general: para todo sistema
de postulados de la Aritmética o de la Matemética que no sea autocontradictorio,
existen proposiciones verdaderas, formulables en términos puramente aritméticos,
pera no derivables del sistema de postulados.

De otro modo: wsimposible construir un sistema del; postulados que no sea auto-
contradictorio ¥ que contenga entre sus consecuencias todos las proposiciones ver-
daderas formulables de el lengusje de la Aritmética. Pero este resultado ne afecta
lo antes dicho a saber: gue la teor{a clisica de la Arifmética, el Algebra v el Ana-
lisis son deducibles del sistema de Peano.
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tas deducciones pueden realizarse en la mayoria de los casos por medio de
los principios de la logica formal exclugivamente; pero las demostraciones de
algunos teorernas referentes a los ndimeros reales requieren una hipbtesis que
generalmente no se incluye entre los principios de la 16gica formal. Se trata
del axioma de eleccitn, que afirma que, dada una clase de clases mutuamente
excluyentes, ninguna de las cuales es vacia, existe por lo menos una clase que
tiene exactamente un elemento comin con cada una de las clases dadas. Con
este principio y el sistema de Peano puede derivarse el contenido de todala
Matematica, Es este un éxito notable en la sistematizacién del contenido de
Ia matemadtica y en la clarificacién de los fundamentos de su validez,

7. INTERPRETACION DE LOS TERMINOS PRIMITIVOS DE PEANO

Como consecuencia del anterior resultado puede decidirse que el entero
sistema de la Matemdtica es verdadero en virtud de meras definiciones (defi-
niciones, esto es, de los términos matematicos no primitivos), sierapre que
sean verdaderos los cinco postulados de Peano. Pero, hablando con propie-
dad, no podemos ya llegados a este punto, considerar los postulados de Pea-
no como proposiciones que sean verdaderas o falsas, pues esos postulados
contienen tres términos primitivos a los que no se les ha atribuido significa-
cibn especifica alguna. Lo que podemos decir por el momento es que cual-
quier interpretacion concreta de log términos primitivos de Peano gue satis-
facen a los cinco postulados —que los haga verdaderos— satisfard también to-
dos los teoremas deducidos de ellos, Asi, podemos interpretar el “(” como el
origen de una semirecta ““el sucesor de’”” un punio en esa linea, como el pun-
to que se encuentra un centimetro después de él contando desde el origen y
“namero’’ como cualquier punto que sea el origen o pueda ser alcanzado a
partir del origen por una sucesion finita de pasos, cada uno de los cuales He-
ve de un punto a su sucesor. Puede mostrarse, finalmente, que todos ios pos-
tulados de Peano, junto con los teoremas que se siguen de elios, se convierten
por este medio en proposiciones verdaderas, aunque la interpretacion dada a
jos términos primitivos no sea la que habitualmente se les daba. Mas en gene-
ral, puede mostrarse gque a toda progresién de elementos cualesguiera se la
puede considerar como una interpretacion verdadera o ‘modelo’ del sistema
de Peano.

Este ejemplo ilustra el que un sistema de postulados no pueda entenderse
como un conjunto de definiciones implicitas de los términos primitivos. El
sistema de Peano admite varias interpretaciones para los términos primitivos,
en cambio los conceptos de la Aritmética en el lenguaje ordinario y en el len-
guaje cientifico tienen una significacion especifica, Asi, en el discurso coti-
diano y en el discurso cientifico el concepto 2 se entiende de tal modo que,
partiendo de la afirmacién: ““la Sefiora Martinez vy la Seflora Alvarez y nadie
mas, se encuentran en la tienda y la Sefora Martinez no es la Sefiora Alva-
rez”, se puede inferir vilidamente la conclusidén: “hay exactamente 2 perso-
nas en la tienda”. Por el contrario, las estipulaciones establecidas en el giste-
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ma de Peano para los niimeros naturales y para el namero 2 en particular no
nos permiten obtener esa conclusién; esas estipulaciones no determinan im-
plicitamente la significacidén corriente del concepto 2 ni de los demds con-
ceptos aritméticos. El matemdtico no puede obviar esta deficiencia diciéndo-
se que él no se ocupa de la significacién habitual de los conceptos matema-
ticos, pues al demostrar, por ejemplo, gue todo niimero real positivo tiene
exactamente dos rafces cuadradas reales, el matemdtico estd usando el con-
cepto 2 en su significacion. habitual vy su teorema no puede demostrarse a me.
nos que supongamos sobre el ntimero 2 algo mds gue lo estipulado en e} siste-
ma de Peano,

Si, pues, la Matemadtica debe ser una teoria correcta de los conceptos ma-
temdticos en la significacién que deseamos, no es suficiente para hacerla v4-
lida mostrar que todo el sistema es derivable de los postulados de Peano, adi-
cionandole ciertas definiciones adecuadas; hay que preguntarse, ademds, si
los postulados de Peano son verdaderos cuando se los entiende en su signifi-
cacién habitual, Y esfa cuestién como es natural, no puede resolverse sino
después de haber definido claramente los términos “0”, ‘néimero natural’,
‘sucesor’, segliin su significacidén habitual. A esto nos referimos a conti-
muacibn,

8. DEFINICION DE LA SIGNIFICACION HABITUAL
DE I.OS CONCEPTOS DE LA ARITMETICA EN TERMINOS
PURAMENTE LOGICOS

A primera vista puede parecer imposible intentar definir los conceptos ba-
sicos aritméticos gin presuponer otros términos de la Aritmética, lo que nos
encerraria en un circulo vicioso, Lo cierto es que pueden formularse defini-
ciones rigurosas del fipo deseado y puede también mostrarse que para los
conceptos asi definidos, todos los postulados de Peano se convierten en afir-
maciones verdaderas. Este notable resultado se debe a las investigaciones de
G. Frege y al detallado y sistemdtico trabajo ulterior de B, Russel v A, N,
Whitehead, Vamos a considerar brevemente las ideas bisicas subyacentes a
-esas definiciones,

Un nimero natural —un niimero en terminologia de Peano—, en su signifi-
cacién habitual puede considerarse como caracteristico de ciertas clases de
objetos: la clase de los apéstoles tiene el niimero 12, lag parejas el nimero 2,
y asi sucesivamente. Expresaremos con precisién el significado de la afirma-
cién de que una cierta clase C tiene el ntimerc 2, o brevemente, n (C) = 2.
Una breve reflexidén nos mostrard que el definiens siguiente es adecuado en el
sentido de la significacion habitual del concepfo 2: hay algin objeto X y al-
gan objeto Y, tales que:

lo. XECAYEC
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20, X*Y

30. (Z)ZEC Z=XVZ=Y

Se puede observar que sobre la base de egta definicién es posible inferir la
afirmacidn: “hay exactamente 2 personas en la tienda”, partiendo de la afir.
macidn: “la Sefiora Martinez y la Sefiora Alvarez y nadie mds se encuentran
en la tienda y la Seilora Martinez no es la Sefiora Alvarez”, C esaqui la clase
de las personas que estan en la tienda. Analdégamente, el significado de 1a afir-
macién de que n{C) = 1 es:

1 (3X): XeC Transcrrbase: hay un X tal que X es
2 Yy YeC v=x C v para cualguier Y, 51 Y es C, en-
toneces ¥ = X

y paran{c) = 0: —{ 4 Xp:Xxec

El esquema de estas definiciones lleva claramente y por si mismo a la defi-
nicién de cualguier nitmero natural. ¥s de notar que en estas definiciones el
‘definiens’ (expresion que define o expresién definitoria), no contiene térmi-
no aritmético alguno, no contiene el “definiendo” (o expresion que se trata
de definir) y si solamente expresiones de la logica formal, més los signos de
identidad y diferencia (*=* “%"), Hasta este momento sdlo hemos definido
la significacién de frases como (C) = 2; no hemos definido 0, 1, 2. .. fuera
de este contexto,

Esto puede lograrse si consideramos gue 2 es la cualidad comin a todos
dos pares, es decir, a todas las clases que n(C) = 2, Esta propiedad comiin
puede representarse conceptuslmente por la clage de todas las clases que tie-
nen en comin esa propiedad. Asf llegamos a la siguiente definicién: 2 es la
clase de todos los pares, es decir, la clase de todas las clases C para los que
n(C) = 2. KEsta definicién no es, en modo alguno, circular, pues el concepto
de par (dicho de otro modo: la significacion de “n(C) = 2”), ha sido definido
previamente sin referencia alguna al nimero 2. Analdégamente, 1 es la clase
de todas las clases unidad, esto es, la clase de las clases C para los que n(C) =
1. Por daltimo 0 es la clase de las clases nulas que no tienen ningin elemento,
Y como no hay mas gue una clase asi, 0 es simplemente la clase cuyo finico
elemento es la clase nula, De este modo puede definirse claramente la signi-
ficacion habitual de cualquier mimero natural dado (3).

(3) La afirmacion de que las definiciones gue acabamos de dar expresan la sigoificacion
habitual de los términos ariiméticos definidos, no debe entenderse en el sentido
psicologico. No se puede entender que las anferiores afirmaciones expresen ‘lo que
todo mundo piensa o imagina’ cuando habla de nimeros ¥ operaciones con nime-
ros, Dichas definiciones contienen una ‘reconsiruccion ogica’ de los conceptos de la
Aritmética en el sentido de gue, si se aceptan las definiciones, las afirmaciones de ia
ciencia v del discurso cotidiano gue contienen términos aritméticos pueden inter-
pretarse coherente v sistemiticamente de tal modo gue sean subceptibles de confir-
maeidn objetiva,
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Para cargeterizar la deseada interpretacién de los términos primitives de
Peano, no necesitamos, realmente, todas las definiciones que hemos dado,
Nos bastarfa la del 0. Quedan por definir los términos ‘sucesor’ y ‘entero’,

La definicidon de ‘sucesor” —cuya formulacién precisa exige muchos refi-
namientos técnicos gue no vamos a presentar agui—, es la expresién cuida-
dosa de una ide# sencilla que podemos itustrar del modo siguiente: Conside-
ramos el niimero 5 o la clase de todas lag clases de 5 cosas. Seleccionemos
una cualguiera de esas clases, afiadamosle un objeto gue no sea uno de los
miembros 5’; el sucesor de b puede, entonces, definirse como el niimero co-
rrespondiente al conjunto asi obtenido (un conjunto de § objetos). Final-
mente, es posible formular una definicidn de la significacién habitual del
concepto de numero natural; esta definicidén, que fampoco vamos a dar
aqui, expresa de modo riguroso la idea de que ia clase de los nimeros natu-
rales consta del 0, su sucesor, el sucesor de este sucesor, , ., ¥y asi sucesiva-
mente,

Si las definiciones aqul esbozadas se escriben cuidadosamente —para lo
cual es indispensable el conocimiento de las técnicas de la 16gica matema.-
tica— se aprecia que el ‘definieng’ coniiene exclusivamente términos de la
légica pura. De hecho es posible formular la interpretacién habitual de los
términos primitivos de Peano y de cualquier concepio definible con ellos,
—todo concepto de la Matemética— en términos de las siguientes siete ex.
presiones:

‘no’, *y?, ‘si-entonces’, ( M X), (4 X)———«€(X PX
{mas log variables como ¢, &7, . .)

Incluso es posible reducir el vocabulario ibgico a sélo cuatro términos,
pues, los {res primeros son definibles en términos de ‘ni-nf’ y el quinto
{ (3x))lo es en términos del cuarto y de ‘ni-ni’. Asf, todos los conceptos de
la Matemdtica resultan definibles en términos de cuatro conceptos de logica
pura.

9. LAVERDAD DE LOS POSTULADOS DE PEANO
EN SU INTERPRETACION HABITUAL

Puede decirse que 1as definiciones caracterizadas hace un momento preci-
san y explicitan la significacién habitual de los conceptos de la Aritmética.
Ademds puede mostrarse que los postulados de Peano se convierten en pro-
posiciones verdaderas si los términos primitivos se construyen de acuerdo
con las definiciones que acabamos de considerar.

Asi: P1 (el 0 es un nfimero™) es verdadero porgue la clase de todos los
nimeros —e.d, nGmeros naturales— se definid como constituida por ¢ y to-
dos sus sucesores.



90

P2 (*“el sucesor de cualquier nimero es un niimero”) es verdadero también
por la misma definicidon. Lo mismo vale para Ps, el principio de la induccién
matemdtica, Pero para probarlo tendriamos gque basarnos en la definicidn
precisa ‘entero’ v no en la descripeidn laxa de la definicidn anterior. Pa (40
no es sucesor de ninglin nimero®) es verdadera por lo siguiente: por la defi-
nicién de sucesor, un niimero que sea superior de alghn otro, ni puede ser, si-
no nimero de alguna clase, que contenga por lo menos un elemento; pero el
niimero 0, por definicidén pertenece a una clase si y sblo si esta es vacia.
Mientras la verdad de P1, P2, Ps v Ps puede inferirse de las anteriores defini-
ciones y los principios de la Logica, la demosiracion de Pz (“dos ntimeros
distintos no tienen el mismo sucesor’), es més dificil. Como ya indicamos, la
definicion del sucesor de un nimero n, se basa en el proceso de afiadir a una
clase de n elementos un elemento no contenido en dicha clase. Pero si el nit-
mero de cosas que existen es finito, entonces, ese proceso no puede conti-
nuarse indefinidamente, y P3 —que econ P1 y P2 implica que los enteros for-
man un conjunto infinito—, resultaria falso, Esta dificultad puede superarse
con el ‘axioma infinitud’ que afirma la existencia de infinitos objetos vy hace
demostrable a P3. Pero este axioma no es una ley ldgica aunque admite una
expresion puramente 16gica v se lo considera como un postulado adicional,
caracteristico de la moderna teoria 16gica.

16. LA MATEMATICA UNA RAMA DE LA LOGICA

Como se precisd antes, todos los teoremas de la Aritmética, el Algebra y
Analisis pueden deducirse de los postulados de Peano y de las definiciones
de los términos matematicos no primitivos en el sistema de Peano. Esta de-
duceién sélo requiere los principios de la Logica y el axioma de eleccion (al-
gunas veces). Combinado este resultado con lo dicho sobre el sistema de Pea-
no legamos a la siguiente conclusién general, conocida como tesis logistica,
sobre la naturaleza de la Matematica:

1.a Matematica es una rama de la Logica que puede derivarse de ésta, en el
siguiente sentido:

a) Todo concepto de la Matematica —Aritmética, Algebra, Analisis— pue-
de definirse en términos de cuatro conceptos de la Logica pura.

b) Todo teorema de la Matemdtica puede deducirse de esas definiciones
por medio de los principios de la Logica (mds los axiomas de eleccion y de
infinito)

En este sentido, puede decirse que las proposiciones del sistema de la
Matemética son verdaderas en virtud de las definiciones de los conceptos de
la Matemética que influyen o explicitan ciertas caracteristicas de que hemos
dotado, por definicion, a nuestros conceptos matemiticos, Las proposiciones
de la Matemética tienen, pues, la misma indiscutible certeza tipica de propo-
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siciones como “ningfin soltero estd casado™, pero también participan del mis-
mo total vacio, en cuanto a contenido empirico, que corresponde a esa cerfe-
za: las proposiciones de la Matemdtica carecen de todo contenido fictico; no
comunican informacion alguns acerca de ninguna maijeria empirics,

11. SOBRE LA APLICABILIDAD DE LA MATEMATICA
A CUESTIONES EMPIRICAS

El resultado anterior parece irreconciliable con el hecho historico de que
la Matemafica ha tenido siempre una altisima aplicabilidad en los asuntos
empiricos y de que la mayor parte de la ciencia actual es un conocimiento
conseguido precisamente gracias a la utilizacion de las Matemdéticas, Aclare-
mos la aparente paradoja con unos ejemplos:

Supongamos que estamos examinando cierta masa de gas cuyo volumen
{V), a cierta temperatura, es de 9 dm?, ¥ su presién (P) de 4 atmésferas. Su-
pongamos, ademds, que el volumen del gas para la misma temperatura y
P = 6 atm. esta previsio por la ley de Boyle. Usando la Aritmética elemental
razonamos del modo siguienie:

Para valores correspondientes de Vy 2, VP =C

V =9y P =4 por lo tanto C == 36. Asi pues, cuando P =6, V = 6. Su-
pongamos gue esta prediccidon resulta confirmada por observaciones subsi-
guientes. ;Demuestra ésto gue la Mateméatica usada aqui, tiene por sf misma,
poder de prediceidn, que sus proposiciones tienen implicaciones empiricas?
Obviamente, no.

El poder predictive aqui usado, el contenido empirico presente, procede
de los datos iniciales y de la ley de Boyle, la que confirma que VP = C para
todo par de valores de V y P; por tanio, también para V=9y P =4 y el
correspondiente valor de 2.

La funcidon de la Matemdtica agui aplicada no es en absoluto predictiva;
es mas bien analitica o explicativa. La Matemstica explicita algunos supues-
tos o afirmaciones implicitas en el contenido de las premisas de la argumen-
tacion {aqui, la ley de Boyle vy los datos iniciales); el razonamiento matema-
tico revela que esas premisas contienen una afivimacién acerca de los casos
atn no observados. Al aceptar nuestras premisas, —nos dice la Aritmética—
hemos ya aceptado, sepdmoslo o no, la implicacion de que el valor de P es 6.
El razonamiento matemadtico lo mismo que el 16gico, es una técnica concep-
tual para explicitar lo que ésta implicitamente contenido en un conjunto de
premisas (4), Las conclusiones a que dicha {écnica conduce no afirma nada
gue sea teoréticamente nuevo, en el sentido de no estar ya contenido en las
premisas, Pero si pueden producir resultados o evidencias psicolbgicamente
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nuevos. Es posible gue antes de usar las técnicas de la Logica y la Matemadti-
ca no nos diéramos cuenta de lo que estabamos aceptando al afirmar un de-
terminado conjunio de supuestos o aserciones; la Matematica nos hace évi-
dente lo implicito.

Un andlisis andlogo puede hacerse en todos los demds casos en que se utili-
za la Matemética en asuntos empiricos, incluyendo aquellos en gque se usa el
cileulo infinitesimal. Sea, por ejemplo, el caso de un determinado objeto que
se mueve en cierto campo eléctrico; estard sometido a una aceleracion cons-
tante de 38 m/sg®. Para someter dicha hipétesis a prueba podemos derivar,
por dos integraciones sucesivas, la prediceion de que sl el cuerpo estd en re-
poso al principio del proceso, la distancia recorrida por él en cualquier mo-
mento t, 3t* /2 m. Tebdricamente aqui no hay nada nuevo, Pero psicologica-
mente si lo habrd para quien no esté habituado a este tipo de problemas, Y
en este caso como en el anterior (gas), el que la prediccidn no resultara ver-
dadera se consideraria prueba de la incorreccion factica de, por lo menos una
de las premisas (por ejemplo de la ley Boyle en la aplicacién al gas) y no co-
mo sefial de que los principios matemadticos ¥ logicos utilizados puedan ser
inconsistentes. Asi, pues, en el establecimiento del conocimiento empirico,
1a Matemética (y Ia Logica) tiene la funcidn de “exprimidor” (saca-jugos) teo-
rético: las técnicas l6gico-matemadticas no pueden producir mas “zumo” de
informacion factica que el que ya esté contenido en las premisas a que dichas
técnicas se aplican; pero pueden obtener mucho més “zumo” del que, a pri-
mera vista podria suponerse contenido en Jds premisas.

Pero aungue la Matemdtica no aporta en ningin caso nada al contenido de
nuestro conocimiento de temas empiricos es de todos modos, completamen-
te imprescindible como instrumento para la verificacidn y la expresion lin-
glifstica de ese conocimiento pues la mayoria de las teorfas mas amplias de la
ciencia empirica estdn formuladas con ayuda de conceptos matematicos. Es
permanente el uso gue se hace del sistema numérico v de las relaciones fun-
cionales entre variables para la formulacion de dichas teorfas. De modo simi-
lar el examen cientifico de las feorias, el establecimiento de predicciones por
medio de ellas y su aplicacién prictica requieren la deduccién de consecuen-
cias particulares a partir de la teoria general, deduccién que seria completa-
mente imposible sin las técnicas de la Logica y 1a Matemaitica,

{4) 8i las siguientes cuentan como premisas de un razonamiento
1) (PVQ) == (RVE)
2){(QVR)y = T
3y —TAP

Euntonces, sepamoslo o no, § cuenta como estando necesariamente implicado por

(1) - (3}
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Resulta, pues, claro a partir del analisis aqui esbozado que el sistema de la
Matematica debe ser concebido como una vasta e ingenicsa estructura con-
ceptual sin referencia a contenidos empiricos que, no obstante su vaciedad
—v debido precisamente a ella— ge constituye en un instrumento teorético
poderoso e imprescindible para la comprensién cientifica y para el dominio
practico del mundo de nuestra experiencia.



